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On n’hésitera pas a utiliser un résultat énoncé dans une question précé-
dente, en veillant cependant a bien en indiquer la référence.
Les exercices et problémes peuvent étre traités dans l’ordre de votre choix.

1. EXERCICES

Exercice 1. On se place dans R?. Pour chacun des sous-ensembles suivant, indiquez
s’il est ouvert, fermé ou bien ni I'un ni ’autre :

4 2
A= {(x,y) GRQ/%Jr% < 1} et B:={(z,y) eR?/z? <y;y? <2z et x <1}
Chaque résultat devra étre démontré.

Solution : A est ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une fonction
continue. L’ensemble B n’est ni ouvert ni fermés :
— Pas fermé : on a P, = (1/n,2/n?) € B pour n > 3. Or P, — (0,0) € B.
Donc B n’est pas fermé.
— Pas ouvert : soit Q := (1,y49) € B pour tout 1 < yy < V2. Soit Q, =
(14+1/n,y0). On a @, » Q € B mais @, ¢ B pour tout n. Donc B n’est
pas ouvert.

Exercice 2. Soit (F, ||-||) un espace de Banach. On suppose qu’il admet une famille
génératrice dénombrable, & savoir une suite (e,)neny € EN telle que

E = Vect(e,/n € N).

En posant Ey := Vect(e,/n € [0, N]) pour tout N € N et en utilisant le Lemme
de Baire, montrez que E est de dimension finie.

Solution : Pour tout N, En est un ev de dimension finie, donc il est fermé. On a
E = U, ey En qui est d’intérieur non vide (Int(E) = E). Or E complet, d’aprés le
Lemme de Baire, il existe N tel que Int(Ey) est non vide. Il existe donc 2y € E et
r > 0 tels que
B(CC()7 ’I") C En.

En particulier zp € En. Soit z € E tel que ||z|| = 1. On a zg+ 52 € B(xo,r) C En.
Comme zg € Ey et En est un ev, on a alors z € Ex pour tout z € E tel que
||z|| = 1. Puis pour tout = € E — {0}, e € En puis 2 € Ex. Ainsi, en n’oubliant
paslecas x =0,on a E C Eyn, puis E = Ey. Donc E est de dimension finie.

Exercice 3. Soit (E, | -||) un evn et soit F' C E un sous-ev de dimension finie. On
se donne xg € E. On définit alors

p = inf{[lzo —yll/y € F}.
1. Montrez que i € R est bien défini.



Solution : L’ensemble {||xo — y||/y € F'} est non-vide (il contient ||xg — 0] = ||xol|)
est minoré par 0 dans R, il admet donc un infimum p > 0.

2. Montrez qu’il existe M > 0 tel que poury € F,onally|| > M = |lzo—y|| > u+1.
Solution : Pour y € F tel que |ly|| > M, on a

ly = 2ol = llyll = llzoll = M — [|zol|

En choisissant M := ||xg|| + ¢ + 1, on a la conclusion demandée.

3. Déduisez-en que p = inf{|lzo —y||/y € F et ||y|| < M}.

Solution : Soit mg := inf{||zo—yl||/y € F et ||y|| < M}. Doncmg > p par définition.
Soit (y,) € F telle que ||y, — xo|| — i, donc il existe ng tel que pour n > ng, on
a ||yn — zol| < p+ 1, done ||y,|| < M, donc ||y, — xo|| = mo. A la limite p > my,
puis mg = p.

4. Déduisez-en que l'infimum est atteint, c’est-a-dire qu’il existe yy € F' tel que
1= llzo = yol|-

Solution : La fonction f : F — R définie par f(y) = ||y — zo| pour y € F est
continue. On est en dimension finie, donc Br(0, M) est compacte. Donc I'infimum
p est atteint sur Bg (0, M).

Exercice 4. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Sur le produit
X x Y, on définit
d: (X xY)? — R
((z,y), (@) = dx(z,2') +dy(y,y)
(1) Montrez que d est une distance sur X x Y.

(2) Soit A C X xY tel que A # (). Montrez que les deux assertion suivantes sont
équivalentes :
e A est ouvert pour la topologie de (X x Y, d);
e Pour tout (z,y) € A, il existe U ouvert de X et V ouvert de Y tels que

(z,y) €U x V C A.

Solution : Voir le TD2.

2. PROBLEME : SOLUTIONS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE NON-LINEAIRE

On se donne A € R et ug € R. Dans ce probléme, pour ¢y > 0 bien choisi, on
montre I'existence et I'unicité d’une solution u € C*([0, %], R) de

{ uw'(t) = Vt+Au+u®  pourt € [0,

u(0) = ug (Ex)

1. Soit u € C*(]0, t]) une solution de (E)). Montrez que

u(t) = uo —|—/O (Vs + du(s) +u3(s)) ds pour tout t € [0, to].

Solution : Comme u est C!, on a u(t) = u(0) + fot u'(s) ds et on a le résultat.
Pour ty > 0 et r > 0, on pose alors

T: C°%0,to], [ug — ryup +7]) —  CO[0,1], [up — r,up + 7])
u — v



avec
t
v(t) == ug + / (Vs 4+ Au(s) +u(s)) ds pour tout ¢ € [0, to].
0

Montrez qu’il existe 4 > 0 indépendant de A € [—1,1] tel que pour tout ¢y €
10,4[, et pour tout A € [—1,1], T admet un unique point fixe qu’on notera uy €
C°([0, to], [ug — 7,y ug + 7])-

Solution : Montrons d’abord que 7' est bien définie. Soit u € C°([0, to], [ug — 7, uo +
r]). La fonction v est continue sur [0,], il faut montrer qu’elle est a valeur dans
[ug — ryug + r]. Pour ¢ € [0,%], on a

()] —uo| = | / (/5 Mus) +ud (5)) ds| < / (U ulloo-t ull) ds < 51+ [ullooHull2.)

De plus, pour tout ¢ € [0, o], u(t) € [uo, =7, uo + 7], donc [u(t)] < [uo| +r et donc
lulloo < |ugl + 7. Ainsi

T (u)[t] — ol < (1 + |uo| +7 + (Juo| + 1))

du coup, avec
r

<

= 1+ Juo| + 7+ (Juo| +7)3

on a |T(u)[t] — uo| < r, donc T(u)[t] € [ug — 7, up + 7] ppur tout ¢ € [0,%], et ainsi
T(u) € C°([0,to], [uo — 7,up + 7]). Donc T est bien définie.

Montrons que T est contractante. Pour u,v € CY([0, to], [uo —7, up+7]) et t € [0, to],
on a

5

[(T(u) =T )] = I/O(A(U(S)*v(S))Jr(u?’(S)*vS(S))I

Comme a3 — b = (a — b)(a® + ab + b?) pour a,b € R, on a

[(T(w) =T ()] < /0 (= vlloo + (uls) — v(s)) (2(5) + u(s)o(s) + 0(s) s

IN

to
/ (llu = vllo + llu = vlloo (||ull3 + [[ulloo V][5 + [ull) ds|
0

< to(llu = vlfoc + llu = vllac % 3(Juo| +1)%) < 8(1 + 3(Juo| +7)*)|Ju — v[[o0
et donc, en choisissant

0 < !
= 2(1+ 3(|uo| +7)?)’

on obtient
1
1T () = T(@)loo < Fllu = vlloo
pour tous u,v € C°([0,to], [ug — 7, ug +7]). Donc T est contractante. Comme [0, to]

est compact et [ug — 7, ug + r| est complet (car fermé dans R), T" admet un unique
point fixe noté wy.

2. Montrez que uy € C*([0,t],R) et est solution de (E)).

Solution : D’aprés la premiére question, on a

ux(t) = ug +/0 (v/s 4+ Mux(s) +u3(s)) ds pour tout t € [0, ).



4

Comme s — /5 + Auy(s) + u3 (s) est continue, une primitive est C' et donc uy est
C*'. En prenant t = 0, on obtient uy(0) = ug. En dérivant, on obtient (E)).

3. Montrez qu'il exists ¢; €]0,0] & déterminer (probablement égal a §) tel qu’il
existe C' > 0 tel que pour tous ,

lux = upllcogo,t)) < CIA — pf pour tous A, pu € [=1,1].

Solution : Pour A\, p € [—1,1] et ¢t € [0,%], en utilisant la premiére question, on
obtient

fux () — u(8)] = / (A — pity + (13 — ) ds

=ty = )+ (= ) s

to(IA = plllunlloo + llux — wplloo + lJux — uplloe X 3(Juol +7)?)
to(uo| + 1) A — g + to(1 + 3(|uo| + 7)) |Jur — wulloo

Avec le choix ty < § précédent, et en passant au sup, on obtient

<
<

1
lux = wplloo < to(Juo] +m)[A =l + Sto(luol + )X =l

Puis [lur — wloe < 25(Juo| +7)[A — sl
4. Avec le choix de t; > 0 ci-dessus, montrez que

e: [-1,1] — C([0,1))
A — U\

est continue pour les normes naturelles.
Solution : Pour A, € [—1,1], on a
(V) = e(wller = llux — wplloe + [lu) — uplleo
Pour t € [0,tp], on a
[\ (8) =y, ()] = (A = pun + plux — ) + (uf — )|
A= sl (Juol +7) + [lux — wplloo + [lux = wplloo x 3(Juol +1)?

IN

et donc
le(N) = e(wllor < (luol + 7+ C + C3(Juo| +7)*)|A — ul
Et donc ¢ est continue car Lipschitzienne.

3. PROBLEME : LEMME DE CONJUGAISON TOPOLOGIQUE DE SHUB

Soit n > 2 un entier et soit C' > 1. On se donne une fonction f € C°(R) telle que
pour tous z,y € R, on a

If(@) = f(y)l = Cle —yl et f(z+1) = f(z) +n. (*)

Le but de ce probléme est de montrer qu’il existe un homéomorphisme h : R —
R tel que

f(h(x)) = h(nz) pour tout z € R.
On note A,, ¢ 'ensemble des fonctions f € C°(R) qui vérifient (x).



5

1. On définit ¢ : R — R définie par ¢(x) = nx pour tout x € R. Montrez que ¢
vérifie (x).

Corrigé : immédiat aprés avoir vérifié que n > C.

On note CJ,,.(R) := {p € C°(R)/ p(x + 1) = p(z) Vo € R} que I'on munit de | - [|.

2. Montrez que | - [|oc : P = [|Plloo := SUP,er [p(x)] est une norme sur CJ,.(R).
Corrigé : Pour p € C},(R), comme p est 1—périodique, ||p[loc = sup,cg [p(z)| =

SUPgco,1] [P(2)| est atteint (fonction continue sur un compact). Les autres propriétés
de la norme sont classiques.

3. Montrez que (C.,.(R), || - [ls) est un espace de Banach.
Corrigé : On se donne (pi)r une suite de Cauchy dans (Cp.,.(R), || - [loc). C’est
donc aussi une suite de Cauchy dans (C°([0,1]), ] - ||oc) qui est complet. Donc 3¢ €
C9([0,1)) telle que limg_, o pr = ¢ uniformément dans C°([0,1]). En particulier,
on a CV simple et comme pg(0) = pr(1) pour tout k, on a ¢(0) = ¢(1). On prolonge
q par 1—périodicité sur R, soit p cette fonction. Comme p(0) = p(1), alors p est
continue. Puis p € Cy,,.([0,1]). De plus, ||px — plloc = sup,eo.1] [Px(2) — ()] = 0,
et donc (pg) converge vers p, puis l'espace est complet.

4. Soit f € A, ¢. Montrez que f : R — R est un homéomorphisme.

Corrigé : On remarque tout d’abord que f est injective : en effet, si z,y € R sont
tels que f(x) = f(y), alors |f(x) — f(y)| > Clx — y| et donc = = y. De plus, en
fixant y dans l'inégalité (x), on obtient que lim, 1 |f(2)] = +o0o. Comme f est
injective et continue, elle est soit croissante, soit décroissante. Si elle est croissante,
alors lim, o f(2) = —00 et limy 400 f(2) = 400, done f(R) =Ret f: R—>R
est bijective. Avec (%), on a |f~(z) — f~(y)| < C7 ]z — y| pour x,y € R. DOnc
f~! est continue. Puis f est un homéomorphisme.

On se donne f,g € A, c. Pour p € C0,, (R), on définit

per

{52 0}

telle que Ty (z) := = (g(x) + p(g9(z))) — x pour tout x € R.
5. Montrez que T}, € C2,,.(R) et que

per

{Tt (Cper®), [+ lloe) = (CSGT(R),H'IOO)}

D — T,

est bien définie et k—Lipschitzienne pour un réel 0 < k < 1 qu’on déterminera.
Corrigé : On a bien T}, continue comme composée. Montrons qu’elle est périodique.
Soit z € R. On a

Ty(x+1) = fi' (falz+1) +p(falz+1)) — (x+1)

= fi (f(2) +n+p(fa(e) +n) —z—1=fI" (fa(x) + n+p(fa(2)) — 2 - 1.

On pose Y := fo(z) + p(fa(z)) et X = f7 (Y +n), donc Y +n = f1(X) =
fi(X =1)4n,donc X —1 = f; (V). Ducoup Tp(z+1) = X —x—1 = f; (V) —=x
it (f2(x) + p(f2(2))) — 2 = T + p(x). Donc périodique.

Pour Lipschitz, soient p,q € Cp,,.(R). Soit € R. On a [fi(T,(z)) — f1(Ty(z))| >
C|Ty(z) — Ty(x)| dune part, mais aussi [f1(T,(z)) — f1(Ty(2))] = [p(f2(2)) —
a(f2(@)] < [Ip — glloe. Donc [Ty(z) — Ty(x)| < Clp = glloc pour tout v € R,
donc |7, — Tylleo < C71p — ¢lloo pour tous p, g avec k = C~! €]0,1].



6. Déduisez-en qu’il existe p € CY_ (R) unique telle que

per

flx+p(x)) = g(x) + p(g(x)) pour tout = € R.

Corrigé : On est dans un Banach, appli contractante, espace d’arrivée méme que
espace de départ. D’apres le Th. du point fixe, Ip € CJ.,.([0,1]) unique tel que
T, = p, ce qui est équivalent & f1(T,(z) + x) = f1 o p(z) pour tout = € R, qui est
I'identité recherchée.

7. Déduisez de la question précédente qu’il existe h, 1 € C°(R) tels que foh = hog
et gol=1o f avec p,q € Cp,,(R) tels que h(z) = x + p(z) et [(x) = 2 + q(x) pour
tout x € R.

Corrigé : On applique 6. & f et g et on obtient h; comme demandé. Puis a g et f,
et on obtient ho.

8. Montrez que fo(hol) = (hol)o f. En utilisant 'unicité du Théoréme de point
fixe, déduisez-en que h ol = Idg. Montrez de méme que [ o h = Idg.

Corrigé : La premiére identité est immédiate. En écrivant hy o hy, on remarque que
3p € C)..([0,1]) tel que hy o hy(x) = x + p(z) pour tout 2 € R. En appliquant 6.
avec f1 = fo = f, on obtient T3 = p, or Ty = 0 dans le cas fi; = f2. Par unicité,
p =0 puis hy o hy = Idg. Idem pour hs o hy.

9. Concluez.

Corrigé : Comme hq, hy € C°, ce sont donc des homéomorphismes inverses I'un de
Pautre. En posant h = hy, on a donc f oh = ho g, ce qui est exactement (x).



