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Axiomatisches Denken.*)
Yon
Davip Hiserr in Gottingen.

Wie im Leben der Volker das einzelne Volk nur dann gedeihen kann
wenn es auch allen Nachbarvilkern gut geht, und wie das Interesse der
Staaten es erheischt, daB nicht nur innerhalb jedes einzelnen Staates Ord-
nung herrsche, sondern auch die Beziehungen der Staaten unter sich gut
geordnet werden miissen, so ist es auch im Leben der Wissenschaften. In
richtiger Erkenntnis dessen baben die bedeutendsten Triiger des mathe-
matischen Gedankens stets groBes Interesse an den Gesetzen und der Ord-
nung in den Nachbarwissenschaften bewiesen und vor allem zu Gunsten der
Mathematik selbst von jeher die Bezichungen zu den Nachbarwissenschafien,
insbesondere zu den groSen Reichen der Physik und der Erkenntnistheorie
gepflegt. Das Wesen dieser Bezichungen und der Grund ibrer Fruchtbarkeit,
glaube ich, wird am besten deutlich, wenn ich Ihnen diejenige allgemeine
Forschungsmethode schildere, die in der neueren Mathematik mehr und
mehr zur Geltung zu kommen scheint: ich meine die aziomatische Methode.

‘Wenn wir die Tatsachen eines bestimmten mehr oder minder um-
fagsenden Wissensgebietes zusammenstellen, so bemerken wir bald, da
diese Tatsachen einer Ordnung fihig sind. Diese Ordnung erfolgt jedes-
mal mit Hilfe eines gowissen Fachwerkes von Begriffen in der Weise, da
dem einzelnen Gegenstande des Wissensgebietes ein Begriff dieses Fach-
werkes und jeder Tatsache innerhalb des Wissensgebietes eine logische
Bezichung zwischen den Begriffen entspricht. Das Fachwerk der-Begriffe
ist nichts Anderes als die Theorie des Wissensgebietes.

So ordnen sich die geometrischen Taisachen zu einer Geomeirie, die
arithmetischen Tatsachen zu einer Zahlentheorie, die statischen, mecha-
nischen, elekirodynamischen Tatsachen zu einer Theorie der Statik, Me-
chanik, Elektrodynamik oder die Tatsachen aus der Physik der Gase zn
eimer Gastheone. Ebenso ist es mit den Wissensgebieten gr/'l‘hermo-
dymumk, der geometrischen Optik, der elementaren Strahlungstheorie, der

* Dieser Vortrag ist in der Schweizerischen mathematischon Gesellschaft am
11. September 1917 in Zérich gebalten worden.
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Warmeleitung oder auch mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der
Mengenlehre. Ja es gilt von speziellen rein mathematischen Wissens-
gobieten wie Flichentheorie, Galoisscher Gleichungstheorie, Theorie der
Primzahlen nicht weniger als fir manche der Mathematik fern liegende
Wissensgebiete wie gewisse Abschnitte der Psychophysik oder die Theorie
des Geldes.

Wenn wir eine bestimmte Theorie niiher betrachten, sé erkennen wir
allemal, daB der Konstruktion des Fachwerkes von Begriffen einige wenige
ausgezeichnete Sitze des Wissensgebietes zugrunde liegen und diese dann
allein ausreichen, um aus ihnen nach logischen Prinzipien das ganze
Fachwerk aufzubauen.

So geniigt in der Geometrie der Satz von der Linearitit der Gleichung
der Ebene und von der orthogonalen Transformation der Punktkoordinaten
vollstindig, um die ganze ausgedehnte Wissenschaft der Euklidischen Raun-
geometrie allein durch die Mittel der Analysis zu gewinnen. Zum Auf-
bau der Zahlentheorie ferner reichen die Rechnungsgesetze und Regeln
fir ganze Zahlen aus. In der Statik dibernimmt die gleiche Rolle der
Satz vom Parallelogramm der Krifte, in der Mechanik etwa die Lagrange-
schen Differentialgleichungen der Bewegung und in der Elektrodynamik
die Maxwellschen Gleichungen mit Hinzunahme der Forderung der Starr-
heit und Ladung des Elektrons. Die Thermodynamik 1i8t sich voll-
stindig auf den Begriff der Energiefunktion und die Definition von
Temperatur und Druck als Ableitungen nach ihren Variabeln, Entropie
und Volumen, aufbauen. Im Mittelpunkt der elementaren Strahlungs-
theorie steht der Kirchhoffsche Satz tiber die Beziehungen zwischen
Emission und Absorption; in der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist das
GauBsche Fehlergesetz, in der Gastheorie der Satz von der Entropie
als negativem Logarithmus der Wahrscheinlichkeit des Zustandes, in
der Flichentheorie die Darstellang des Bogenelementes durch die quadra-
tische Differentialform, in der Gleichnugstheorie der Satz von der Wurzel-
existenz, in der Theorie der Primzahlen der Satz von der Realitit und
Hiufigkeit der Nullstellen der Riemannschen Funktion £(f) der grund-
legende Satz.

Diese grundlegenden Sitze konnen von einem ersten Standpunkte aus
als die Awiome der einaelnen Wissensgebicte angesehen werden: die fort-
schreitende Entwicklung des einzelnen Wissensgebietes beruht dann ledig-
lich in dem weiteren logischen Ausbau des schon aufgefihrten Fach-
werkes der Begriffe. Zumal in der reinen Mathematik ist dieser Stand-
punkt der vorherrschende, und der entsprechenden Arbeitsweise verdanken
wir die michtige Entwicklung der Geometrie, der Arithmetik, der Funk-
tionentheorie und der gesamten Analysis.
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Somit hatte dann in den genannten Fillen das Problem der Begriin-
dung der einzelnen Wissensgebiete eine Losung gefunden; diese Losung
war aber nur eine vorliufige. In der Tat machte sich in den einzelnen
‘Wissensgebieten das Bediirfnis geltend, die genannten, als Axiome ange-
sehenen und zugrunde gelegten Sitze selbst zu begriinden. So gelangte
man zu ,Beweisen® fiir die Linearitdt der Gleichung der Ebene und die
Orthogonalitit der eine Bewegung ausdriickenden Transformation, ferner fir
die arithmetischen Rechnungsgesetze, fiir das Parallelogramm der Krifte,
fir die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen und das Kirchhoffsche Ge-
getz {iber Emission und Absorption, fiir den Entropiesatz und den Satz
von der Existenz der Wurzeln einer Gleichung.

Aber die kritische Prifung dieser ,Beweise” 148t erkennen, daB sie
nicht an sich Beweise sind, sondern im Grunde nur die Zuriickfihrung
auf gewisse tiefer liegende Sitze ermoglichen, die nunmehr ihrerseits an
Stelle der zu beweisenden Sitze als neuwe Axiome anzusehen sind. So ent-
standen die eigentlichen heute sogenannten Axiome der Geometrie, der
Arithmetik, der Statik, der Mechanik, der Strahlungstheorie oder der Ther-
modynamik. Diese Axiome bilden eine tiefer liegende Schicht von Axiomen
gegeniiber derjenigen Axiomschicht, wie sie durch die vorhin genannten
zuerst zugrunde gelegten Sitze in den einzelnen Wissensgebieten charakte-
risiert worden ist. Das Verfahren der axiomatischen Methode, wie es
hierin ausgesprochen liegt, kommt also einer Ticferlegung der Fundamente
der einzelnen Wissensgebiete gleich, wie eine solche ja bei jedem Gebinde
notig wird in dem MaBe, als man dasselbe ausbant, hoher fihrt und
dennoch fiir seine Sicherheit biirgen will

Soll die Theorie eines Wissensgebietes d. h. das sie darstellende Fach-
werk der Begriffe ihrem Zwecke, nimlich der Orientierung und Ordnung
dienen, so muB es vornehmlich gewissen zwei Anforderungen geniigen:
erstens soll es einen Uberblick tiber die Abhingigkeit baw. Unabhingigkest
der Sitze der Theorie und zweilens eine Gewdhr der Widerspruchslosigheit
aller Sitze der Theorie bieten. Insbesondere sind die Axiome einer jeden
Theorie nach diesen beiden Gesichtspunkten zu priifen.

Beschiiftigen wir uns zuniichst mit der Abhiingigkeit bzw. Unabhéngig-
keit der Axiome.

Das klassische Beispiel fiir die Prifung der Unabhingigkeit eines
Axioms bietet das Parallelenoziom in der Geometrie. Die Frage, ob der
Parallelensatz durch die anderen Axiome schon bedingt ist, verneinte
Euklid, indem er ihn unter die Axiome setzte. Die Untersuchungsmethode
Euklids warde vorbildlich fir die axiomatische Forschung, und seit Euklid
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ist zugleich die Geometrie das Musterbeispiel fiir eine axiomatisierte
Wissenschaft fiberhaupt.

Ein anderes Beispiel fir eine Untersuchung iiber die Abhingigkeit
der Axiome bietet die klassische Mechanik. Vorlaufigerweise konnten, wie
vorhin bemerkt, die Lagrangeschen Gleichungen der Bewegung als Axiome
der Mechanik gelten — 1liBt sich doch auf diese in ihrer allgemeinen
Formulierung fiir beliebige Kriifte und beliebige Nebenbedingungen die
Mechanik gewiB vollstindig griinden. Bei niherer Untersuchung zeigt sich
aber, daB beim Aufbau der Mechanik sowohl beliebige Krifte wie belie-
bige Nebenbedingungen vorauszusetzen unnftig ist und somit das System
von Voraussetzungen vermindert werden kann. Diese Erkenntnis fithrt
einerseits zu dem Axiomensystem von Boltzmann, der nur Krifte und
zwar speziell Zentralkrifte, aber keine Nebenbedingungen annimmt und
dem Axiomensystem von Hertz, der die Krifte verwirft und mit Neben-
bedingungen und zwar speziell mit festen Verbindungen auskommt. Diese
beiden Axiomensysteme bilden somit eine tiefere Schicht in' der fort-
schreitenden Axiomatisierung der Mechanik.

Nehmen wir bei Begriindung der Galoisschen Gleichungstheorie die
Existenz der Wurzeln einer Gleichung als Axiom an, so ist dieses sicher
ein abhiingiges Axiom; denn jener Existenzsatz ist aus den arithmetischen
Axiomen beweisbar, wie zuerst GauB gezeigt hat.

Abnlich verhdlt es sich damit, wenn wir etwa den Satz von der
Realitit der Nullstellen der Riemannschen' Funktion £(f) in der Prim-
zahlentheorie als Axiom annehmen wollten: beim Fortschreiten zur tie-
feren Schicht der reinen arithmetischen Axiome wiirde der Beweis dieses
Realititssatzes notwendig sein und dieser erst uns die Sicherheit der wich-
tigen Folgerungen gewihren, die wir durch seine Postulierung schon jetst
ftir die Theorie der Primzahlen aufgestellt haben.

Besonderes Interesse fiir die axiomatische Behandlung bietet die Frage
der Abhangigkeit der Sitze eines Wissensgebietes von dem Axiom der
Stetigkest.

In der Theorie der reellen Zahlen wird gezeigt, daB das Axiom des
Messens, das sogenannte Archimedische Axiom, von allen iibrigen arith-
metischen Axiomen unabhiingig ist. Diese Erkenntnis ist bekanntlich fur
die Geometrie von wesentlicher Bedentung, scheint mir aber auch fir die
Physik von prinzipiellem Interesse; denn sie fiihrt uns zu folgendem Er-
gebnis: die Tatsache, daB wir durch Aneinanderfigen irdischer Entfernungen
die Dimensionen und Entfernungen der Korper im Weltenraume erreichen,
4. h. durch irdisches MaB die himmlischen Lingen messen konnen, ebenso
die Tatsache, daB sich die Distanzen im Atominneren durch das Meterma8
ausdriicken lassen, sind keineswegs bloB eine logische Folge der Saize
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iiber Dreieckskongruenzen und der geometrischen Kounfiguration, sondern
erst ein Forschungsresnltat der Empirie. Die Giiltigkeit des Archimedischen
Axioms in der Natur bedarf eben im bezeichneten Sinne gerade so der
Bestitigung durch das Experiment wie etwa der Satz von der Winkel-
summe im Dreieck im bekannten Sinne.

Allgemein méchte ich das Stetigkeitsaxiom in der Physik wie folgt
formulieren: ,Wird fiir die Giiltigkeit einer physikalischen Aussage irgend
ein beliebiger Genauigkeitsgrad vorgeschrieben, so lassen sich kleine Bereiche
angeben, innerhalb derer die fiir die Aussage gemachten Voraussetzungen
frei variieren dirfen, ohne daB die Abweichung von der Aussage den vor-
geschriebenen Genanigkeitsgrad iiberschreitet. Dies Axiom bringt im
Grunde nur zum Ausdruck, was unmittelbar im Wesen des Experimentes
liegt; es ist stets von den Physikern angenommen worden, ohne daB es
bisher besonders formuliert worden ist.

Wenn man z. B. nach Planck aus dem Axiom der Unmiglichkeit des.
Perpetuum mobile zweiter Art den zweiten Wiarmesatz ableitet, so wird
dabei dieses Stetigkeitsaxiom notwendigerweise benutzt.

DaB in der Begriindung der Statik beim Beweise des Satzes vom
Parallelogramm der Krifte das Stetigkeitsaxiom notwendig ist — wenig-
stens bei einer gewissen niichstliegenden Auswahl der Gbrigen Axiome —
hat Hamel auf eine sehr interessante Weise durch Heranziehung des Satzes
von der Wohlorduungsfihigkeit des Kontinuums gezeigt.

Die Axiome der klassischen Mechanik kdnnen eine Tieferlegung er-
fahren, wenn man sich vermdge des Stetigkeitsaxioms die kontinuierliche
Bewegung in kurz aufeinanderfolgende geradlinig gleichformige stiickweise
durch Impulse hervorgerufene Bewegungen zerlegt denkt und damn als
wesentliches mechanisches Axiom das Berirandsche Maximalprinzip ver-
wendet, demzufolge nach jedem StoB die wirklich eintretende Bewegung
stets diejenige ist, bei welcher die kinetische Energie des Systems ein
Maximum wird gegeniiber allen mit dem Satz von der Erhaltung der
Energie vertriiglichen Bewegungen.

Auf die neunesten Begriindungsarten der Physik, insbesondere der
Elektrodynamik, die ganz und gar Kontinuumstheorien sind wnd dem
gemi’ die Stetigkeitsforderung in weitestem MaBe erheben, mdchte ich
hier nicht eingehen, weil diese Forschungen noch nicht geniigend abge-
schlossen sind.

Wir wollen nan den zweiten der vorhin genannten Gesichispunkie,
namlich die Frage nach der Widerspruchslosigkeit der Axiome priifen;
diese ist offenbar von hochster Wichtigkeit, weil das Vorhandensein eines
Widerspruches in einer Theorie offenbar den Bestand der ganzen Theorie
gefahrdet. '
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Die Erkenntnis der inneren Widerspruchslosigkeit ist selbst bei lingst
anerkannten und erfolgreichen Theorien mit Schwierigkeit verbunden: ich
erinnere an den Umbkehr- und Wiederkehreinwand in der kinetischen Gas-
theorie.

Oftmals passiert es, daB die innere Widerspruchslosigkeit einer Theorie
als selbstverstindlich angesehen wird, wihrend in Wahrheit tiefe mathe-
matische Entwicklungen zu dem Nachweise rotig sind. Als Beispiel be-
trachten wir ein Problem aus der elementaren Theorie der Wdarmeleitung,
pimlich die Temperaturverteilung innerhalb eines homogenen Kéorpers,
dessen Oberfliche auf einer bestimmten von Ort zu Ort variierenden Tem-
peratur gehalten wird: alsdsnn enthilt in der Tat die Forderung des Be-
stehens von Temperaturgleichgewicht keinen inneren Widerspruch der
Theorie. Zur Erkenvtnis dessen ist aber der Nachweis rdtig, daB die be-
kannte Randwertaufgabe der Potentialtheorie stets losbar ist; denn erst
die Losung dieser Rundwertaufgabe zeigh, daB eine der Warmeleitungs-
gleichung geniigende Temperaturverteilung fiberhaupt méglich ist.

Aber zumal in der Physik geniigt es nicht, wenn die Sitze einer
Theorie unter sich in Einklang stehen; vielmehr ist noch die Forderung
zu erheben, daB sie auch den Sitzen eines benachbarten Wissensgebietes
niemals widersprechen.

So liefern, wie ich kiirzlich zeigte, die Axiome der elementaren Strah-
lungstheorie auBer der Begriindung des Kirchhoffschen Satzes iber Emission
und Absorption noch einen speziellen Satz @iber Reflexion und Brechung,
einzelner Lichtstrahlen, nimlich den Satz: Wenn zwei Strahlen natiirlichen
Lichtes und gleicher Energie von je einer Seite her auf die Tremnungs-
fiiche zweier Medien in solchen Richtungen auffallen, daB der eine Strahl
pach seinem Durchtritt, der andere pach seiner Reflexion dieselbe Rich-
tung aufweist, so ist der durch die Vereinigung entstehende Strahl wieder
von npatiirlichem Licht und gleicher Energie. Dieser Satz ist — wie sich
in der Tat zeigt — mit der Optik keineswegs in Widerspruch, sondern
kann als Folgerung aus der elektromagnetischen Lichttheorie abgeleitet
werden.

Die Resultate der kinefischen Gastheorie stehen bekannilich mit der
Thermodynamik in bestem Einklang.

Ebenso sind elektromagnetische Trigheit und Einsteinsche Gravitation
mit den entsprechenden Begriffen der klassischen Theorien vertriglich, in-
sofern diese letzteren als Grenzfille der allgemeineren Begriffe in den
neuen Theorien aunfzufassen sind.

Dagegen hat die moderne Quantentheorie und die fortschreitende Er-
kenntnis der inneren Atomstruktur zu Gesetzen gefiihrt, die der bisherigen
wesentlich auf den Maxwellschen Gleichungen aufgebauten Elektrodynamik
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geradezu widersprechen; die heutige Elektrodynamik bedarf daher — wie
jedermann anerkennt — notwendig einer neuen Grundlegung und wesent-
lichen Umgestaltung.

Wie man aus dem bisher Gesagten ersieht, wird in den physika-
lischen Theorien die Beseitigung sich einstellender Widerspriiche stets
durch verinderte Wahl der Axiome erfolgen miissen und die Schwierig-
keit besteht darin, die Auswahl so zu treffen, daB alle beobachteten phy-
sikalischen Gesetze logische Folgen der ausgewihlten Axiome sind.

Anders verhilt es sich, wenn in rein theoretischen Wissensgebieten
Widerspriiche auftreten. Das klassische Beispiel fiir ein solches Vorkommnis
bietet die Mengentheorie und zwar insbesondere das schon auf Cantor zu-
riickgehende Paradozon der Menge aller Mengen. Dieses Paradoxon ist so
schwerwiegend, daB sehr angesehene Mathematiker, z. B. Kronecker und
Poincaré, sich durch dasselbe veranlaBt fiihlten, der gesamten Mengen-
theorie — einem der fruchtreichsten und kriftigsten Wissenszweige der
Mathematik tiberhaupt — die Existenzberechtigung abzusprechen.

Auch bei dieser prekiren Sachlage brachte die axiomatische Methode
Abhilfe. Es gelang Zermelo, indem er durch Aufstellung geeigneter Axiome
cinerseits die Willkiir der Definitionen von Mengen und andererseits die
Zuldssigkeit von Aussagen iber ihre Elemente in bestimmter Weise
beschrinkte, die Mengentheorie derart zu entwickeln, daf die in Rede
stehenden Widerspriiche wegfallen, daB aber trotz der auferlegten Be-
schrinkungen die Tragweite und Anwendungsfahigkeit der Mengentheorie
die gleiche bleibt.

In allen bisherigen Fillen handelte es sich um Widerspriiche, die sich
im Verlauf der Entwicklung einer Theorie herausgestellt hatten und zu
deren Beseitigung durch Umgestaltung des Axiomensystems die Not dringte.
Aber es gentigt nicht, vorhandene Widerspriiche zu vermeiden, wenn der
durch sie gefihrdete Ruf der Mathematik als Muster strengster Wissen-
schaft wiederhergestellt werden soll: die prinzipielle Forderung der Axio-
menlehre muB vielmehr weitergehen, néimlich dahin, zu erkennen, da
jedesmal innerhalb eines Wissensgebietes auf Grund des aufgestellten
Axiomensystems Widerspriiche dberhaupt unmiglich sind.

Dieser Forderung entsprechend habe ich in den Grundlagen der Geo-
metrie die Widerspruchslosigkeit der aufgestellten Axiome nachgewiesen,
indem ich zeigte, daB jeder Widerspruch in den Folgerungen aus den
geometrischen Axiomen notwendig anch in der Arithmetik des Systems
der reellen Zahlen erkennbar sein mifSite.

Auch fiir die physikalischen Wissensgebiete genfigt es offenbar stets,
die Frage der inneren Widerspruchslosigkeit auf die Widerspruchslosigkeit
der arithmetischen Axiome zurickzufibren. So zeigte ich die Wider-
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spruchslosigkeit der Axiome der elementaren Sirahlungsiheorie, mdem ich
fir dieselbe das Axiomensystem aus analytisch unabhingigen Stdcken
aufbaute — die Widerspruchslosigkeit der Analysis dabei voraussetzend. -

Knhnlich darf und soll man unter Umstdnden beim Aufbau einer'
mathematischen Theorie verfahren. Haben wir beispielsweise bei Entwick-
lung der Galoisschen Gruppentheorie den' Satz von der Wurselezistens oder
in der Theorie der Primzahlen den Satz von der Realitit der Nullstellen
der Riemannschen Funktion £(f) als Axiom betrachtet, so liuft jedesmal
der Nachweis der Widerspruchslosigkeit des Axiomensystems eben darauf
hinaus, den Satz von der Wurzelexistenz bzw. den Riemannschen Satz
iiber die Funktion £(f): mit den Mitteln der Analysis zu beweisen — und
damit erst ist die Vollendung der Theorie gesichert.

Auch die Frage der Widerspruchslosigkeit des Axiomensystems fiir
die recllen Zahlen 158t sich auf die nimliche Frage fiir die ganzen Zahlen
zuriickfihren: dies ist das Verdienst der Theorien der Irrationalzahlen von
Woeierstra und Dedekind.

Nur in zwei Fallen nimlich, wenn es sich um die Axiome der ganzen
Zahlen selbst und wenn es sich um die Begriindung der Mengenlehre
handelt, ist dieser Weg der Zuriickfahrung auf ein anderes spezielleres
Wissensgebiet offenbar nicht gangbar, weil es auBer der Logik dberhaupt
keine Disziplin mehr gibt, auf die alsdann eine Berufung mdglich wire.

Da aber die Priifang der Widerspruchslosigkeit eine unabweisbare
Aufgabe ist, so scheint es nétig, die Logik selbst zu axiomatisieren
und nachzuweisen, daB Zahlentheorie, sowie Mengenlehre nur Teile der
Logik sind.

Dieser Weg, seit langem vorbereitet — nicht zum mindesten

die tiefgehenden Untersuchungen von Frege — ist schlieBlich am erfolg-
reichsten durch den scharfsinnigen Mathematiker und Logiker Russell ein-
geschlagen worden. In der Vollendung dieses groBaziigigen Russellschen
Unternehmens der Awziomatisierung der Logik kénnte man die Krénung
des Werkes der Axiomatisierung iiberhaupt erblicken.

Diese Vollendung wird indessen noch neuer und vielseitiger Arbeit
bediirfen. Bei niherer Uberlegung erkennen wir nimlich bald, daB die
Frage der Widerspruchslosigkeit bei den ganzen Zahlen und Mengen nicht
eine fiir sich alleinstehende ist, sondern einem groSen Bereiche schwierigster
erkenntnistheoretischer Fragen von spezifisch mathematischer Farbung
angehort: ich nenne, um diesen Bereich von Fragen kurz zu charakieri-
sieren, das Problem der prinzipiellen Lisbarkeit einer jeden mathematischen
Frage, das Problem der nachtriglichen Komtrollierbarkeit des Resultates
einer mathematischen Untersuchung, ferner die Frage nach einem Kriferium
fiir die Einfackheit von mathematischen Beweisen, die Frage nach dem
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Verhiltnis zwischen Inhaltlichkeit und Formalismus in Mathematik und
Logik und endlich das Problem der Entscheidbarkeit einer mathematischen
Frage durch eine endliche Anzahl von Operationen.

Wir konnen uns nun nicht eher mit der Axiomatisierung der Logik
zufrieden geben, als bis alle Fragen dieser Art in jhrem Zussmmenhange
verstanden und. aufgekliirt sind.

Unter den genannten Fragen ist die letzte, nimlich die Frage nach
der Entscheidbarkeit durch eine endliche Anzahl von Operationen die be-
kannteste und die am hiofigsten diskutierte, weil sie das Wesen des
mathematischen Denkens tief berithrt.

Ich mochte das Interesse fiir sie zu vermehren suchen, indem ich
auf einige speziellere mathematische Probleme hinweise, in denen sie eine
Rolle spielt.

In der Theorie der algebraischen Invarianten gilt bekanntlich der
Fundamentalsatz, daB es stets eine endliche Anzahl von ganzen rationalen
Invarianten gibt, durch die sich alle dbrigen solchen Invarianten in
ganzer rationaler Weise darstellen lassen. Der erste von mir angegebene
allgemeine Beweis fir diesen Satz befriedigb, wie ich glaube, unsere An-
spriiche, was Einfachheit und Durchsichtigkeit anlangt, vollauf; es ist
aber unmoglich, diesen Beweis so umzugestalten, da wir dureh ihn eine
angebbare Grenze fir die Anzahl der endlich vielen Invarianten des vollen
Systems erhalten oder gar zur wirklichen Aufstellung derselben gelangen.
Es sind vielmehr ganz anders geartete Uberlegungen und nene Prinzipien
notwendig gewesen, um zu erkennen, daB die Aufstellung des vollen
Invariantensystems lediglich Operationen erfordert, deren Anzahl endlich
ist und unterhalb einer vor der Rechnung angebbaren Grenze liegt.

Das gleiche Vorkommnis bemerken wir an einem Beispiel aus der
Flichentheorie. In der Geometrie der Flichen vierter Ordnung ist es eine
fundamentale Frage, aus wie vielen von einander getrennten Minteln eine
solche Fliche hdchstens bestehen kann.

Das Erste bei der Beantwortung dieser Frage ist der Nachweis, daB
die Anzahl der Flichenmintel endlich sein muB; dieser kann leicht anf
funktionentheoretischem Wege, wie folgt, geschehen. Man nehme das
Vorhandensein unendlich vieler Mintel an und wihle daon innerhalb
eines joden durch einen Mantel begrenzten Raumteiles je einen Punki
aus. Eine Verdichtungsstelle dieser unendlich vielen ausgewihiten Punkte
wiirde dann ein Pankt von solcher Singularitit sein, wie sie fir eine
algebraische Fliche ausgeschlossen ist.

Dieser funktionentheoretische Weg fiihrt auf keine Weise zu einer
oberen Grenze fiir die Anzahl der Flichenmantel; dazu bedarf es vielmehr
gewisser Uberlegungen iiber Schnittpunkisanzablen, die dann schlieB-
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lich lehren, daB die Anzahl der Mintel gewi nicht gréfer als 12 sein
kann.

Die zweite von der ersten ginzlich verschiedene Methode J4Bt sich
ihrerseits nicht dazu anwenden und auch nicht so umgestalten, daB sie
die Entscheidung ermdglicht, ob eine Fliche 4** Ordnung mit 12 Mantein
wirklich existiert.

Da eine quaternire Form 4 Orduung 35 homogene Koeffizienten
besitzt, so konnen wir uns eine bestimmte Fliche 4** Ordrung durch
einen Punkt im 34-dimensionalen Raume veranschaulichen. Die Diskrimi-
nante der quaterniren Form 4%*° Ordnung ist vom Grade 108 in den
Koeffizienten derselben; gleich Null gesetzt, stellt sie demnach im
34-dimensionalen Raume eine Fliche 108** Ordnung dar. Da die Koffi-
zienten der Diskriminante selbst bestimmte ganze Zahleu sind, so liBt
sich der topologische Charakter der Diskriminantenfliche nach den Regeln,
die uns fiir den 2- und 3-dimensionalen Raum geldufig sind, genau fest-
stellen, so daB wir iiber die Natur und Bedeutung der einzelnen Teil-
gebiete, in die die Diskriminantenfiiche den 34-dimensionalen Raum zer-
legt, genaue Auskunft erhalten konnen. Nun besitzen die durch Punkte
des nimlichen Teilgebietes dargestellten Flichen 4'* Ordnung gewif alle
die gleiche Mintelzahl, und es ist daher moglich, durch eine endliche,
wenn auch sehr mithsame und langwierige Rechnung, festzustellen, ob
eine Fliche 4% Ordnung mit %» <12 Minteln vorhanden ist oder micht.

Die eben angestellte geometrische Betrachtung ist also ein dritter
Weg zur Behandlung unserer Frage nach der Hochstzahl der Mintel einer
Fliche 4! Ordnung. Sie beweist die Entscheidbarkeit dieser Frage durch
eine endliche Anzahl von Operationen. Prinzipiell ist damit eine beden-
tende Forderung unseres Problems erreicht: dasselbe ist zuriickgefiihrt
anf ein Problem von dem Range etwa der Aufgabe, die 1000t Ziffer
der Dezimalbruchentwicklung von = zu ermitteln — einer Aufgabe, deren
Losbarkeit offenbar ist, deren Liosung aber unbekannt bleibt.

Vielmehr bedurfte es einer von Rohn ausgefiihrten tiefgehenden schwie-
rigen algebraisch-geometrischen Untersuchung, um einzusehen, daB bei
einer Fliche 4'r Ordnung 11 Mintel nicht moglich sind; 10 Mintel dagegen
kommen wirklich vor. Erst diese vierte Methode bringt somit die vollige
Losang des Problems.

Diese speziellen Ausfihrungen zeigen, wie verschiedenartige Beweis-
methoden auf dasselbe Problem anwendbar sind, und sollen nahelegen,
wie notwendig es ist, das Wesen des mathematischen Beweises an sich
zu studieren, wenn man solche Fragen, wie die nach der Entscheidbarkeit
durch endlich viele Operationen mit Erfolg aufkliren will

Alle solchen prinzipiellen Fragen, wie ich sie vorhin charakterisierte
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und unter denen die eben behandelte Frage nach der Entscheidbarkeijt
durch endlich viele Operationen nur die letztgenannte war, scheinen mir
ein wichtiges, neu zu erschlieBendes Forschungsfeld za bilden, und zur
Eroberung dieses Feldes miissen wir — das ist meine Uberzengang — den
Begriff des spezifisch mathematischen Beweises selbst zum Gegenstand
einer Untersuchung machen, gerade wie ja auch der Astronom die Be-
wegung seines Standortes beriicksichtigen, der Physiker sich um die Theorie
seines Apparates kiimmern muf und der Philosoph die Vernunft selbst
kritisiert.

Die Durchfiihrung dieses Programms ist freilich gegenwirtig noch
eine ungeloste Aufgabe.

Zum Schlusse mochte ich in einigen S#tzen meine allgemeine Auf-
fassung vom Wesen der axiomatischen Methode zusammenfassen.

Ich glaube: Alles, was Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens
iiberhaupt sein kann, verfillt,- sobald es zur Bildung einer Theorie reif ist,
der axiomatischen Methode und damit mittelbar der Mathematik. Durch
Vordringen zu immer tieferliegender Schichten von Axiomen im vorhin
dargelegten Sinne gewinnen wir auch in das Wesen des wissenschaftlichen
Denkens selbst immer tiefere Einblicke und werden uns der Einheit unseres
Wissens immer mehr bewuBt. In dem Zeichen der axiomatischen Methode

erscheint die Mathematik berufen zu einer fiilhrenden Rolle in der Wissen-
schaft iiberhaupt.
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