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GEOIETRIE ‘LE"”T”AI“L {Etat 35).
s g 1 L =
ou COTLIISE de G OAJWRIM ﬂLuLwJT&117.
Connentaires du rd8dactenr.
Le rédﬂctc' est effrs ays par la lonsueur de ce cq »»»»» pitre. 2lopé 1o

rédaction & 1'6%tat d'esqulsses de tous les sorites et de presgue toutes
les dcnonuir tions, la rédaction dépasse fO p’:cgg ce qui est le longueur

normale dlun zrog ehapi%re rédiwé avec %ous les dﬂtaild par le-présent
rédactear $ celni-ci se ue”ﬁnde donc ce qu’zl ﬂﬂv1encr1 &a présent.ehapi~
tre lorsqgutil sers »8digé en Style canonique.-ll plaiﬂt'sineéréﬁénﬁ-son
malheureux éaccesseur, . .

On s'est effored, surﬁouﬁ en ¢e qui concerne les Gécméﬁries'Arcjective
et affine, de se plaee“ ‘nett ement au service des usozers (géqmétres
algbtbrigues pazr exem@le). On' a done traité, avec pas nel de dﬁtails,.laf
théorie des projectibns'en 9éomé%rié'projéctive,-eﬁ dit ce qu'il est
indispensable de sevolir sur les quSOUQﬁn1Cﬂn°@ et veriétés de Segre s
& titre a'lntxouuctwon aux coefdonn/es ce Chou, on o défini la "forme
-asuoclée” dtune varidté linéaireo “n &”OBOtLlC affine on a introdult
1e caleul des "points mas fs‘é% vecteurs™ (de uoanrtu), ui mafche.fort
bien, et gul donne ﬂiocmant ic ploa sencnd cnnonlqae dtun espace affine

d@nv un espace projectif.

Lo thdéoric des espaces affines sur un corps ordonnsd {convexité,
polyddres) g 4té rdduite & sa plus imple expressi ion. On 2 2dopté une
notion ultrza géndrale L*orlcntﬂtzon, Jui a 1'ziz de couvrir tous les

gas connus.



Ia Géombtrie euclidienne o 6té déeoupde en 4 povagraphes, ce gui
ntest guére "gleichberechtizt® 3 meis, autrement, on ne voit pas o
1ton va. Dane les CIOWﬁl“” (etest & dire les céﬁ de dinensions 2,4 et 3
o1 “'ﬂ 5t efforcé de treliter simultendment les divers cag tenant aux
veleurs de 1'incdice de la forme métrigue 3 en »8alits ce%bc néthode

ezt Merabi adaptée au easg de 1'indice C. On a 4o

=

né diverses corasctdri-

-

sations des igomtCitries et simili azdcss v que etest jeli e% pos diffieild

Le rédacteur est rovi d'avoir enfin compris ce gue clest gu'une bissee-

trice intéfi ure en veomotrxe plane, et d*avozr iz que cette tkccfle
n'est qu’un eos pﬂv 1culzer au ﬁheoréms normigne ﬁ,JO de Hl?beft

(ctest & dlfe,ge»la coheﬂolegié.j)

; afin de ne pas x ;

endre . jalouses
les ﬁﬁorc ries. eucll diennes e'diﬁeﬁsiéné*¢~e%g3,7on‘le',avbaséeg-s ;

le #h. dp Skoleh»quther“ Le rédeb%euf a8 &6 %avifé“alemv nt de Q’Opev~

epvcig qve damh les cos de basses dinme nsiOQU, 1cs seas»especes tobalew
‘mcnﬁ Lsoﬁyepes scﬁt en réali%é des iddsux. - -

Ta gasti caﬁvon {ou plutBt la défense) du point de vue adopté
fu!

(qui est le vpoint de vue "fibroide" adopté psr Chevalley dans 1'6%tat 2)

ect donnée au déha%'du § 1. Le point de vue "sraduction de vééultéﬁs
al;ébfrqaésT' {gui és%, ef‘@du; cquée, préponddrant %aﬁs les aémsm stra—
tions) me “Qmsle bout & fait insuffisant, car il me'ﬁi@nt'aucaﬁ eompté
des notivations de nature dite "zSomdtrigqued.

On %%ouv&ra~é lz £in ée 1o rédeoetion upe liste de sﬁjets gui furent
troitdés dans les &tats prdecddents, et sur lesguels Dourbalzi ne semble

3

avoir pris asucune déeision. Le rédacteur = donné son avis guant au

bien fondé de leur insertion dans le texte.
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CONDENSE de GROMETRIE ELEMENTAIRE.

>

¢ 1 - WOPION de STRUCTURE chorgTR IQUE.

1 = Eéfin1+ions &% exemples.

Tn provond pensenr 3 dit wn jour gue "lg Gﬁombtrie eut de l'Alﬂcbre
qa?on connalt biem", mais, molsré la juctesse de. eette ééflnltzon, il
. fa at » Dourbaki une définition de caractére noins psycholo@ique, et qui '
wumsﬂe si possible, s'dnoncer en teraes mataéma%iqa oa,,au moins,'"

me%amothémaslques-_ _
Dne premitre &Gflnitioﬂ pos @ible est é une zéomdtric élémentaire es
la.tdéoziev '&ﬂ espace: aomonene d'um 3voupe linéeire (o état 1). Dans

o

certelnw cas Slﬁ?lCﬁ (eapace ) je ctifs

affiacs<et“ idiens) g2 morche

i'on se propose

la i?>arle.

ﬁng autre &@flﬁlfl@ﬁ, seuvent utiliaée, est 1a sa vaﬂté ¢ étude A'om
ense@nielst' cﬁ&?&lcmcﬂﬁ ﬁ’fvnl.a parTIT atun cquee vectcrlel Geci marche
trds bien yeur 1e ?qces p¢a1ecbl¢s eﬁ les ;ramsmanieﬁnes. ¥ois ee%te .
éefinition me &@rble impliqaew gue 1’0& doive canner, pﬂu* ﬁéfinxr leg
gEpaeces afxlﬁes on eﬂalxdzenu, une prl manté ;ﬂauutlfiée aUxX eSpaces
yre;eeﬁxfs. ht»il vyea lus.ﬂrave t l'an rencontre, par exenple, de nembréQX'
ensegbiés q41 lton aészre ﬁonner 1@ non dfespaces projeetifs e% appli—
guew 12 théorie de ces es naces, nois qux ne se pré sewtunt pas de f= gna
canonigue {on imm sdiate) cem_e quaﬁlents de voctcizels (aoins 0) par la

relatloq é'éqa;valenea sxew ccnnue = il suffzt de elver 1’easemble des



=
variétés lindéaires de dimenmion g d'un espace projeetlf qul passent per
une variété lindaire donnée de dimension g-1, ou l'engemble des diviseurs
positifs dtune varidtd qui "onﬁ lindairenent égumvalen & un diViseur
donné.

Crest pourquoi nous a2dopbons la définition ﬁoanéeAdans 11 état 2 .
On ¢ naidé e un veetoriel V (muni éﬁen*ueilemeﬁt’de struetures additionw
ﬁelleS) sqr um,corps K o, un kerne str peturant E q neloue parf.dans 1'échel-
le dés_typasAde V et X , et un groupe structurant G dé permatétidﬁs.&e E.
On eOQSiéére sussi nn ens sertble Bt et une fonmille non vide E d'applica-
tions’ bL&ﬂﬂVQQ&G» de E sur E' telles que, pmur“%aat g€ @ , les relations

re RY et Treag€BRY solent ég al?ﬂlenbﬂso Telle est ume structure gue

nous guzlifierons de gtructure zdombirigue. Btant donnée une espdce de
structure géonmttrigue, on donng en géﬁéral un nom distinctif sux ensem
bleé E* munis d'une structure de cetie sspece {p.ex. ﬂesy flneﬁ
~r¢ssm@ﬁ cnneﬂ,e.g} ; disons "un true®. Alors on peut prendre B1=E
o

= et ainsi B (qui est déterniné de facon unigue par V,K et llespiee
S

Aﬁe structure) est un ftrue®, appelé le "irue @ﬁaaaazd" (relatif & 7 et K).
Lea-appli ations » de R sont appclées les reguxes. Hotons quc, pam?/
définir ane atr&eﬁarahgégﬂéﬁriqme sar B!, il suffit de se donner
V,E,E,G,B' et un repdre e‘ést pourguoi nau$ m@4E5aﬁion“eraﬂs pos Bt
et B éans les exewples . | .

Exerple 1 - Eopoce affine. Iei E est le vectoriel V luimmé@eg et G est

ltensenble des zpplications x —satulz) (2€V , v ¢ *__'b{}f"ﬁf}”“”‘iSZ‘;e de G)
{groupe engendré por les avtomorphismes de V et sesstranslatians)-

Pxemple 2 ~ Ispace projectif. Iei diﬁﬂﬁj 2 1 et B est le guotient de V

(eu plv £8% dn complément de (0) dans V) par la relati n d'éguivalence

“il existe s ek tel que x=z.y" ; ¢t G est 1s gaotienﬁ-ﬁu'grgupe Aut(V)



des avtomorphismes de V qui opdre effectivement sur B (e.i.d.
Aut(?l/horothétleﬂ centrales lorsque n z 2).

Baexn wle 5 - EBNwQ@ guclidien. Ic¢i V est mumi d'une forme quﬂdrﬂclqae f
lton a8 E =V, et G est 1l'ensemble des applicationg %~ otu{x)

(aéiv » 4 ¢ automorphisme de V laissant £ invarisnte).
" On remarquers gue l'on peut prendre pour ¥V lteg p el 8 “numérwque“ Kﬂ H

1@& repéres sout alors appelds repéres naadriones au ayatpmeu de uocrdon

nées. Cetie méthode marche dlailleurs pour lo d-'%*

|:3

t on d’vn egpac

2 ; ; ; = -‘ ” S
vectoriel B ¢ on prend E = K" o4 pour G le ?IQUD@ dpa macrlce 1nvar4-
ulthn (9..) suz 4 Gﬁéfeﬂt par ﬁao} -ﬁ»(gg aij";) ﬂmr £ ;s 1s dennée
A= &
; &
/ : S T L % :
ﬁ‘am-repewe-¢rA:_K -3 5t éqalvaat & celle d‘uﬁe}b&g

@jde E" “@”utfe

pert, Stent donnde uﬁ structure gdomd seigue {V,%,I
d@"wwmmwmﬁme

Q_Piﬁﬁeeﬁlf) A&

- telle gue G conbicnne 1?ezten laﬂ-aanoniqve du grou

ae-‘ T (e fe-sﬁ;;

“éilars me Bt est un &spaee aféine

:une Struesu%e

- 3 2)

%afﬁfe st pas rewplle'
| lﬂ'place am v
Nszp@ : g inversil leuﬁ wn ﬂ@qugrempe eoawen 2ble.
C*ést dang lé'siégatioﬁ_qui vient d'étre déeriie qu?@m'se plage lors-
qa’éﬁ"p?o;ér@ 1& phrase fatidique fp' enions nn systéme de edqr&aﬁnées

g

tel que 1a'ﬁrai%e @e 1'infini soit fonsente A'inflexion seeeol

ot =

Aﬁéﬁﬁ l“ f&f’@iﬁzan &a@ isomﬁr@gzsmes de straetures féemeérlqaes ile
éérps ? st un ﬁﬁgemblﬁ de hase yrzvllwg é : un fApeux *“éorcas
(de Schwartsz, év1ueﬁmeat) montre enm effet gque lo passase an campleie
' t

eonjuzud n'ept pes ana hom &ag*aplie Etant donné un isom norphisne



e

(V,Z,Q,G,g')~w%v(v1,w,L1, Gy 5E])s 11 2 les deux propridétés suiventes
2) Clest un isomorphisn (V,KgE,G}"%ﬁ(V?,K,E1,G1) pour les structures
standard sous jacentes.

b) Les bijections E—>E,, E1->Es Teommat ent avee les repéres?, c.f.d.

étant donné nn repére r:E-2E', il existe un répéx@ rysB, —>E]  tel

que le diagramme T L @?% solt commutatif.

i-‘

Récivroquenent, &%o

n
(?,K,E,G}'m%wivfﬁKsﬁiyﬁi), celui-ci ge pfalaﬂge_eﬁ_mn igomorphisme des

e e e e et 2
STUCtUTres Z201

comnutest avec
ltigonorphisne

ﬁ@ﬂ*c w ds

@

pe = 3 ...,. iy o £ 2t g B et 10
gue lo2g deux siruchures g@ruatrzﬁzeu gur §°?

par exemple, uwne &guivalence L@ngm?@ﬁ reuplace ¥ 3

T 2ty o o) .-.:,‘ e ot
EBNate nueerl cue

Voicl up inmporient Meﬁz?f dfautonorphiagnegs. LEisnt donnée la shruc-

3 2 D e s s ] ) : = Sn - b 394
considare 1'casenble des roger ol gZeG 3 cet ensensle est indépen—

ainsi uon groupe Gf de permutstions de E'. Un $ldément de ce zroupe, joind
aux spplications identiques de V,K,E,G, ezt un suiomorphisme de notre

séractufe {4Q7). Ce groupe é? antonorphismes G' est 2ppeld le groupe

LﬁpdﬁmQﬂbul de B!,



Zxemnples - Groupe des transiormations projectives, sroupe des

s i i war g oy A Kol O AP AN y TN, e S TS
trangiormations affives, zroupes es lsométries.
Lz trdorie d'une structure géonttrique conprend, comme partiz la pluw

importante, 1'6tude des termes ot - relations invariants per le s»oupe GY.
4 9 £ b ;

Flus préeisdment coneiddrons un terme sEruc cturant T de 1'Schelle des

trpes

ment ... spplication identique de K... eztc%clon30L 1igue «..) 3 un tel:

terme est dit un invarisnt structurel de C.
G, ceux gui sont

Y inverisnts.

yion canonique dtum
repére choigi

arisnt sﬁrué%u“ﬁl ne cﬁp nd ' p

22 R

z deux conditions

Gt. Un +c1 terme »(T) 3wtiaw

le ¢o nwtrult@ UL E,-




-0 -

On voit anuszit®t qu'un terme ou une relation intrinstgus est inchsngé
na2r les éguivalences.

2
5

szuf mention exvresse (ou dvidence inmédinte) du contrzire, tozs,
les termes et relations introduits daas ece chapitre seront intrins Bgues.

3 - Aurmentation du rroupe G .

Coneidérons an.ﬁwmmm%le Et muqi Glune strwﬁtﬂre géomdtrique
(V?h,',G,E?,R) et un groupe de permutations m*raetur ant G de B gui
contienne G . Alors'l?emsemble»E* pzut &tre manl dtune structure séomd-
trique {V,K,E G?,L? sBy) moins riche que la strictyr donnde et adnct-
.ﬁguf.graupe : on prend pour Rg 1?u“vymule 1@@1, ol r 25t un

repére grbitr 1rcﬁcnt choisi c"ns B3

ne dépeﬁé,gas'de r 3 et R, est dvidenment un ensenble de repdres.

Cette stractg?e géond ‘*rique est dite induite per la structure ﬁcnﬁée,

[ hed & iz

Baemglc - Une sﬁruct'f@ dteszpacde ea£1¢ﬂi en sur ‘E' y induit une
-'stractara ﬁjesp%ce ﬂrxlne, ’
££eipf§Quem@aﬁ, étaitvgcﬁnée}uae $%Zﬁ¢%ﬁ§€rﬁ’ 

ane Et, on peut llenrichir en une é%r&eture

non un ique : 4tont donnd  r Qé ii s OB prend

Ty .0 &e;ﬂf donnent la mérpe structure @nmi Eie (cuw.d. 1=

o= @

Seulegsau si 1'é1dmen ﬁ-.r;

YD

r, 8i eﬁ”ﬁeﬁleméﬁt'si,G est un sous-groupe invarient de G, .
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nitions.

Etmnt donnw un espace vecet

X?ﬂ pace vrotectif standard E

v de (C)

de

et %ut(vb/howazﬁt

a ¥V est un
telles gue

R est

dens V par la relstion d'équivalence Wil exisgte

Le eet le
V gui opdre effective

groupe &

centrales

nseritle B! muni dfune

now vi@e.

) Pour

{=2utrensnt

3 € G’ "

_11‘303)‘

guotisnt du
ent sur E

PROJECTIVE.

le,., l’“’l ations r€ R et regeR
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(c.u?d._&?QQSi

o€ I

L

Un espace projectis

gon

sivalentes

sur vn corps X ,
dn complément
tel gue

Au%(¥) des 2utonor—
aim{vV)=1 .

(073.‘5'3

"é?;}é@pacc ﬁ"ogecﬁxf B,

sur K cst

i
AaELT) out q"z“”-—w(qﬁ"kq)...cqﬁ“‘»c'z‘&“*)

gravpe ;ﬂﬁd”fﬁﬁi 1l G de E' (fransports de G P2 T n)
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transfy riaiians
¥ est lie space numér

ot svw‘i*;c me (x

=~ }{ﬂ“{‘ T

EY oY 2
(4 Q',‘ss',}:ﬁ—} aa gi’i"f L

J

rojeetive, pla pﬁenccaif.

“17S3ut59 1, ﬁeuhre ﬁ’gl?.cn

uqa), et (comme K est =lors conmtatif ) colai ée G est

qﬁ(ﬁ%ﬂ}fﬁ 2 1)(d ,1),,.(qn*?-1) (polynome de desrd ﬁ?+2ﬂ)

Un espace. p:cgeeﬁlz d Jimension‘ﬂ
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Etant donnde une famille (”(“)) dislinents non nule d'un vectoriel Vi
la2 zelation ﬁ‘(::{"‘)) est linbairement livre (resp. 1ide)n est compatible
avee la relation {'4guivalence bien conaue. slle 487init done une rele—
Tion entre leg inmages cononi qzsdl { ) dﬁ” ”(1) eng 1'espace projectif
| éments ¥ de ntimporte quel.g

attachd & TV 5 cetie relation‘s?énOﬁce "ls famille

esi prmgectivement 1ibre M{reap. 1id

Toute intersection de va rlobés lindaires d'un eapace projectif B

% ine V“”fi’)bz liﬂéairen Réciprogue:

l”intersec%ioaAde

t}t ‘Al . Vo ks 4

de par la rdu:

2 droites

de points
l2 varidts lindsire eﬂgen&rée par cctte famiil@»es% lfeﬁsém’le des
points de coordonndes 20&031nes de la forme (

76 v 2
f‘!) i 5 2 {i) é'-‘ S z
2'%’e K). Lorsgue ls famille (x ) est projectivencnt

fecteur non nul prds, par le point de coordonndes homostnes (yj) 4

a
dee valsur

constituent une rewrdsautstion porenctrigue de 1=

e =
3

=t

- . ; - o = i
veridté lindaire ensendrde por ls fomille libre (x{ ))a



>
7 -

e

81 elle engenfre L', Tne fanille & 1o feis libre
bage proiective de E'. Une bose de B Corres

points dtun ezpace projec

tif £1 est dite totale

et totale 8'sppelle une

pond a une base dn vecto-—

riel V . Par consdovent les n ne suiventes sont coextensives : base 3
famille libre neximale 3 fonmille totale minimele 3 famille liére a
Aim{E? )41 6 éoente, fomille totale & dim(E? )+1 éléman%s. In perticeunlier
nne bass n:cgccclve de E' 2 din(EY)+1 41lénents. 0? reut conpliter une
fanille libre en une bage en puisa2nt dans un sratane tbtal. Et 1'8ne
trotte avec dSlices doms un chan ip de traduetions trivisles. Iz doannde
@lune base ie B' ne ddterumine pos an éystéﬂe de coordonmndes : il faaﬁ,
en plus, se donnsr (Qzesq&’arhlssairaﬁeﬁ*) le "point unitdv de coordon-
ndes homdzdnes {1,1,000,1), et o suffit dans 1 eas ¢ oonutatis.

jectif E (5;& pour les. )“1?88) de dirension A,
lindaires B,ﬁe'dine ngion P+l ”O“iéﬁvéﬁ A é{une
5éétif e dimensgion n-r-1 (Cn se rgméaeﬂau.caé
associé & un veetoriel V de dimension n+l, et A




S

dinmension zr+1 5 leoe varidtds linds

0]
S

Pte

re correspondent aux droites de
V/¥). Cet espzce proicetif (touiours & meuche) est anpels la serbe de A .
La formation de 12 zerbe de A est presqgue une formosion dfespace

proiectif guotient 3 e

1 f2it cette gerbe stidentifie cznoniquement

& un ensewble guotient du complément de &_dans £ . Clest ici le plus

tif (les veridtés a2lzdbriques sysnt lianbitude d'y aveir, pour un

_3 - ¢“0109g10ﬁ

T

B

sant uOﬂﬁﬁq dﬁn" vectoriels V,V! sur le nfme 60290 X uﬁe 2 ﬁlicam,}‘

e

néaire £ ée ¥ dens V* d8finit policetion du complément éu

2.
H

ceﬁte

Ll

définie {&z?}gw@'@ﬁﬁ un isowmorphisme de P sur *{E) Dens le eas zénbra
ltimege »réciproque d'un élément de g(P~-A) est le compld ﬁcgt de & &eo
une voridtd lindsirze B de dinension dinf(4)+1 passaﬁ%:par A o Ainsi 12

rrojection g définit une bijection de la zerbe de A zur g(P-A), et cett



A

le centre de la projection g . L'application canonigue de P-4 sur 1z
o

gerbe de A est une projection de centrs A, dite projection canonicue

de centre A . Composée de deux vrojections. Formules lindasires gunant on =
des systéomes de coordonndes. Donnde sur base plus on point.
Bien qu'une projection g ne soit pas paztout ddéfinie en zénéral, on

dit cependant, par abus de langage, que g ést une projeetion (ou

une spplication projective) de P dans P', et, X d4sirnont une partie
de P , on avpellers projection de X par gz et on notera z(X) ifen-

Ztant donnde nne projection g de P dane P! de céntre A s, 12 projection

'

z(L) dtunc varidtd lindaive L de P est une varidié lindeire de P', et

o =

L

est 8zzle & g(I), I ddsignant la varidid 1in52iﬂe enzendérée par A e
{qui est aussi 12 réunion des varidtds lindaires de dimension

(ctest le cas en géndral), slors AU3B engendze 2 ({1



%45 o

de A sur B , et cette bijeetion est un isomorphisme. En composant ceit

znkﬂﬁ'c gvee la projection canonigue de P guy lﬁ_meroe de A , on
ient une projection g de P sur B , appelbe la proicction rdomdtricue
=

e P gsur B de eentre A . Cetie projection'inﬂuit ua izomorphisme sur B

de toute varidté lindaire 37 de dim rension ¢im(P)~din(A)-1 qui ne

rencontre pas A .

Réciproquement, étant donndes deux varidtés lindaires 3,3' de nfpe
dimension dens un espace projectif P et un isomorphisms i de B! sur'E',
on peut se demender =i i est irduit par une projection géomdtrique g de P

sur B . Pour qx ntil ené$oit'aimSi il faut que.

¥ € BB, Tt ce*b"f;e confi ‘thz’i e j':

:iilﬁ (et 11

Alors hE: 3 c ?iﬁi

r BU3B

i B ; Eo opiotbﬁ& h & P - nﬂ"'exeﬁple en 1a eogpﬁsaﬁt.avee une projec-

5 3

32}

té#&i&d »%ﬁgehé‘g& vegﬁcriel V , et

4  §5 £§ 30 s~e@p ce vee%ozae; de v ca:recg y nﬁ.é la variété
_ ~¢?3*§f'g' roweetloﬁ:ﬁoo % que de P saf B ae eeﬁtre A corres—
pend an 3“0?GG%QLL de ¥V sur V(”) relatif & l0 aécozpos on de V en
sonme dlrecte ue-»?{é) et V(3).

4 - 31rangorﬁ‘~

On ﬂmnpova diei gue le corps de base X est commutatif;

ei
LZtont donnés trois points A,a,c d'Lna droite yfojecilve (3) et trois
points A!,B!',C! d'une droite nro cc%zve (D') il existe un zsoaofphlsme £

-



de (D) sur (D') tel que Z(A)=A1, £(B)=B', £{C)=C" : i1 suffit, par
exenple, de prendre A ¢t B (resp.A' et B') pour points bascs et C
{(resp. CY') pour points unité.

On remorquer2 que la déterminstion d'un systbnme de coordonndes .

par poinis bases et point unitsd ne morehe que sur ua corps commu—
t2tif : suxr un corps non comnubtatif lss coordonndes homozdnes dtun
point, danz up systime ot les cocrdonnées des pointz boses sont
(140,0240)500,(0,..0,1) ot celles du pofnt unitd (1,.,..,1); e

&
2

nées gqu'd un facteur prds, nom seulement & sauche

H‘

sont débern

{ee gui nlest zien), meis enpéze & éroite (ece gui ésf
1 niy a’éénc pas dliave fiﬂ;f p:o;ectif de trois points =1i
contre, Stont donnds quatre points' A,ﬁ G B de (Z), lc rapport des

z
coordonndes honogzdnés de D (p”“ﬁlere coordonnée SCPOﬁLC) {Ciczt un

&idnen cttont A ob B pour

t du corps projectif X ) dans 1e rﬁ*e”c adn

is ”0”?” smes. On appelle ee rapport le bix ﬂnport {oun zonport de 1'8ne
) ;cﬂzgaﬁ 3 ay csﬂ“oa_u s cat-ce .celuel gui trotte 2 de 8,8,0,3 (d=ns

cct ordre), &% on 1e note {A,Bga,ﬂ)e

cinroguement une 2pnnlication £ dfune droite projecctive D sur une droite

£(B)=0" &t gue D' = duoins 3 voints, il existe g,bsc gur D t2ls gue
7

bla), £{b) et £{c) solent distinets ; et on prend ces 5 points pour
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In particulier considérons guotre 41l4nents o s0,¢,d du corps projectif
%Z . Comme K 2 une structure de droite projective (n® 1}, le bir=opory

des gquatre points a,b,c,d 8t défini 3 on 1l'appelle 1z & IﬁppOft dca

ﬂﬁtﬂe nonbres 2,b,c,d4, et on 1lc note (2,8,¢,d). Pour le esleuler

wemnr juons que O et oo sont points boses et | noint unité nour le systime

ot

nenel de ¥ consié;

£
lonnse:

"s
&9

mme . Gr itélyrofac%ive 'von passe

&<

Ge cooroe

212
2

S"u
b

c
gstéme-ﬁe coordonndes utiliss dans la

,1°9pﬁcma?phi3me £ ée X, (considéré comme droite

£ {2 ) G f{b)“”"f , £le)=1 3 ox un antonorzhisme

b

{vv+é)*?;( u+v} (forme valable =ussi dons
-)( »b)“ T~é)(e~a)“i"a
ﬁ”tO”O?‘%l“”e

e guton pouveit

intérieur de K _ est un outonorphisrme pbar sé?et;%ct2ze éa droite

nrojective.

(4) @ »Mem (e-b) (a-0)~"(ale) (e-a)""
Lo vérific ?1cﬁ du fait Que ceite'62§féséi v egt inverisnke par leg
a2utonorphismes x — (v +t) (xu+¥) nlest pos aﬁé&éﬁte; mmis elle est
imutile!

Qaaévle cos non commuketif ltexpregsion (4) n'cest pas invarionte,

meis spbit un "’tOﬂOf@hL ne 1n%:zizaz, coome de Jucte.

]
(g
£29
P
(=
ey
&P
i
€5
o
(@]
e
=
o
[t}
)
[
2
yaei
-
{On
s
MR
(o]
s
(411
D
]
ﬁ
AN
s
e
M.

~ S e s e ;
un reparguers gue le birapno

Au moven de (4) on Sternd cette d4finition am ess ou troig guelcongnes



18 =
-des gquotre nombres (ou points) cont cdiztineta ¢ il v » douge ces &
considdrer (cont neuf nouveanx) du genre (2 ,«,c,d)~1, et gue non f%ne
est en train d1éerire 3 on n'obtient que les-yvaleurs 0,1, oo - Pour
‘deux nonmbres distinets, il y a sept cos 3 (2 ,a,e,c) =1, (2,b,2,0)=0 ,
(“,b b,2)= 00 , les cutrea inddterminds ((= ,b a,“), ebc. ) Eéfia
s2,2,2) ect indbtermind. : 5

Stndions mointenant l'effet sur + = (2,b,0,8) des pormutetions

des 4 nombres 2,t,c,d. Quatre des 24 permutations, & savoir (2,b,e,d),
(5,3,8,¢), (d,e,0,2) et (c,d,a,b), isisgsent % inverisnt et ce sont
les senlss 3 elles forment un sous-sroupe 2bdlien de type (2,2), et

Svidennent iﬁvariant, du groupe synéitrigue :? . Le gquoticnt est le

4 _
,groupe syostrique ;j? s i1 opdre sans point fize sur t, et le trous-
.~.lowne en : %,1-%, g/t t tel,5=1/%,1/1-%

On 2 oinsi vn oroupe de 6 autonorphisres (X—>X,1-X,...) de liexten-

\,)

lwl

sion trenceendante pure K(X). La fonction rationnelle
(5) =(X) = (XPx41)3/(x41)%(x-2)7 (22-1)°

est invarionte per_cé graupé (AQT). Comme lc degrd de KKX) sur

=2
r(X

Z(x(X)) est 5, 1= thdorie de S-lois montre gue K(r(X)) est le corps
des iaverients du groupe. lotons gue ¢e zroupe est le sroupe de tous

les K-antomorphismes de K{(X) lorsque K =F, .

Certaines valeurs da azvﬂﬁpevt % sont Gonleg & 1'iene de lsurs 5 ftrans-
formbes ; ce gont ¢ O et ses troas forméss 1 et oo ,- -1 2% ges trons-

fornfes 2 et {/a, - lec racines de X°-X+l, qui sont trensfornbes 1'une
de 1'sutre. Jane le prenier cas deux dec 4 nopmires sont confondas 3
: &éﬁs lc second cas on dit qu’on a affaire & une divicion h&.qanzgue .
'égns 1z tzoicilme GaS4On dit q&'on o nffairve & unc givision

guisnhe r'onlque-

f




Luencrquer que les valeurs du birapport donnant lien & des divisdkon:
;harmoniques‘(resp- équina naﬂrﬁoniqueg) cont log poles {respszbéros),-
‘d¥2illeurs doubles (resp. triples) lorsgue lesdites valeurs sont

répétbes denx (resp. trois) fois, - de 12 nirseuleuse fonction .
rationnelle »{X). Liharmonie de tout ceci prouv" ligzistence de
Dicn, et le&-canulars non conpubatifs prouvent cellﬂ'du uizble-3

Lch cos 1 et d (conﬁu sion e hzrzonif) a¢ canﬁeﬂcent en coractée

forment un

de 41§elles€

e’est;&;ﬁir|

Alors, &ten “_Gﬁﬁ”e une voridts lindaire B de

noint communm ”Veﬁ & les tr%ées des Li sur B s

85 25 3
et, comme 3 cut 1cowerphe & lz'gerhe de A (ﬂ ) 1e;éi“3gpcrt des'Pi
est égql @ colal des Lx’ et est doﬁc 1&&69@& ntrd;?cgbii'ée's.;,

slonttr ae“} Oas p?f#lcnliers

nvee ‘yperplj ' pqgsaﬁt pﬁw une‘varié%ﬂ ligéaire de wéi nsion r—2
- avec éroiﬁ;_;ébﬂcourzan%es auvpian,- avee plans 1 cspﬂce a 3

éiﬂénéioas, %Té%pa' i '

5 = Géométriﬂ rojective plane.

Le résu1t2t 1e plus 315n1fzcafif de “Aonétrie p;o;ective plﬂne est

le théord ne de ?ascal sbieﬁt D ét D! denx droites d*un plan projec-

tif sur le corps K, a,b,c trois points de L, a',b’,é’ trois points de
D1, tous éisﬁincts du point d?intérsectidd de D et D' ;'pour que les

points d'intersection p.g.r des couples de droites (a2a',ble),(ect,ath),



N

e e fy e
{vo?,c'2) soicnt alisnés quels gue soient a,b,e,a';b’,ci, ~ 11 Zant et

-

11 suffit que le corps K soit commutatif.

Dénonstration. On prend des coordonndes homo s Lneu (2,7.,2) telles
que D soit =x=0, gue D' soit y=0 e+ gue pq 001ﬁ z=0. Alors a,b,c
ont des coordonndes de la forme (0,2,1),(0,b 1} (C,c T}, et
-*,bﬁgéfvées coordonnées de laz forme (at, O 1) (v?,0,1), (cf 0,1)

3

{zbus de notations). Le droite 3o iznant leg poz te (O,u,1) et
| = 1

(ut,0,1) & pour Sgustion xu'™ 4yu~ ' -z :.O?“?cmr gue le point
- commun sux- deux droites xu?“1+yu"3~z =0 et xv! ?vvaiwz =0

soit sur 2=0, ilnfaa%,et il suffit qug'l‘on ait atvi = pv.
Sone les hypathéﬁés "p sur 2=0 et g sur g= Oﬂ' gléerivent

it lage=t oy g1g0-la eb”?ﬁ, et la conclusion "r sur z=0" g!éerit
,3bfe§’?=ba“3”. Or 1'n ypsﬁh ¢se implique prer—ti= eé;?ﬁ&”? ; donc 1z

=1

conclusion Wp,.g,r alignés” équiVQat & Weo 'pe~! = ba“ﬁﬁ {quels

que -soient m,b ¢ denb K), Ceded. & 12 connutativitd de K .

N,

2z
e

Théordme de Desarzues : soient 2,b.c.af.b'.e! 4 points d'un plan
: < g sy ] -} S -

&

rsjecﬁif 3 pour gue les droites aa? ,bb? ,ce? soient concourrantes,

ne les pezﬂ%u dtinter rsection des couples de

il fout et 11 enffit g
droites  (ab,2 bf), {1 be sbfet) (ea,clal) soient alisnss. (On remeroue

gue ®ii saffltﬁ eat ﬂaﬂi de "il fant? 3 pour cﬂwsﬁuzc% il fant?, le

b

plus siople est ae projeter une confizuration de 17 Cuy?ﬁ%}e Liintérag

: & T o3 9 ragg 1% 4 < 5 en 7 R T Frerr bt 3
-de Desargues est gutil é@a ivaut & 1f dssociotiviié de A, 2is cecl nous

)

compautetif), a,b,c des points de 3BC, CA, A3 regpectivement, (I) une

droite du plan, ne passant pss par £,B ni C, A?,Bf 0! les points



d'intersection de (D) avec BC, CA, AB. Alors ("théoréme de I¥nélaus")
pour que les points a,b,c soient 2liznés, 11 fa2ut et il suffit gue
(& ,B,C%,¢)(3,C,47,2)(C,A,B!,b)=1. Et ("thiordme de Céva") pour que les
éroites Aa, Bb, Ce soientvconcodrrantea, il fant et il suffit que
(4,B, 5;0)(“9Vt é,a}((}‘,[&,;ﬁ’ so)= -1 . ' :

Démonatrations de ndeeseité en pxenﬁnt A,B,C pomrfﬁéin%e béséﬁ et

&

(D) pour droite =z+y+z.= C. Dénongtretions de gaff Qan oz coincidence.

onsdguence de Bnblaus et Cbva que. n,b ¢
soient sliznés, i1l faout et il suif

s ccns%zue%ioa ﬁﬂvec iz

guatridoe palﬁ%,df“ﬁe drvzs:on Lqr&onzqaes

£19s mﬁnﬁieﬁﬁe &?owave T de ? = eﬁ on matc Gr< } {é&.ﬁ ? zz)}5 llensem—

ble des var"étégnlimeai:es de izmeﬂsion z de r. Ldzg@ge}? est l?eupﬂee

o)
Gl
[
)
(%34
o
by
&3
o
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subtomorphisnes du vectoriel V Giwiv : sous-gronpe des ¢léments de
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Aﬁplic gtion : lorsque le corps de base X est fini et 2 q 6lénments,

1e nombre d'éléments de la zrassmenienne G (Pyn) est s

@™y (1) (T /(™) (P 1) )

(regarder oft pent sller une base de V adaptée'é'w), ou encore :

gy ~1).-. 1 r42_ 1)/({‘"2’ 1)@y (g-1).

C'est un polynome de degré (n-r)(»+1). Pour n fix6 il ne change

pas lorsquion chonge T en R-re—i {par dualité). -

Ea_grassmannienne_Gr(P,n) contient une famille de sous-ensenbles gqui

Sontféeﬂ espaces projectifs & sanshe de dimension n;r;vé gavoir les
verbes Gf{A) ok & est une varidité lindaire de dimsaszoa r-1,-et une
?QW111& de saaL~emsembles gui soﬁt des espaces pro;eetlfs a droite de
dimension »+1, 34 savoir les esp@ees H(B) d'nyperplons des varidtds ’

linézires 3. de &imenszo& w4+, L?interseetion H(B}(\G{ﬁ)'nfest non

- v:.de gue si AC'_B 3 c*es*b alors une droite projecti‘é?é (& 16 fois &

geaehe ei & drci‘e, comﬂc toute droite projective qui se respec%e).

Les inﬁersecﬁlaﬁs AN G{ay) {rnsp. H(B)NH(B') gont zussi des espsees
: pra;eetlfs gnueheg {resp. droits), de dimensions varides et azsément
'_calculablea au moyen des formules (1),(2), (3) '

Lorsgue lz corps K est ﬁommutatif 1z *wassmsnlenne G (P,n) se plonoe
aisément daas un espeee gﬂoaectlf En effet conhzdézoa@ le veeﬁorlel Y
ﬁuazel P est ottaehé : & tout (r+4}~vectear déeomposable non nul b4
spr V {618 men% de 18 puissance extéricure /\ ) correspond un ‘sous- -
~ espace vectoricl ¥ = W(x) de dlmenszen r+4 de ¥ ; peur que
Wi(z) = W(y) 11 faut et i1 *Efflﬁ que les {r44)-veeteura &éeomposables
"a et v soiant proporticnnﬁls 3 enfin tont sous~espace de dlmension

r+1 de ¥V est de la formefftz) (ot 2 eqt un {r+4)-vecteur décompos hle)

(ef. ‘;BED



Par consdquent lo grassmannicnne G {(P,n) est en correspondnnee biunivo-
que avee un sous-ensemble de l'eqpmee projectif standord E attaché

& la puissanee extéricure /\V’ et ce sous-engemble est l'image cano-
nique de l'ensembl@ des (r+”}~vecteurs déconposables non nuls. &'esp e
'pfbjectix dpns quuel G (P J1) est inﬂi plengée est de dlm nsion

,€n+?) =1 Ees merbes G(A) eb Les eunaecs d'%ypmrplzns H{ “) {ef. ciwdessu&);
s§;% par ce planuemcmt ‘ucmorphe i deg %QUqu 1ftéﬁ lindnires de v

,\n (G(A) est image canon que r]'un veetoriel x A..sﬂxz AT ; pour le

.

V&etﬂflel eorrespam&&n a H(E) ﬂa ohtient une EQPTGuGﬁtSGIOJ pﬂramﬁu

-%rique ﬂn m@yen dfane ba = ae 3, ei il y 2] ﬁaua"unc @1stqzre plus
[1 hring &qae d@ y?aﬁ&iis inténi -a .}.' ' ‘ |

Laraqu’em 2 vl sysi émL de aoerdonn@es ﬁﬂnﬂ P eeldzuei_&éﬁermine
(& un faete&x PPéP} ane base de ¥, dlod, eﬁﬁonlgaereﬁ ¢y une base de

’a%-” :
(m ma gaetaaf gr ), eh. uone un s;ntame ée eoaréanﬁeem aans Eﬁ =

&;« ;

Stont 4 anée uae vwrzé*ﬁ 1xnéaire L de ﬁlﬁﬁﬁuiﬁﬁ T ae 2 las coerdenaées

ﬂem p mﬂj 1 p@znﬁ corres pan&aﬁt ée En pnellrnt 193 eear&cnm&es

1ucb@wzennes &e L., elles @aﬁt 2u neﬁare de

ezsqa*gn & uﬁe

Tepmﬁsantailﬁﬁ p&rﬁmetrlqae x; hﬁgfo : iggji f055i<:n} de L, un systdne
de eaerdannges plackéflﬁﬁncs de T est forms par. leg déterninants d‘eréxe
z+ﬁ extraits de 1z matrlce {37§) - par axemﬁle psur la droite

X = ta; + uh {0<?i<rn} cell a~&i sont les p,

(0gi<ign): um?tmn P;

= o % o =e il
ij az“g‘ajhi

= (Q i <“»<i L n) des cwrdcnnfﬁes
a,.¥¢p1 r

pluckériennes ﬁﬂnb ic cas général. | - -
Ia GOQdL%iOﬂ de déecmpaa bilits d’énrtr$3}~véé%eur i: (AlgnIIl) se

traduit por un sy tem& d’équublans h@mgvones en les caawdonnéev

v ﬁ-

3 {054 <:a..<:12~‘n) de ee ‘réﬁ)—veetear. Done 1o = Erasg-—
Q’aieﬁ

'manlenne G (Z,n) est l’enqe mole des yelnts de En dont les coordonndes



homozines Dy 5 sntisfont un cert yatine d’éouations alatbri-
0,.]‘6’ r
gues homoztnes. Systéme vide pour r=0,n-1,n. Pour n=% et r:? le systhne
: Ve, ~ P - = 7 B -, ” 2 P %
gse rédult & une seule Sguation + ¢ Bg1Paz + DopPys + Po5Pi o 0
On retrouve les coordonndes pluckériecnnes dlune veridtd linbeire L

dimension » de P quand on ckerche & guelle condition r+1 hyperplens

i z ° $ Y] . i nzir = =
1vd) ge 2 &‘cqaatkonc { xiugs) = 0}, ont une intersection non vide
& = 7
e - = | - .% g ~ % =
aveec I {e.2.d. guang JJ(%(:&EJ“} # 0). Cette condition slobtient en
i z
&
ol 2 1 -y gt & -’ = : T g
cerivant gue le systonme linéaire obienn en poriant % les s %éza tkaki
% =0
dfune reprdésentation poramdirigue de L dasns les Sgustions des
Egj} a unne solution (%,) non triviale. Glest donme detncr s
o i‘\ = : : R
57 o o ;j‘y
éféz “1zivi )=0. Par lindarité cette conrndition stiderit
= A = ) :
{5) s St
! Bon v raioaly cedeby o luit Y = 0
Juf\‘:;}a\t(:am«.{:gr\ﬁ 3090«:‘@’35‘:‘ U%J?“%?’s QS

Ee premier nembre de (5) est uwne forme muliilindaire sliernde de

A

~ebrigues sont cannlds p=r le fait

Le

gue deux horizoniales ﬂfcnt pas de poink common, molzrd leur dimension 4
et, sur B et O, les topolozues sont canulds par les rem res de Betdi)e

e;enaagﬁ n tel produit peut €tz e plsni 3, &% de fagon Sﬁ%iﬁfaigante

pour tous les

t;

intéressés, dans un espate projectif.
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Soient P et D' les espaces projeetifs sihandard attachés & Km'1 et

SR |
4

‘U

» K étant copmutatif. Btant donnés deux poin ﬁs~1e P et P', de coor-

donndes homosines (xi) et (A!), ssoeions-leur le p01nc de coordonndées
homozines Z; 59 = aiﬁi, de l'ezpoce projectii standard B atitoché &
’ -

1: ¥ -
K(ﬁ+1l(ﬂ +1), On obticnt ainsi une applicotion de PxPY dans E, et 1lvon

=

vérifie zisépment gulelle est biunivoque (une svite de nombres (xizié

(0€igr) ot x?z est non nul détcérnine les %, & un .mc% nr prés). Ainsi
‘.u .; oo

%P* ent en eﬁrr:ﬁnsmabm e bi *vaque canonique avec un Souc-e se@ble

S(n,nt) de & ce sous—ensenble esh ﬁéflnl par 13 érepresentation'

snt). Les horizon-

et les ?eftiCﬂles de Ez“%;}’ sont munies de

sir ucturrs s de P et P!

sont isomor yven de 1’amnlic@tﬂ0ﬂ de 22?9

variétés

re au noyen deg éq;ﬁm

v

tions (3) e «é%ﬁscus ; dlofy gneilcr ent 1a concd

M
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s
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11 ce% clzir que . les caarasmﬁée“
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Zizes (resp..

\!

Fasrem (0 e i * -.
j fixes) les rapports 2y 44/2; s, (resps 25 1u/z i') ne

3
dépendent ac_1 (resp. .1%) 3 dtoa Z‘,l’ = zi,O eXly. Cas n=n'=1 .
4.
LI

bas
une seule éguatio %Ci:@)eﬁt un brﬂvc paraboloide hyperioligue.

Tlus zéndralcmne . :
Flus guhoralumcnt on reprug-atg un procuzt‘ ink Piw...zP deapoces

de {imcngions ni,a..,ﬁ per lo va 'iété de Lersre séndrolisde

é
g(n?,.stgnr), gous-gnsenile de wppf¢sent2tion.p@raaétriQue

7 o = {1 (I} : i i
(7 } v 55‘1 '."'gi -—-‘,.4;11 sua.n.i.rl (Ogljgnj’ 163 ér)

de l'espoce projectif stondard de dirension (a2+7).;.(n +1) -1.

Propri 5%35 anzlozues & celles ée S(n,nf).
aannosaas ﬁaiﬂte%ﬁﬁ* &ae les espoces projectifs §?,a.e%?' soient tous
7 : 5 y g o 3? 7
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&in=f£ion n. Alers 1o dissoncle
z A S O
(E}* corrggpoad biaaivogaeésnt'ﬂu *cupmeﬂae“ale D de

i o 15 -°9ir.~ ai?.f'xi _
« “Or 13 e:is%e ane projection Svidente de llezpace projectif B

-1

L

-

A

n (n+1)%-1) sur un espace projectif de dimension €4fr)

on
isvﬁﬁ%riaer}a-La &o~£rfc@ ion de cette projection & D et biunivogue et

2 . - . : : . o
(9) y,=1n.(x) (0<sgl( =)y o €x) : monbmes ée dezré r en Xysee X,

¢t ensenble est oppels.le voridtsd de Veroncse dlorndre r.de P et est

decs courbes unicurssles de
degrd ». . 11 »%oulte de 12 @&ﬁé;alisatisn de 1= vaﬂrlnté ci~deogus
icnontrée des droites de Segre, que Veronese ne contient pos de

-

eﬁﬁe-pegr Sc zre, un ﬂ"gtcﬁe d*éguations

@
<2

3
droites pour = Z 2

-de Veronese est forﬁee‘paz,celles qui sont 5v1deates
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g 3 ~ GEONETRIE AFFINE.

pérations dons un espoce affine

{
o

®

0it V un vectoriel. Les applications z~ﬁ»a+u(x)”-kievy 7

pvisme de V) de V sur V forment un zroupe G. Tes %rénsl@ﬁions X — o4y

autonor-

en constituent un uouﬁuwxoaﬁc invarisant. TUn espaes sffi ine E 2ttaché
4 V est défini per 12 donnfe d'une f2mille non vidé i de bijections de v

sur Z-telle gque R = RoG (repdres).

nde ¥V est un 1nvnf1ﬂqt struzetnral ée

&2
“we
Q
=
fod
{9
i)
o]
@
ot
e
@
fss
D

'viaupe 1&v¢31mn* ée G,

5 on ?’ﬂnpcllc

 Cﬂﬂ0ﬁlanwEﬁt)

PTER . Une %elle

'et r) ne dif-

£orent aque pﬂﬂ an 2ntonoT ﬂPl:.“ de @} t 2{0) peut Birve H’l“pﬁrtu “uel

noint P de E . On a2vpzlle ifes pace vee%OTiel obtenn 1’@@@2@@ ecterlcl

de centre P d6finl par £ . Tous ces vmetoazzls sont ip sizrpheu a v

woue utiliserons désormeis les notations zcuivanics : P,8,... pour
les points de Z, x,v,... pour les transzlations {ou veeteurs libres,
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ou 5léments de T), 2,b,... pour les 4lirmente de X. wont déja ddéfinies
les onérations : x+y (correspondont & 1o composée des translations)

gL = x+P (transformé de P per la translotion Z). Azsocisntivité des

Btant donnbs deux points 2,Q de T il existe upe trovslotion et une

senle snenant T en Q 3 on 1o note Q-P, et on L'appelle le vectcur liljre

- o

déterning par P et Q@ . Le couple (?,Q) stoppelie Vectour 144 d%orizine P
6% extrémité Q . Eguirgllence de vecteurs libres et lids (Q'-Pi= Q_P).

C .
Le point (Q-P)+4RB est d4fini ; on o (Q=P)+P = P. Porsllelorrenme et

[

A°TE commet QF = {G-P)}+P.
Lorsgue 2. 2;=0, le vecteur libtre 3 a,
1

& note E 8.7, o Asgheietivitsd et

£y
Pt
ta
¥
]
H »
£
o]
o
:v.h
<
fote
i
(4N
e
Q
S
o
e
(1)
{0y
i
Q
e
m
£
fresd
()
ks
Y]

(5
l'espace vectoriel F produit de T et de 1'espace veetoricl des conbingio
4 1

T - _
le vectenr libre Z 2,7, soit fgel & -z
Torment an sous-espace vectoriel Il de ¥ . Formons le guotient F/* «

w3

Comme PMIT = (0), P s'identifie & un sous-eepace de ce guotient. L2 notao-

Tion : aii}i%:‘i ge rapporte & ce quotient (et conticnt celle du cos of
a.=0 e% donc =ussi lao notation x+2). Lorsope o = 51 2. est non aul
F R : S < : . ey i t

g 3 A 3 s D A:: ~ S : = Q. T
on peut Serire i a;% + % L 2, Py + ay 2, a;

1
= y! + 8P = -‘a.(l”-%&’) = aPf'. Ainsi tout 414ment deF/Iﬁ' se net sous ls

“forme =P (af 0) ou sous 1s forme % , et cette meprdoentation est
anigue (les deux ecas é'exclaent', ¢t si aP = a'P! (2,a’ non _mzlis},
.ong o-a'=0, d'oh a{P-P')=0 ot P=P'}. D'autre pert lo condition a)

a
ey - s = ,:m-__a n . z 7 A <] 3 :
221 a lindecire [ S alPi %:9) —-?Z ’ & d2finit une
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g ez i Sy
une 2pplication linGaize (‘Zﬂ'ai:i+ ;2 —ﬁia ai) de q/J enr ¥ , et le noyau

de celle-ci est T 3 cdone 1z dimension de I/u est din(B)+H .

Le caleul f£ait ci-dessne montrye gue, lorsgue a;=1, la somme
~ Sfa - for § A nh e E e T SR P : e
2, &iPiv(vmns F/T) sV6erit 1.2 et s'identifiec 2insi o un point P de E .

1 ne sont'maitiﬁles de 1= c%ractéfistizae) Lorsque m
istiqg que, ltexpresaion ,szgxizest un vecsenr
E ' -
11bre, gni peat gauﬂL le rble de ceatve de graviié.

as pﬁrt?c* er @ milien de deux points {carnet. # 2). Diaconales

da pazallﬁianroﬁme.
Stant éonmés;ée uz points '?,Q,‘on éiﬁ s le point P ven{?,a} %{P o)

-~

En effet -ﬁca a PP = w(?*“Q)

(2 # 1) divise (2,Q) dons le rappori o -
j Zya) G205 L :

- Popr le nmilien, om 3 a= 1/2 .

2 - Veriétsds lindaires affines.
On dit gufon ”aufuc mb le L d'un eﬂp e affine I est uvne variédid
lindoire affine si, qa@ﬁs gue soisnt les polnts P?,e,ﬁ,? de I et les

- = : <« -
NOMLIES By see02 iels gue zilb,ui le point 2, a.F. "n§r°ﬁ1ﬁnt a5.



£ T
@ofsque K 2 su nmoins 3 Sldments, la co ndition "I,Q €L, atb=1

ne ar=bRé LY guffit pour que L soit une varidts lindazire

2% S0

o : : 2, -

£fine. En effet 12 démonstration de 2; ﬁ i €L psr récur-
3 L

il
ints 2., ne présente de cznular
t

El

renece sur le nombre n de po

2o

dons le possage de n-1 & n gue si to g leg sommes pariticlles

o : T ‘ -

Za, 23 = 1-2, sont nulles, ¢.2.d. si les z, sont tous dgaux
éj?.,;, < :

& 1 . {n=1 é%tant 2lors multiple de lz carscibri Squue) On déeca-

aule ce cas en introduisant un &1lément b ( # C,1) et le point

%
el e
(i-3) ?{ 7 1 ba;), pour legquel 12 rdcurvence marche.
/ t“i’ 2

vans lo structure vecto *ielle de E de centre P, lw OOROan on lindaire

1z stroctuze vectorielle de centre P . Réciproguenment, si L cst un

sous-ensenble de E pour lequel il existe un point P tel que 5 goit un

Sous-gspoce vecto ;icl pour 1z structure de centre P, alors L_eSt une
voridtsd lindaire offine non vide, comme il rdsulite zussiitdt de la formule

Dfontre part, =i P est un point de ls varidtd 1

et
I3
A
[ke]
i,u.h
m
]
E--h
I~
}J
P
(03]
L’:‘ﬂ

1 e - =3 I8 . ) ,‘ ot ——
Pizel entratuent z€U , PI-PEU dlof Piig = PH(P'-P) + xe P = I .
ey cxze esn
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3 — Produits et guotients d'espoces affines.

Soient E et F dec espaces affines attzchés aux vectoriels Y& W (sur
le mére corps) par les fomilles de repdres R et 8 . Lz ‘donnde dtun

couple (r,s) dons RS définit une bijection de V%V sur ExT, et done

une fénille.m de repéres‘pour une stiucﬁ&re 2ffine sur Ex¥. Lo fomille
T est lndépon&“nte du couple (r,s) croisi (et conticnt RXS, c.a.4. les
applieaticns produits). La,structure affine qa?ellefdéfinit sur Ex 7

©

est nppelﬁe la struc tuve affine f0&01t de -ﬁruéﬁéfés_donnéeﬁ et ExF,

nuni de cette °tractnre, pfend ?e nom d?e pace aff

ne - plodait ﬁe i1 e% T
<f°Q}Z€ Exi)

dsfini par wai‘es 1e prodalt deﬁ espﬂces V”GﬁO"iﬁ g

Lorsque PeX et Qér 1tespzce vecm 1e3_ cic: centr

ée ceaires P et Q.

définis por f'et F . Done un nr roduit de v”rzetes 1infqi;us af;iﬂ,“Aesﬁ

une v riéts 1iacaire uiflﬂee 31m(3:(r) dlﬁ(E) + dir(F)

Soient E ﬁ,ﬁ pﬁce aiflne, D un ouu~esp°ce veeuorlel de son espace
7 des'tr?nsléﬁioﬁs-; 1z reélation "P_Q €DM est une relotion at8quive- :

lence dons E 3 noions Lju 1'cvﬁcwblc quoulcnﬁ cowfeﬂrcnéﬁnto Pour tout

tsd

point P ée E no%onu V 1¥eupace veetovlel de centre P aéfini par

)

3,

Alers les $semcles Q/B et v?/?+u sont en ccvreqocaaanec blL?l?GQHG

(‘.’)

caﬁonlque. Conre V?/P+D est an espﬂce vcctorzel, il adpet uvne strueiure

ﬁ')

ffine que ﬁou n,powtons 3 %/D . Lo structure éffine GLtenue sur

=
w2

D est i ndanendnnta du eﬁoix de P g en ef et 1a St?&@ﬁlfe vecbowzﬁllc
de V g’/rv+3 ﬂ’cbtlent & oo rtir de celle de Vﬂ/P+D ‘por la trenslation
'P'u? et celle-cz ‘ne c4ﬂn7e pas la strncture afii ne semu»;zeeﬁbe.

L*en euble %/3, uni de cette otrnc%ure uffzne, es+,appeln l!eopﬂee

affine guot 1”ﬁb &e E por 1= dlrcotlon D . 11 vés &lﬁevﬁaSSltﬁt de ce qui

vient d”étre;vu qae llespace des tronglations de E/E‘sﬁlcentirie



A G

e Vi
s?identifie canoniquement & T/D. Dfautre part 1'Alsdbre lindaire montre
que, si I cet une varidté lindaire affine de E dont 1z direction D' est
supplénentaire de D dans T, la restriction & L de 1a surjection canoni-
que de E sur Q/D est un isonorphisne de B sur g/s 3} on en déduxt‘qae
deux varidtés 1in6?ires aoffines de directions supplémentaires ont un

point commun et un seul (ceci rdsultie cussi des formules de dimension

(1) et {2) au n®2). Enfin un fzeteur E du produit EXE' de deux cspeces

£
5
=N

“ines s'identifiec canoniguenment & un guoticnt de h;@Eﬁe

4 - Anplieations aifines.

itant donnds deux espaces 2ffines E,E' sur un mBme corps ¥ , on dit

guiune =applicetion u de E dans E' est une 2pplication affine si,

n
guels que soicnt les points P. de E et les S18ments o, de K de somme 1,

on &

[3} ai (Exg)

§e
9
Jee
e}
Peefe
Wi
i
™

ns 3 éléments, 1o condition YP.Q €E , a+b =1

3
{2 P+pQ) = au(P) + b&(%)“ guffit ponr que v seit une

u
application affine. gyx@ﬁu%rltlﬁﬁ comme pour les veridiés

lingaires (n92).
= & 3 < 5 S e 75 :
ls formule &5 2, * P, =2, a;2, + (1= 2, a;)P donnont les corbi-
Z9 3 éx.\

(PEE) et son anmalosue pour ulf) montrent gue, pour

v
une =vpliestion affine u de % dans Et est une applicotion lindsire

du vectoriel de centre P dens le vectoriel de centre uil:

(4]

nent, s¥il cxiste P dans E tel u solt une '%plfeﬁtzﬂ@ lindaire dun

veetoriel de centzre P dans le vectoriel de cenire ul? ﬂlcrs o est
ZoE : 3 ‘

s

une =pplication offine.
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I1 résnlte de ceci que, pour qu'une bijection de T sur E' soit un

somorphisme, 1l faut et il suffit que ce zoit une zpplication affine.

£

Alors u”' est sussi une application afiine.

injeetion dlune varidité lindaire

&

L“nrpleﬁ dlovrlications affines
quotient E/E. Composée de deux anplica-

tions affines (d'o# projection E-—>E/D—>1L , T Gtant une veridté
linéaire affine de éirection supplénmentaire de D). Applications

ies
x—>E£{x)4a? d'un vectoriel V dans un vectoricel Vv (f &tant 11ﬁ

sire) ; toutes les applications affines de V dans V! sont de eette
t




5 - Donothdties.

Un =utomorphisme u d'un espace affine E est oppeld uvne honmothétie—

tronslation il transforme toute variétd linGaire affine de E en une

varidté 11n re affine paralldle. Il est clair que les homothéties—

translmtioas forment un gous-groupe distinsué du groupe des autonorphis—
nes de E o Leur non est justifié por le résulitat suivent = si une

hcma%%4t1e~% nslotion b de E n'est pos une tronsiotion, et si

dim(E)» 2, il existe un point P et un seul de E tel gue ‘h(P):P',4§£

l'on 2, pour tout Q dang E , h(Q)~h(F) = 2{Q-P), ot a gst un S51énm ent

{ é 0,1} du centre de K . Ebciproguenent hounte translation et sout

avtororphicme de cette forme de E sont ées hamstﬁéties trenslations.
Démonstration ¢ comme h ntest pzs une tr»“slctxo&, il existe Q.Q°

tels que h(Q)—Q X n(Qt)-Q' ; on pout Supposer ces vecteurs non

c.‘{‘

ﬁuls zinon P eat tout

sinon QQQ’,E(Q‘)gﬂ{Q} est un parallélogreame ef h(G)-Q) = n(Q?)-Gr.

réuvé. Ile sont alors non paralldles,

51@£u» gs droites Qh{Q),Q'h(Qt) (qu i' sont coplansires) ont un
.ﬁolnz'esmman P et l'on a h{2)=P ygisqae n{?)-n(g) e%'héf)mhiﬁ?)
sbﬁt'géfall&les_é 2-Q et P-Qt éesgce%iveﬁcn% Ainsi h et un
'ga%aﬁarpiisme du veetoriel de centre ?,_eﬁ eeﬁser?e'les droites
3a$gan%‘£ar ;s il.est done de 12 forme iqaée (ef.Alg.1I).

£t ceci montre l'unicitd de P . La réciﬁrqqae est immidiste.

‘Tn automorphisne h de E pour lequel il existe P dans E et a2 dans le

centre de ¥ tels que h(Q)~h{?) = a{Q-P) s'appsllec uns homothétie de E .
Le point P (qui est uniguement déterming p h lorgque aft, c.d.d.

lorsgue h % 1) s'éﬂnelle lc centre de b 3 lc nonbre o s?appelle ile

rappord de h . . Une homothéiis gui est aucsi une trarnslation est l'identits.



ST

Le produit des homothéties (a,P),(a?,P') est l'homothétic
(21, (1-2)P+aP') 81 eat#l, ot la trenelation (1-2)(P-2') si sa'=1 .
Jone, si 1l'on convient d'appeler repport dlune translation le nambre 1
1'application 1 > rapport (2) est un homomorphisme du groupe des '
homothéties translations sur le groupe multlpllcatif dn centre de K . 

» Tombre d'6lénents du rroupe des homotuéties-tranclations ﬁour:j#

un espnee ﬂifins‘ae dimension n sur um corps iinl & g fl’aents 2
¢ +(q—?)q = g%(g-1) - -

6L Immer51on de l*eepace affine dans 1'espece DY Q;gc%if.:

_wtant anﬁA un esnﬁce affine E, considérons L’eupuf”ivecta?iel L/T

des "aP ou x" {cf.nQZ) 1’esp ce walﬂe E'nfldeatlfle ca non1quement-a~'

l!%yperylﬁn dea élé ents - ZE o, 18y + 2 de F/T. tels que ‘23 a;=1 .

Or, Stant donné';un vectcrlel ¥ et un hyperplsn H de ¥ T ne pa°s~nt pas
'pur 0. 1'appllc tion eaaenzcue de W @ur l'espace nraneetzf stenderd T
ocid &2 W wppllque bignivoquerent H sur le compléﬁeﬁ% dans ? de 1'hy-—
| éefpiﬂn (de P imoge cononigue de 1’“,p pilsn oro*éne de UV porolldie
4 H.BEn parcwculler L*esPﬁé aff in b 5Fidaatifie caqeaiqaeaent ou
CO”pluECLt dane liespace n*oaect if ston dard P ¢ttﬁché Q/? d'un

hvnerniqn 24 de P L'esp ce pﬁovceizf P ~'nppelle 1Q clBture

>
nrq;ective de I'e pace difine et lfvaefplﬂnlﬂcm, gla pprlle 1*hxnerul~n ;

& 1liinfini de eette elbture nregcctzve. On = dzm(P) dzm(E) puisque
dim(B/W) = dzm( )41 . Les points de H o, (ou points & 1'in;in1) s'iden~
tixicnt oux divections de droites de E .

?=cﬂproquenent étﬂnt donn‘s un espﬂce projeetif P attachs au veeto-

riel V et un hvpﬂrnlﬂn % de 2, on peut nunir canonigquement ent ?-H dtune

strvntuve ﬂ“flne. In effet notons f(x)~0 une Aﬂu =tion de 1'%vﬂerplﬂn 1]



. Ay i

de W correspondent & H an moyen du repére r ; alers les dquations des
hyperplons de W correspondznt & E su moyen de repbres sont. celles qui
sont de la forme 2£'(x) = £{g(x))=0 (z&Gi1(%)). Tes structures affines
des hyperplans Ué d9 ﬁ d'équaticna £{glz))=t ‘sont toutes tronsformbes
ltune de llzautzre par G1{(V). Comme il existe une bijection canonicne
blg) de U' sur P-H, et que lion 3 b(g’)z b(g)bg‘”ﬂgg , lea structures
affines %raas@o:tées sur B-H de eeclles des Ué sont. ﬁcatés ég2les. On se
nord évidemaent 1z queue dang le cas de 1a clﬁtafe Pz o;cctivea_

Par exeﬁﬁle ltespoce affine E? stidentific an conplénment de l‘hv»

perplan x,=0 dans l'espacé projectif standard P assoeis &

g%* ; le point (2yye00,%,) de KB s’ideﬁtifie au point e coordon—

nées homogdnes {?gxgg;.a,zn} de P. =
A.-Etﬂnt donnée une veriété ZimégifeAaffineéée E“é‘ELH s 18 varié%é

~1indaire prcgeetrve'ﬁ enzendrée par L—"’ﬁpﬁ”lle ln fermeturc pro gectzve

de L dans P . Le eSS au veetoriel augusl P e“% azs0cid mﬂﬁ%re

aussitht que L ek'ﬁ ont nfoe dimension ek que E et 1o trace de T

sur P-H. Bfaa%re par% iz troee sur T-B de nfimporte guelle ?afiéié

linéaire prajeetive'ﬂ de ¥ est une varidid 1iﬁééire affine de B ; et T

est la fevmetav v%egeeﬁxve de L o - ,
Lcrsque ltespace 9£fiﬁe E est plonzé dens ss clBture projective P,
la fermeture projectivé'ée 1z viridts lindsirve offine L de E
s*ebtiént en adioiznsnt & L les diree%iﬂab des 8roites contenues
dans T . Torsque I eé% le variété linbaire affinevde k" géfinie
par les équﬂizens (;%; %4255 = bj A;O}, g2 fermeture projective

 dans 1’e“paee pwagaet if standard assoeid 4K ol ést définie par
: ks ; =



£
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itznt domnés deux espaces affines E,B! de 1= forme P-H, P'-H' (pro-
jectif ~ hyperplan) et une application affine n de I dﬂns Et, celle-ci
se prolonze dlune 2o igon et d'une seule en une application prmiec?zve

cusv

. de P dang P! : on pent, par

somorphismes, supposer gue P et #PY

sont les elBtures projective

¥
P ou z® ; 1'0n congiddre 1

‘f% - L]
af (2, 2,2, +%) =u (>

”L on la posae sux guotients

ltimage por n d'un point & 1'infin
de droltes de P, es + ﬁumgi un poin

i ;;:-,' ." ey =
£ SEV@Lf.lu'ﬁLféﬁtlﬂﬁ du vectenr

s

“%aétres Ternes le centre de § e

« £i v est un a&%cxawghxﬂﬁég iX en

%

'_ﬁﬁb donnée une apnlxc 2 hion gfﬂjm@ ¢ & de P dons P

& 1'infini H slobale- .

legs sutomorphismes de P gui laigsent lthyperplen & 1'infini

ment invariznt, les homothéties-trans L“%lﬂﬁ sont Lnduites par ceux qui

s

laissent chague point de H invarisni, et enfin les translations ( # 1)

n,f

sont induites por ceux Jont l'ensenble des poimte iovariants est juste H.




1

ok Ez;alwi a; 20 et b, 20 (resp. 2,>0, b.>0}. Uas porticuliers

pas s8i 293n remplace X. par ec.%Z. of e, > 0,
: . ]

Ve 046 75

b
§ 4 - GEOMETRIE AFFINE SUR UN CORPS OWDONNE. ORIZNTATION.

o

~ Bgpeces affines sur un corps ordonnd.

Boit ¥ un espace affine sur on corps ordonnd K . Etont donnd un
systine (Eihxé} de p@vntwmetuveﬂb rs 1le rdérion pogi-
tive ferpbe (resp. auv%gg;) déterninde et 1l'on note

2D ¥ how,

m:nJ

ﬁ(?ig}, Llensenmble des points P de

S

e

X

‘a} ﬁgﬁggggg- {avee ccm& points Pet @) ; b) demi-droites (ovee un

ol
8]
3
[N
§
¥l
g
)
et
o
]
N
o

p01m%’£ et un vec“”?f‘glg éi%’vee%;ar

c) dg ) 6tant ltensesble dfuh hyperplan H ,

qn veﬂﬁ s nﬁn B“r“llelp & H) d} Eave@ {P.) sffiy

et ®. % -
= 5 e
at libre), tria ? es,. t%ﬁrneafﬂsg “Qﬁaiﬁﬁgl }ue sz X.) ne chenge

3
Deux §em1mdza %e aralldles R(ﬁg gRéi! sZ1) cont dites de nfme

3 e

2ens s¥id ytion o ant lVome sor l'antre. I1 “&Viéﬂ%

42}
(45
e
[44]
(]
=
Jete
e
0
¥
P
93
o
)]

K
b
@
e
e
£
e
&
Joud
(8}
ol
Q
a7
i)
"J
23

au nBme de dire qutil ctist g >0 tel gue x¥=s.x .

Etont domnds un hyperplan H et un v&e““rr % nom psrellele & H

"‘ B T3 T = b v g e e o B
(2} afP).x , ok p(BPYEH" ot o8 a{P}e K 3 le¢ point pi{P) eat 1o
S oS e 2 i o e " —, b b} \ e = . oo o T e 7 % o~ i 1 o
projection de P sur H poralidlement &4 % , et 2 —& olP) cot uns fonetion
¥ =

i, £ 5 RS T SR B ATl B % Y e = %, ¥
ferms (resp. ouvert) R(H,x) ect d6fini pav 2{2) 2 0 (resp. a(?) > 0).
= P ¥
e = il Y SRoE . iy oy 5 Snoticy L
veni-espaces opposds (définis par T et -x) 3 Jnetification du nom

deni-espace” (un demi-esvoce ouvert est complitencnt én deni-egpace
fernd opposé). Réeiprogue : une fonetion lindnire =ffipe D —= a{?P)

o o L
nit un deni-espoce fermd




e

e it
(resp. ouvert) an noyen de a(P)? G (resp. a(P)>0) (Démonstration :
prendre un point § tel que &(Q)=1, et un veetcur z=Q0-Qt, ot Q¢ T ;
on 2 alors P-al(P).x€HL pour hout P). Dlaprds la proportionnalité de;:
deux fonctions lindaires offines nulles sur H, la p2ire de dehl-eupﬂces

R{YE,xz) ,E(H,~-x) est déterninde de fagon unique par ¥ . Deux points 2,Q

de T sont dits Bive du nre c¢8ts de H (resp. str*etercnt dn népe cﬁté

de'ﬁ} s%ils a@partieﬁnent i un F ne deﬂl-ecp lede) iormé [resp. owver%}
ddterming par X .

&

Une partie C de Z est dite convexe ﬂi pour tauﬁ eaLple {(2,Q)

de pcintﬁjde C','1e_3egmént +1é “(P,Q) eg eantequ dqn 0. Ze@ fé”laﬂw
~ positives ciéﬁ&ﬁ&ﬁs déﬁiﬁia& gont,ecnvexes..ﬁenvayé

{Bourbs¥i ne yemvant déeennent oo ré éter)."

Pour lesL?rlmians pslyéérOICﬂ et po lj‘&fES (doﬁvezé

sgeu ﬂoa).jfai

llinpregsio 'a e 1 ok théoric {qul, dqu 1t étut 2 Cou bqsée sur la

2insi que ﬁ e@nplvh de ncﬁarc (a.,n ) ﬁelg 5ue,fai'- 5 en ﬁppelle

qrfllé?sﬁog ¢€Eﬁé ( awvert} dévinl paxr ees £ermes et des nombres -

1¥engerble aeﬂfwalﬁtg P de E uelﬁ qme 'l\\f (3) b ggur uaat

' {"Cupn w.(,f (3.34:.13i pour toa.t»i):.s

2= Oﬂﬁentauica-

e

3

oient E un espa ee 41f1ne &e timension B sur un corys (cammut atif

B

-53@190&G&93 K Et T son eupwee des translations. 3onnons-ﬂoug uR sous-
groupe m}.tw}.ze@%if & de x tel que -1 ﬁ e . heg groupe G o‘oére su:c

’easenhle des 3lﬂaeﬁta non nuls de la puiqsanee extiérieare n-ome /\



B
on appelle orientotion de E par rannort & G toute clagse d'intronsitivitsé
de ¢ (nour cette reorcﬁent ion) 5 les oricntations de § por rapport a G

sont ainsi en cozregpoﬁdance blunivogque (non canonigue) svee les 414ments

de X/G . On dit que deux orientations 0,0' dc E sont opposdes si

(<1).0 (elles sount alors Adistincte pulbqac n1¢(§
Etent donnée une base 2ffine (Piaxs) de B, formée ce pclmzévectears'
b

on anpelle orientaticn de cette bage

n-vecteur ?2~P1)fku.. (ngPj)ﬁkéqii.saﬂ*’ ¢ce n-vecteur est

: Eponty
d'a2illeurs indépendant de P1 5 cas ok m=! (1 point, n vecteurs).

Etant domnd un &l%ment & du sroupe des trans? rma%zqns aifines de E
l?apylicaﬁiaa  %~€@8%3’3 est un ﬂu%o*o"ah ame de 1'63?5@6 ées:ﬁransla~
tions T : son ‘a&terflnfnt stappelle le &“tuf”lﬂaﬂt de s ot se note b(s)
Les tronsfor - t ong nffipes s de E qux “eonservent 1f0“1entctloaﬁ
(e*est~&~éif§ si laiseent chaque orientation invarianbte) ne sont autres

ne cﬁliés_télles gue zgg;eae ; celles telles gue D(s)€ -G rcont celles

......

gni chen~ent toute orientation en son opposde. Exerple ¢ l2 troncforme-

3

fine s consictont & effect suer une pernutation F sur les indices

des vecteurs_gi dtune bese ?555,9se5§‘

3

si. 12 siecnzture e T est éso ale & 1, et change ckague orientation

q-gg, 35 Becs $ >
en son opposde si %@rzzmﬁ 3 application aux orientetions des bases
{E'iéi) (B,x q?{i}) -

Considérons deux voriétss llnﬁﬂizﬂs 2ffines E' et BT de E (wrises

 d2ns cet ordre) ; notons. T!,T% lcurs espaces de ranslations, n! et n®

K R
: : : o -
leurs dimensions. Lfepplication (x!',x") — xt'A x" de (A 209)x( A Ta)
M : : :
dans (j% I) d8finit par pessage aux quoticnts, une application, notde

{g',0") —= &'A 0" , du produit des ensenbles des orientstions de B! et EW
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dans l'ensemble des orientetions de £ . Comme, pour o! (resp. o") f£izé,
llapplieation o -~ 0'A 0" (resp. o'—> o'A o) ert unc biaeetion, la
donnée de Geux des orientations 9,0',0" zur E E! E" déternine la troi-
sibme de facon unique si clles sont assujetties & 12 relation 2_:'ng“g" «
‘Lorsque ltune 2n noins des deux dimensions n' et nm" ost paire, 1‘0& ﬁ*a
:bas & se. prdoceuper de 1'6rdre dons leguel L' et E* cont donnds.

Le e2s le plus important ok llon d+ndie les orientations d'un éspace

effine est celui ok le corps de base X est ordcgné”eﬁ ot 1lion pﬁend

.

-G = K+ . Alcz i1l existe deux orlentntwonh sur B, &’zllleurs opposees.

,3'B%ént doanée gpe;droite ﬂfflne D, elle est cuseentible de deux s%ructures

-d?ensemblé"%b%ﬁle nt o“donne (npposnes) +rﬁnvp_ ?ea de celle de K :
chacune de es ﬂtrzcbvreo dﬁterwlne ne o*i'n%at,onzde D, & sovoir. 1a

classe & surs P-Q of ”J>Q 3 en d‘natrCﬂ tevmss 1=z donnﬁe d’une

de nfirmpos ”guel vccteur Llrec%eur de D . Poar conséqucnt la donnde d'an 2
dee demi ,J_?” s dé% e“ﬂinés par un hyp rplan L H a6finit uvne orientation

l’.’.l

sur toute droite sup: l, éﬂtwi;ubde'ﬂ 3 il en rés ﬁlﬁe, dtaprds ce qui a

6t4 vu plus nent, que41a &bﬁh§e dtune or lCﬁthlOQ sur E détcrnlne de
ffagon aniqae,ane criéﬁfaﬁicgvsuf E ; et réulp;ooue ment. Enfin, (zdzle du
?onhoéée.&*ampééé) %aaf qéé’deaﬁ bases wi.‘.mecs (BgseeesB ) ot

(Po""*? ) de B , qvi ne dliferen% gue pﬂ? un Slénent 2, #Pb s 2ient

1 nfme ariemtotlon, il fe % et 1lﬂmu£f1% que P et ?; soient du méme
cﬁ%o’ée l'hyperglanfﬂ‘eﬁgeaéréfpar'les P ‘pouxr %#L {pz=> permutation

1ton peut supposer Ik=u , et lion et ramené & 1o nropriété préeéddente).
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% - Beeteurs ansulaires.

Considérons un plan affine E sur un corps ordonnd X, et ume orients-
- tion o de E‘, gue nous eppellerons directe 5 un "biveeteur non nal
‘gjyz de Z sera it Lifﬂet sl sa classe est 0 , et rétrosrade dmna le

as contraire. Etant donnde une auxte {D D',D") de demi-droites de’

néne origine dons B » on dit qgue cette zuite es 'directe g1l e31ﬂte aeﬂ

vecﬁaurs dlrec%enrs X,x) ,x" de D, J“ telo'que‘deuy au malns des

trois blveetewrs ZAZ', A 2V, x"Ax sczent dimects ou nuls

(e tte pﬁogflétb est alers vérifide guels gue - : *ﬁtvlas veeﬁeure"
ect*urs y,z',xﬁ) Une pernutstion palre de (u B',D”) ?rsagforme une

 suite dlfeete en une uuiﬁe directe, e% une pﬂr uzﬂﬁvan impal & en une

Csuite na%iémraetea

t“ﬁt__Gﬂﬁée° deux demi-droites D,D¢ de'm@ae'briﬁine O, on z2prelle

secteur nﬁﬁulﬂxre fermé de sommet 0, dtorigine D et é'exﬁréﬁité'ﬁf

la réunxam 5{D,D") des demi-droites U dtorizine O felles que la suite
(D,U,D') moit directe (8 : je ne sais pes si levseete&r snrnlsive
doit @tre un ensenble de ﬁegl—érazueﬁ oL une raaﬁ on de demlwdvoztcs)
ocienﬁ X,y des veeteurc directeurs de D et D? gvppur gue l= denmi-droite
U ée cc%ea directeur 2x+by soit conteane dans le sectour S{D,D*)
11 faut e% 11 suffit =
a) 81 f;yg est azveet, gue lion alt aﬁy G .EE. b 2 0. (AQ?)
(seet. seillant). - |
b) 81 xAy est rétrograde, que l'on 2it 220 ou B } 0. (AQT)
{sect. rentrant). ' _ »
i 3 et D' sont G??osées? S{D,D") est un deni-plan. i D=1,

S{1,0r) est le plaﬁ tout entier.



e

Les sectenrs opposés S(D,DY) et S(D',D) (pour Qfﬂ'} ;s réunion B

y

intersection I} I'. Seeteurs s supplémentaires. Secteurs oy 120 leires muvcfta.

Ztant donnd un secteurw S(D,D1)({on Biﬂf), la relation "la suite

(D,U,Ut) est dircete" entre deux demi-droites U,0* d@lovigine 0 eof eontém

nues dans le secteur, est une relstion &'ovdre total (AGT). Alors

3(U,0t) est : éznxon deg deni-droites V telles q&ez-ﬁ$§V$§U?.

s frien s v .

FICURES Eﬁ

GEOEZTRIL VEGBIDIg i

ais ?ﬂt B {ou f} iEV&?iéﬁiﬁ~_Lﬂ”ﬂéﬂ? an ﬂroa@e @

o 24:.

??QHPP des tﬁ*ﬁsl tions de V comme 5@& v*mane invapisnt.

en aﬁuaﬁhé &V (¢t &4 3 on f) ot &éfiﬁi sar 1a donnde

ﬂ@& vldc h de bijections de V sur B kelle guie R = Rel
o . :

’”caozcm}&

Conmme 1le »ﬂ@aya G est un sovs-zroups de celui servent & définir les

i

struetures dfes psceﬂ fim S, ilen I set muni ﬁ3Uﬁﬁ

un espace euclidien

g =

structize dlegpaes =ffine [(dite sguswjaeente} {ﬁfag €§ﬂ‘ﬁ} : e?cmﬁ de

=

cette struchure gutil a’ﬁ =i lﬁfsqae nous a@plﬁg&gz@a“ & un espace

o “

cuclidien B 12 terninolosie t? les fégaltats dii 9 2



A

Léfinition de la forme métrigue e(P,8), et &u produit sesloire de

deux veecteurs libres (z,y). sont des 1mvaf1énb“ structuravz. On 2
(2) e(P,Q) = e(Q,P) = (Q-P,Q-P) , e(@,@*)m_e(@mwmv,P)mz«:*(r.;awf,w-:m.
Par gentrare d'un espace euclidien, on obtient un vecitoriel puni
d'une forme guadratique.

2 - Perpendicularitsé.

On d*z gue deux vec%eufﬁ lids PQ, P1Q? de £ sont orthogonsux (on

nfrorwﬁlculnlfﬂq} si (@-2, Q'-P")=0. On dit gue deux varidtds lindsires

V,V! de & sont orthosonales (ou perpendiculai uu) si, pour tous

PReY e%-'Pi,Q?E"V’, les weeteurs. liéds PQ, ?@Q! gont orthozonzsux.
:Eemar@aer‘: i Vet V! ont un point eamwvn H, cette notion se

rﬂaalt & calle de sous-sspoces

e

centre B {(nuni de sz forme guedrs tigque). Aussi ¢ liespace des
translstions de E est muni d'onne for g

unadratique et, pour gue

<
@

~%'Vf’30ient,arthoveﬁales, 11 faut éﬁ il suffit que leurs
di irec >tlons le saient,A
Condition t§0%+f@ﬂeﬁﬂlla~_éﬁ P et PQL » b*)”@{? Q} (AﬁQ*}
{“&%avde Pythoszoret), -
iz ion de la térmiﬁﬂlegie "veetorielle® psr passage aux dirce-

tions (ouw par PeltW@gLJ ¢ une veridté lindaire ¥V et dite isﬂz“gy
&

{resp. tot. isotrope) si elle contiont pne varidsd Einéaire Tt de

dime 2 1 gui lul est oxthozonsle [(rezsp. =i elle est orthogonnle &

- elle-mBpe). Condition de totele isotropi 2(?,8)=0 pour tous P QeV.
S0it V upne variété lindaire de llespoce suclidicn E, et s0it P un

point de E. Par passage sux directions 1'on voit gue le lieu des points

Q de E tels que PQ soit orthozonsl &4 ¥V est une veridtd lindaive ¥



- 4T =
paséant'pér P et de dimension égole & codim(V). Pour que V soit non
iaoﬁropé, il faut et il suffit gue 12 g nme deg directions de V et V!
soit directe s alors V ét V' sont supplémentaires 3 et V! ezt non iso~”

tropes. Lorsqutil en est zinsi 1s projection de E paralldle & T! epplique
3'523 V ; on 1*qppﬂlle 1o projection orthogonaxe s F sur ¥, et on 1a
neéé'pv - Pour tout point P de B 1’on pose e(P,V) = e(f,pviP)). -
1cenﬁrane on 6h%ient

gﬁ?) L*e

Sous—-espoce o soit V une vﬁri(%é 1i rai*e de E. ®

sar ¥ aﬂe<stfa¢taxé ﬁ’espﬁce_euclidien (ef- cas~afﬁ_”

r WPEﬂt%“ e”'e% mﬂf def 1%  ~nc Lcrne quwdraa

i
tique é;ﬂ@ un ve@bwﬂlel prody ib. Exenple s ?'etﬁ¥?31 “gae V es 4t non -

isotrope (ﬁec} ‘ *§% 3& te un raypel}‘

801tV une
veridté lindair onale m¢‘;(uﬂa Lell& v es t

.d“EG?ﬁ&ﬁ‘ 5 une tra cslahaan yres) Lr resirletlon.a.v de- 1' pplicatxsn

'@ﬁn@nlqme de E sor !B est un isomorphisme de 1*@@@3&% afiine ¥ sar
lleapace nfglﬂ,i B/ . En tronay ﬁT%?ﬁ‘ ) ggﬁ la sﬁractuf@ cuclidienne de 7,

4] ébti&n@ une u%?”CtEP "ucllézenﬁe sur ?[B, dite SQ?actare cuctient

de celle de-Ei'{eellewci est, éviﬁegment, adeen&aaty dan eh0wx de V)r

o
i)
(s
g
r-‘
£3
o
o
ot
38)
s
20
i}
i}
13
in
s
G
iy
]
{2}
12
[§4]
s
®
¥
!
B
&
fonfe
B [ude

Shds linde irec nan isotropes
v et'ﬁide B, et zoif D 11 1n1cr°eetmoﬁ {non iuﬁtfﬁﬁe) de 1eurs
ons. On Eitvgae V et V sont faiblement. nernendiculﬂires
i, dans }‘eﬂnﬂec euclidien guotient @fB les ima es cansniques
Vet ¥ de V e% W sont awrgsnaieulﬂlres. Dans 1e cas o D=(0)

ca,r@afcuva 12 notion de pergpendicularitsd (aGZ}; E&ES ile eas



géﬁérﬁl‘l& £21ible perpendicunla: bé de V et W veut dire gue ¥
(considéré comme sous-varidtd Linéaire d'unc supplémentsire
orthozonale D' de D) est perpeméiculaime &%, - et impligue

gue V est parmllél@ & une varidis perpendicmi&iwa & W . Lorsque

V et W sont faiblement perpendiculaires, les projections

Pys.Py sont permutebles : on 2 en effel E?QEW'x Ppoby = By
(D adsignent iei TNW) 3 1s réeliproque est veais.
& — Hypervlone widdisteurs ot bissectenrs

Etant

donnds deux points distinets 2Pt de B et un 61ldnent o de £

liensemble des points § de § %els que e{Q,P)-e(Q,P!)=a est un

byperplan sfﬁh@ﬁe*al & PP' (La foroule e(Qg?}*%(QaPQEEG{?9?’}

~2{QG-B", P~F} (c”e{Q 5.0%1) montre gue e(QSE)»ei%,E?) ém% une fonetion

Pk
perdin
o
i
a3
b
=

re non aulle de G ; &?s& iﬁ%vpe?nlan i per gelciealarzté xaciie)
81 a=0 ect hjocralﬂﬁ passe par le milien de PP ot s'a ppellie

79h¥pcrﬁlﬁa Gédisteny de IPY.

o8 ermiﬁéas meintenant ls "gistance d*um n point ? 4 un Lvﬁernlqa”
non isotrops ¥ . Soit £{

PE ‘Ji@n}pg(?}}est de la ZQ?E&'?&+ﬂ-ﬁ 3 12 condi-
tion £{P+a.f)=0 détermine amra-= ~Z(2)/21(%) (£7: extension de £ &
l'zsvace des ftranslestions). Diok e{?,ﬁ}At kgff{?}}g o&
= o(E)/(£148))° est indSpendant de P .

Etant donnés §eux hyperplans. non isotropes H et HY, cherchons main-
tenant le 1 L des points P tels que e(P,E)=e(P,H1). Fotons £(Q)=0,

R

= kﬁ(f*(P)}’c 51 H et H' sont non parslldles, les fore~

s e el s e % o 2 5 s 2 sty : Rt 4 2 :
tions affines 1,£,f¢ @%’ linézirement indépendantes, et deuz choses



iy
peuvent se preduire : ou bien g/k‘ (coded. e(t)/elt

) n'est pes un

corré dens K et elest pas intéreg et ear lo relation ei-g gens entrefine

f(2)=21{P)=0, et % = HAH' 3 gi e¢lest un cox ( ve lﬁequ“bl on

g16erit

(4 {P)4DE(P) ). ( f' ﬁ} bﬁ(’))~ﬂ et deux choses pemvamﬁ se produire,

L se conpor sant dc dﬂux ﬂVpCfplﬁﬂp, contenant toam acﬂﬂ HNMH -f

Qans ce

dernier cas ceg h 1ufplana 1, e sentvfalblemeﬂt perp nuLemlwlrhu.
; iy = ]

’péfpendzﬁulalre‘

{wiﬂ ”(P} (tQL

Démonstration : % désignant un veeteusr

an point de HEME!, une équetion de B
V'Qdmjafaiers é(ﬁ,ﬁ}A: v+)“* ﬁ ?_@}w

-

pour H'. Tes éguations de I et ﬁf'swé v&n% wlsr

2 H et &

«G)“G 5

'.?§+%“g*59«%,30 (tf+bt P~Q)=0 - s?i{eﬁﬁﬁa A?ﬁsi les'

&

[l

03

F_««h
B
®

G

8
[

”«5

ndieulsires. I1 suffit done de montrer que

-{ﬁ’&higﬁﬁﬁﬁﬁjzﬁ, ce gui est trivis: va lz wolenr de b .

On dit alors que I et II' sont les hyperplons bissecteurs de ¥

He “EE enfin le cas of H et H' sont paralléles z alors L est o

peralldle & H et HY, qui est aussi le lien des milieux des

{(Q,Q1) o

S

QeE et Qle E {passer & B/dizzetion de E)..
n P / .

I

P

T S )}’235 28 -
w;vém;am&m

&0 eurs @V«at et %§+bt sonk respeetiwgﬁenﬁ per T%ﬁ“%u xrba
Orﬁ pour qae'ﬁeaz hyperpians soient faiblewent peryenw

i1 iﬁut'et il sy fiﬂ @we leprs veoteurs srthozonsuz

et Hi.

n hyper@laﬂ

ubles

Etant domnés un point P de E et un &1lément g de X, on eppelle gphire

de o %?e P et a? WﬁGW“L@ﬂ a, et on note Q(EQ 2}, liensenble des
pointa Q ‘@1@ que %{Eyﬁ):a . Une sphdre gﬂa+_@ﬁre vide :; meis, si-

L3
¥ e
H

's“)”% on 8, per transletion, 54,5 a)#f

3

e
m

Xte 13@ ﬁLlie ui? G) est la réunion des Dﬁdifﬁ 1°$"?@pew
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81 Q€5(P,a), le symétrique Q'= 2P-Q de O por rapport & P appertient
aussl & S(P,a). s
Lorsqune E est une droite non isotrope, une sphdre 85(Z,2) est vide,

ou se compose de deux points symétrigques pa r‘rapport & P, on se rddnit

g‘})

P. Dane les deux derniers cas le centre etf@}ezﬁeﬁeion de £({P,n)
sont déberminés de fagon unigue. | -

Etant &cnnée une variéts lindaire aon 1satrope V¥ de &, l*lﬂt@fg&@ﬁl@ﬂ_
S(P,a)fiv ¢st la sphﬂre S(pV(P),awe(P ¥)) de Ltespace- eucllﬁlen V.
en eiFe%, pour tout QEV , on 2 e(?,@)~a(25pv(2))+e{pV( ),Q) dtaords
11e vieux Pytha gore Pour que cette sphdre soit dtexitension nulle (relzs~
tivement zu centre pV(P}); 11 f2ut et il suffit que e(P,V)=a , clest-
& dire que e(Pypy(2))=a , ou encore qaa pv(r),sai sur S{F,2) ;
aldr; le frayon? PpV(?) egt perpendi eulaire & ¥ nﬁ dit al.rs gue ¥V
est t n@aate a . s{Efa) Les droites non zwﬁtropes @as ant por un yoLnt
¢ de %(E,“} e taﬁ*entes & m(?,a) sont celleu gni ne zcnccncreﬂt
{Pga) qu'en Q .

-Oﬂ dédui%‘ée*la que le gentre et llextension d'une sphdre pop vide

sont dét5¢m§a@s de £ ccn unxqae. Solent en effet G un paint.é@Acetfe
sphere e% E et Pﬁ_aes &entres- D%ﬂpr &s ce gui vmeﬁﬁ dt&tre vu les rela-
tions oD est pcwpenalculaifm Y PG et "D est pgzyeﬁdieﬁleiréﬂé g n
sont équivalentes - -pour une droite non 1»@%2@@& D possant per % ; et -
cette éguivalenoce stétend sux droites LQGEEQQEﬁ',gﬂmaﬁt par @ , parce
gufalors chacune des deux conditions veusb éi?e_que D est cl%aé sur

la sphdze en gquestion. Par conséguent les points P,2t et @ sont &ligﬁééq
Si B#PY, 1tun an moine de ces points, soit P, doit 8tre distinet de'Q,;
alors l1la sphére o écit passer per le symétrigue 22-Q, ce gui contredit

I 2 =

3c fai%'que 2 admet sussi PP pour centre, ceel dens 1 as oft ls droite

Q]
€«
4]
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PP'Q est non isotrope. Dans le ess contraire ce raisonncnent montre gue S
est d'extension nuile (& la fois par rapport & P et & P! et se réduit a

la droite PP' ; nlors la direction de PPY est 12 seule direetion iSOurep&
de ¥ ; notons Z un veetenr porté par D, y un vecteur non parslldle & x
(et done non isotrope) 5 on = e (ax+by) = 2ab(%ax) + 1° e{g) puisgue
el{x)=0 3 or, par nypothése, P(Ex+bl)°0 équv it & b=0 3 ceel iApliaué
elx,7)=0, en contr adrrilom_ﬁV@c lm Lalt 4que nous avons aif alre & an€ f

forme qua @rﬁti e a@n dégenérﬁe.

On fa 101010E“ +fc+t¢r notre %ne sur leu caemlnsfs

2) u{?,a)(}ﬂ,??gé3) > st cont enu ﬁﬂnu l”aype plam

e{ld P)-ﬁ{@ r*}acma*- fQ;i. 3% p wbmdzeu ire

§zﬁtlon quadratiue domnﬂnt e Qslﬁﬁs aﬁlntérsaaﬁi@n

_10 ﬁ:aiﬁe de fﬁpféw'n t*ou @armmwtvl‘ ,
%gﬂ’, on a {a;g T“«queiﬁ P,ma ; cag ofh I

Lihyperplan H de 1) es 3% le lieu des polints

ayant méme pulssance par rapport 4 _Sirga} et 8{P',a'} {nyverplen rodical
ﬁes'ae x sphéres).

puisgance de gon centre par repport 2 lisuntre ; orthozomslits éeﬁ rayons
en un poimt commun {(par Eyth@g@fe}‘

L} Existence et uniciis ﬁi&WL sphére passant par nt! points P, fornant

une bose offine de I {femar(&ér gue les hyperplans médintenrs des couples

§§@3Pi) {i%Q} on

y

des dire etions linéairement indépendartes, et ont done

-,’5
un point commn et un seul).
5) Théorie de 1l'hyperpars 2boloide de rgvalaéi@n, et‘éé eg lyacwplfns de
. . , _

-
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§ 6 - TRAUSFORMATIONS EY GEOMETRIE EGCLIDIENNE.

AH-B ¢ C'est naturdlement ici qu'il faudra héberger le sroupe ortho
”onal, expulsé du chap. VIII). , ke

T = Iaométries et ayndtries.

Etant donné un espace enclidien E, on appelle igometriec de E toute
pernutation u de E qui "econserve les ai tanees" CAesa.d. telle gue

e(u{P)@m(Q))ue(E,Q) quels que soient P et Qj. Bme isondtzric est uns

transformstion Linéaire gffine ; en Ifet_:"””

;gﬂgg - ?ﬁe rernutation u de & gﬂurrlaqaellefi}féXiaﬁe @#O‘ﬁéas'ﬁ el
que e(u(?),u(@))—,u.e(P 2} est une trancformetion lindaire affipe.
Dénonsiretion : en composant n ave&fﬁﬁé trenslotion, 1%on pent
supposer qu'il existe un point ¢ %elqéae 2{0)=0. Prencne O
]pcur centre, ef métena R 9800 des ?cebeurﬂ d'awlgzne G,
On a2 (ulz),nlx))=alz,x), dlos, paf-appiiaati@n de peei &
X,y et xty, (ulx),uly))=alx,y) (saréct,JZ}Q Dok
(ulx)+u{x?),uly)) = (Q{X),mﬁy})+€u(z*),a(y)}~ a(x,y)+a{x:?, V?
= alzixt,y) = (u(£+ﬁ’)9u(y}}. Gemmﬁ.u est surjective et comme
la forme bilindaire est non ﬁé@éﬁérée, on en dédnit

n{xj+uix?) = u(y+x@) Idemu pamr 1= nultlpl;eation par les

Eldments de T (m %t gd se f t d'aillenrs dtun seul eoup, en
transformant comme ci-dessus u(a)%ﬁfu{x§),a(y})t

Pop eans‘q;ent l’ewsem ble des 186”&%?16 de E nlest antre gue le

groupe fenuageatal G_de E {ef.§ 1) Il conticnt le groupe T des trang-

iations de E conme SOnsagroape invarisnt. Te sﬁus~grevpe de G laissant

‘invariant un ﬁcint P de B ezt iconmorphe au groupe orin oxonal 0 {K L) 3
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plus préai"émgnt toute isométrie u se net, d'une fa gon et dfune seule

sous forme d'un produit d'upe translation et dlune izomstr e laissant P
invarisnt.

Ie groupe G ag gi% sur llespace des translotions (baw-uczt-e>uwa“?),'
et y laisse invariante 1a Forme bilinda ire non dégéndérée e . On 2 done
'm{uo} =X 1 ; le déterminant D(u®) g2y
métri% 4, e% ge note Blu). Les isomdtr

clle le déterminant de 1!'iso.
25 .de dfterninent 1 Lurmeﬂf

Y

we

un sous-groupe i’inﬁice s de G 3 on les appelle les déplocements d@g :
les autres stap llenﬁ aﬁtiﬁﬁ;lzce;ents. :

TUhe clesse importante &‘iscmét”ies est Ia suivent

&

_véfiété 11&69&?@ non 159tfope de E s on apnelle a?

 e% on note sv 1’ pplac%+iom sv(ﬁj ng(?)~¢;'71 &

nne Spplieatgan'}¢ilne &*orﬁre 7 éoae aafgcetlve ‘ esc l'cnsemble
. gl v v 3 5.

des »npints i -ﬂn%@ de S (c*rﬂct 2Y. Un i e$1~ ’ﬂire qac
] g : ‘{T

loute synbir

Qﬁ&»i@@ﬁ@t?le (1& plag slmple es
e daas ¥ eﬁ une. ba&c Oftﬁ@“@ﬂ Ie
e(&(“) (P*)} = (E(péf’)wny)}

lement, une

coee

Calenl intri

= e(P'-P) + 4e(p(21)- pm% mm (m W))
x ; an'é e h‘:

Eaciirag&gi ﬁi ﬁaﬁte iSO’“Tfle ) d‘erora 2 P&E uar &vmétfiée En-effét
ie lien des aiEiéag deg uQ&BLCS (P u{f)} 1’9338@31@ dés poiﬂts .

iﬁ?ﬁfi&ﬁts éeiﬁ ; e’est done une varlétf ing aire ¥ ; siQ est un point
deV , ona “(JgQ}“e(u(?)sQ}, done Q est dans le pléﬁ;éééiatear de
(»ga(P}), et V eat ozthevomale Lc droite (*ﬁui?}) ainsi-toat péiﬁt P
de E adnet uve @2ageetlﬂn artho*onule sur ¥, & muvoir'le milien de

,&( }) ; ceei pontre que ¥V ent non 1sotropc ek gue n es% Lo synétrie

par rapport & V .
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Pour que lo symétri Sy 801t un ddplmemeaa il feut et 11 suffit
que dim(E)-din(V) t paire.

Dans un espoce euclidien E de dipens sion finie m'z taute ia@métrie v}

egt b prodult d'zu plus ntl symdiries por Lapport & des hyperplans .

Dénonstrsg ﬁl@ﬂ,: prencns une basge afiinc‘be%««a@Pﬂ} de E telle
gue lo variété lindsire engendrée ne g? 5"’9Ej) s0it non

isotrope pour tout j {orthogonalisati o j. Hontrons, par réepr-
8

rence sur. j ,

H
&
i<
[te
o
(4]
=
(&)
®
[
=
fiad
e
l‘f
f:.‘;-
i-?a
ﬂl:.\

v3 dfau plus j symétries
par rapport & des hyperplans tel que '@v;? laisse inveriants
{#

les points Ei,pgur tout I<3 . Clest tr&v:zl pour gwﬁa On passe
&e & j+f en mpl 1§113nt v. pzf 1s ﬂvqiﬁrie per rapporit & 5 1%hy-
perplan ﬁédlqtear de {P ?uv (E }} (Izguel contient les I ponr
1<), ou par rien du teut Ii a&fflﬁ alers de prendre g:ﬁ*?;

{PS : j'a ltimpression que 1'isotropis ﬁ’a pas 4t6 assez bien

ai
exercisde)

o

Laid

horsgue n est pair.et gue u sst un déplacenent, u ne veut 8tre prodnit &

n+l1 sy

@

Stries (un tel produit &tant un sztidéplg@eﬁeﬂ%) ; elegt denc

un praaai% dtun nowbre pair 2nn de symbiries per ropport & deg.

hyperplans H?éauegﬁﬁ - Lorsqgue ceun-ci seont l*nvulremeﬁt indépendants,
i £ 7 > g

leur intersection est non vide, et u admet av neins un point invarisnt.

Sinon soit I Lt'intersection des diresctionsz des ﬁi 3 les varidtds lindsires

supplémentai res-orthozonales de ¥ sont laissdes globalement invorisntes

#izr u 3 et e

o8]

= £y o
t compatible avee le passase an guotient ﬁfﬂ {en termes
imagés "lleifet de u sur E ne ddnend que de son Effet sur E/D" et
"u est essentiellement un déplacenent dans l'espzce euclidien E[bﬁ)

Conclusions analeogues lorsqus n est impair et que u est un sntiddplocement




2 -~ Simllitudes.

On appelle gimilitude dfun espace euclidien B tdu%e permntetion u

de B pour laguelle il existe 2#0 dane K tel que e(a(@),u(Q))_e(P Q)
pour tous pomts ?,Q de E . Le nombre a, gui est déterminé de fagmu

unigue par w o, s'appelle le multlglwntcur de u. Ge lemme démomrél_;;sa

n%1 nmontre gutune similitude est une cmn:.formatlon 1méazre Jhnm

Une cear’zc'bc’mise'i:} on de lltudes e.a.t 1 sm.vante ¢ ce sont le'-_s,

.tran 10‘vworiemw lind ﬂireq “F mes qm coaservenﬁ 1fmr’tﬁm cmal:.té.

:}c’%mms“bzﬂtwr s cm p scua' a l’e pme des traﬂslaﬁwm af; cm m@*e

sz?v‘} E.e 53 oﬁuw ealaz;re de deux veeueuru ; _11@3?38« Lfaypcﬂ:”m,s@ ‘

ane Qf '

¥ ~» Bl ""‘V-'-":,‘e'i: I B*(.a:,g) anb le m@ue nayﬂaa, el}.es sm:ﬁ: prap@ra
"i:wﬁneliég et on a ’3*(2:,;5} = a(x} B(:_@;g) (a{.,,,,)g B”) Ew‘ealcalﬁn't
Bf(x-s-:cf Z) de deux iwgono d:.fféreﬂteu on cbtlem;

{1) ‘ @{Xﬁz')(B ,l)+ﬁ€x? ;2;)) = a(z}B(xgx)-!- a(z’)ﬂ{x?@g)
Piﬁeﬁam alors .gﬁg? ety arthognml &= mais non & ax! ; (1)
donne afz+x')=a{z). De mBme ja-{§+§;* J=a(x1). Done a{g) est
eéris-tam’:&» - - ‘

a0

Les similitndes de T m,m&n"a un frompa, u{.h) 3’9@@11(3‘"’@103 R~ m(.x)
: (m{a)f%mul‘tiplic f;eu,::} est un hcmamw@hz me de  S(E) dans E dont le
noyan est le-gzémpe & ﬁes isamé”sries de 2 (Remarguer gue ee nlest pas

en énézﬂl une mmgeetlsfz) Le zroupe des synméirics contient aussi le

_‘ iy

sroupe des b mo‘thetlewtr slations »(§ 3,095}, le multiplicatenr d'une
heémthé’i;iemtx»aﬁslatiaﬁ Stant le carré de son rappori. "




=BG

7

Une gipi litude v de Z agit sur llespace T des tran lqtlcns de £ et
done Euoli sur s2 pulssance extérieure n-idme (nwdlm(n))‘ On en déduit

isdnent gue l'on o (D(u)}2 = (m(u))". ﬁane,vsi n est impalr,le mnlti-

1'ﬂateur'm u) est un carré b°

et 1'on o Blu) =+ p?, 81 n=2q est pair,
on a D(u) + (m(u))? § les sirmilitudes u dc déterninant égal

(m{u))? sont dites direcites, et forment un sousngfaupe-ﬂiatingmé

dtindice 2 de ‘q(E)" les zutres sont iitesfiﬁyf«V
'Toute iﬁilitade g dont le ﬁaltlplleaceur : 'st’un corrd (en perti-

caller tsm te similitnde d'un espace enc11

dimen lon,Lmla re )

est 1c aroéui% dfune nonothdti@ et dtune is omﬁ ‘
. zm §é%nt fixe P ; on
2lors u avee lfhaaethétlm de ﬁéﬁtre P ot de rapport o= s
* = olu) 5 on obtient. une 1gematmlea ': , -

“mgk@ﬂmﬁ - Jﬁﬁs le cas ok n=2q est pai A t e& ls forme guadraticne
£ eut dtindice g, il y 2 deux classés dé vwrzﬁfés lindeires tota-
16@ nt is twopes de ¢in ensmcn q {plau préclsé“ent deux elasses de
’ir(etiOﬁu d*}@eil es). Bt les siﬂilltades.é’reeteg sont ell&ﬁ gui
lais eat ces clagses “lahale%ﬁﬂi inve Wiaﬂtew, tondis que les s

1

mili-

i
t-0¢ plus gulun exsrcice ¢

inverses les e h:-@eﬂ%a Hhig

&
e
(B
;;‘:;

ﬂ)

Une ﬁiri“i%ii@ s de multiplies ceny % 1 adnet un voint invemisnt et

Py

un ssul (Bemarquer que I’EXtQQSiGQ de 8 & l'espace des tronslztions

~ ;
i3 J e

m

. 12

nfadmet pas 1 pour valeur propre ; c¢f. &%at 2,

ey

Solent O un point de l'espace suclidien E , et 2 un élément non nnl .

de K . On appelle inversion de n@i@ 0 ot de pulssanee 2 =t on note

xirezzi

I{0,2) 12 pernutation du complénentaire dn Tcbne isotrope™ ae aommet ©

gui, & tout point P fait correspondre le point P' défini par



He A
P10 = a.e(0,B)~F. (2-0).
Une telle inversion est une permutation d'ordre 2. Of o
e(0,2)e(0,21) = a? , ot (20,
Le rédacteur se refuse & _gxinir le (ou les ?) inverses d'un
point du ebne isotrope. '

Lfinverse'ﬂ*ame gphdre S pe passant pag par O es% une sphere (nudula

le eBne isotropel. En cffet, p-dé@ignﬂnﬁ l2 puiss aﬁee dc O par %ppﬁft'

s ge e

a8 , 8 est @lobaler ﬂ% inveriznte par I(Q,p) e;ram@ne'algré &

IéO +2) par ﬂumothétme de centre 0 et de rapyofs %/p ﬁﬁ””

L’lnvev“e a*une 9§hgre S de epatre & Qﬂ sant_par O @m% un hvpernlan 4

BEPHE hfvul?ire & 0& (ra&u¥@ le o@ne 1udtroye)slﬁ%g ias @al@ﬂl de :

fo y}

“azifeﬂ de Pr. 0. F,ﬂ; ‘ ' " i :

3mfuque I ne eoﬁtlent p 53 de dfOiL&u ig nirgyeg,_Lé re ﬁfieﬁien

ﬁa 19 mvbrbmoﬁ prmeé&en?e es? ame qpnlicaslan bﬂunivoeuc ﬁu

‘emmpi mcmi de 0 dans § sur lﬁhype%plnm H wLnggbu Taanﬁge‘

@e%ﬁb 20D 1 .mﬁi@n gta 3%511@ ia pro 3eaﬁ10n stdvémmrnrhiqum de S
s H . Aux ”ﬂﬁuﬂm“ﬂﬂt?esw de E eow mueﬂt paw yr@ge&zzaﬁ

;twrvcvrﬁhhxwac 1@@ ﬁacas-sghcnes” gt les va¢1etﬁs 11neﬂlxes de H.

ﬂpaixeﬂtlaﬁ : por invefé?aﬁ de pBHle E 12 zech efche é*nﬁ@ @Bhér@

kg
&

2H

.5saa% par n+t p@Ln‘, (PB,..,Q¢ ) ”0rm at une baze afflﬁ@

2

e E ot tels gue les droites P P uslcnﬁ non 1D0bropes) se
rcrvn@ & eelle dtun aypbfplaa passant par n points axfinemenﬁ
Lnﬂgperaan%s. J*a& (par une seconde netﬂﬁae) llexistence et

1*uﬁx¢1té de lo solution.
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$ 7 — ESPACES TUCLIDIENS PARFATTS.
1 - Générolitds. o

On appelle espaee cuclidien parfait un espace euclidien tel que, pour
tous points P,Q de E, e(?,Q) soit vn carré dens K. Alors, dons le vecto-
: riel‘servant & définir B (et dans tout veectoricl obtenu 2 pertir de B
par centrage), les valeurs prises par lz forme'quadratique'f'éen% toutes

des carrés. De mlme pour la forme quadratique e(x} sur Lllespace des
%renslations T de B . Si l'on rapporte l'un de ceuz~ci & une base oriho-
gonale (Ei)g le f2i%t que f(§&} est un carréd a? montre gue lo base

“ﬁ(azigi) est une ‘base orthonormale. Done toute somme de earrés @!'éléments

‘@e X est un corré dans X (si dim(E) 2 2) ; em»d’éaﬁre@ termes K est un
- corps ggggggoricien (Exemples ¢ algébriqa@@éﬁﬁkéib A ordonné mezimsl).
Ceci montre aussi que fout carré dans K est un '31P,Q).

Lorsgue E est un espace cuclidien paﬁfait, le multiplicatenr de %oute
‘similitude est un carré. Dome toute similitnde esh produit d'une
‘homothétie eﬁ'd’uﬁe ié0métrie‘

Jans un espaee eunclidisn parfait lés syhéres non vides sont celles
| éamt_l*éz%@asion-est*uﬂ'carré. ’ _

51 V et V! sont deux variétés linéaires affines de mfme dimension ot

non isotrepes d'un espace euclidien parfait, il existe un déplacement

(ﬁanﬁ E) transformont V en V4. (Par trans lation on peut supposer qgue ¥
‘et V' ont um point commun, et centrer ; alors les restrictions de la

forme quadratique & V' et ¥V sont équiveolentes EPUL arthenﬁfﬁalisétiaﬁ) 2
on cmaclut &a moyen du the. ée Witt). ' .
Cong 1&@?9&3 les orientations de E corres g@ﬂﬁ@ﬂi 2l SOUS-ZT oupe de K
rédalt & l*élﬂreﬁt unité (ef. §4,n%), elest-i~dire les 61l6ments non nuls
de /% T . Liorientation d'une base or thonormalc de B n'est susceptible

que de deux veleurs, d'milleurs opposdes. D'oh deux classes de bases
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orthonornales de £ ; les déplacements les conservent et les sntidéplace-
ments les échangent. Orienter E, clest choisir une de ces orientations

(ou une de ces clausses), et appeler directes (resp. réirpsrades) les bases
de cette classe (resp. de l'antre). e

a2 - Cag d'un corps ordonné pythaﬁoricien {en particulier moximal).

Conmidérons nn egpace @ucllazen pmria1+ E sur un corps ordonné QV%hnamriw

s, y a

cien 3 alors 1z fewme ‘qua dretigue I est girictement pOSLﬁqu (or ﬁeﬂﬁ?ium

‘lisation). Les e(? @), e“ten31wnm ﬂe sphmrem nen'vmaeu ei mnlt zplme teurs
e ﬂlmiliﬁudcs sont alers powltifs. Jistanece d(EyQ),“&°denm poinﬁﬁ;

e (g) Je ', Poinﬁ de

(= \je(?,a)) mrﬂe acl:n.riler:me ﬂ;{gﬁ &*zm vec%@ur x:’

droites iso ?@ge

et indgalité
yrnjeeﬁiﬁn-az‘ H%le p (Pj est le pczmt de. V qul'eu

de P . Rayon
intérieur, extéricur, bouleu- ppelle rapport diu

wghere aoﬁ vide (ﬁamnde &cnt= 

‘ﬂalilplmegueuf‘h” {aﬁ h‘>>0) Te nombre SEa{E{s}},b
Tes aﬂinntﬂtzﬁns ées base@ artﬂ@no“ 1ﬂs de E (n cc%rﬂsp@n&emt
2ax éeux Grloat %10ﬁ“ éﬁflﬂles au moyen du saau~g£eape K é 4 B a)

Las similztaﬁes ﬂe rqpn@rt §> O %cs ﬁomqe%vpnt les ﬂm%res les nchan@ents

W‘.’Q

upposons ae plus gue K “slﬁ un corps Gw&snné mwxxmal, ‘Alors *oute
ﬁ@h@r& d?exfensmsm p@@ltlve ent ﬂﬁﬂ vide. Bfou s csm&iﬁ:@n &e rencenﬁre

d%une sphare o% dtune v”ﬂleﬁe 11ueal&ef et condition de r&nconﬁ?e de

deux sphires {diataﬁ@e des cenﬁreSAen%re la somme et la'dxfférence_
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§ 6 - GHOMETRIE FUCLIDIENNE PLANE. ANGESS.

1 ~ Zotations et similitudes.

Soit E un plan euclidien sur un corps X. Tous &tudierons dlzbord les

b )

similitudes et isomdtries de E laissant fixe Gk point 0 de E . Par

p...

ce‘ﬂtx- age en O, E devient un espsee veetior riel, mﬁi dtone forme quadra-

Y.%ique notée e . Par orthogonalisstion sapposonﬁ__cghoisie une base de E
telle gne elx) = ax° éf (=, et x, étant 185 composantes du vecteur
5 B ,. = z = e : - 9 2o : ‘:':v::‘;: — . 4 3
X). Alors E s'identifie & X ; s identificrons lui-pépe &

Etant domzé un ¢lément
o

x = x?+ﬁé:% :"ée_'K? s nOUS noterons x = X.i»ng;” on conjueud, éafz)

sa “fig;m@ 2 Ir{x) = zxix v
(1) éﬁfé) = alilx) (Z.1) = a-Tr(zg’) - ,
Lorsque _m%:gj'—.» nitest pas zm carré, XK' e¢ot un eorps, e% y*a point de croi-n

tes isotropes. Torsgque -n’z)f"a estan carrs 025 yia des diviseurs de Z8ro

e

dans XK' 3 ceux-ei forment les deux droites isotropes (d*dguations

ex,+t 3, = 0) ; forme :r_-;;:.,;spcsr%ée & 12 base e+i, e-i'.

Une ginilitude s de E laissant O fixe est une application K-linésire
*aelle que H{s.x) = mls).¥(x) (n(s) sml““‘p}.:.ea'tcaz) ; posons y=s.i

1ts >p1:i.ca%;ien gfsx —> yx  est une's::.mlli;zme (%:zul*siplieativité des

normes) de méne multiplicateur W(y) que s, ot tells que s.1 =s8'.1 = y.

Alors u = ss¥”’ est une isomdtric laissant 1 invariant ; comme, d'aprds

(1), on & Tr(u.x) = Tr(z), on doit avoir mei =% i § clest done

1734 emi@é o 1= con j ugaison. Ainsi les sinilitudes loissant O fixe
>

sont de ia forme (2) ,>E ou x —»EQ:-, oh y est non isotrope

{2fin que 1e altlplz.eatear T(y) soit ;éo) les premidres sont les

!-lo
Ho
[
Ho
o
&
£
o
]

directes (cer det(s)=N(y) ; ef. § 5, 'n°2),' et forment




un sous-groupe d'indice 2 ; les =utres sont les similitudes inverses.
% e
Lo matrice de x —» est ( “ ol = ¥, 4+y.i
E - 7 y, ) (o8 ¥ =ydy.1) '
Les isomdtriecs sont de 1z forme (2) avee B(y)=1, les premidres étant

leg’ dépl@eencnﬁb (oun rotations), les autres les antidén”hce:bnto. Ces -

dmrnier ne sont d'aillsurs avires que les syggbfiesvpar repport anf

dr01%es non igotropes.

Geéﬁ nous donne u031t6t iz stxqciuwe des TTOEPGQ Sf”eﬁ 0% des simili-

tude s dircc% es at &eﬂ ro+ﬁt10ns 1 issant O 1nv rlﬁmt*;
2} c‘*:i. e eg a?lndzce O, s* est iecaorphe-é o et
51

i zroupe des
‘élﬁrcntb de norﬂevi (cadmée de 6 Sments z/z° dfap '

b) 8i e eut at

ﬁﬁlﬁ@ 1, on passe & l@ base (e+i,c-1,

fae'~ Tout 5lnment'x de norme 1 ost de 1s forme z/ze

{ga warche ayssi éé&s le eas é in?lce 1), o& z est ééter:zné

o

an eleaeat de I

i

k|

ﬂs* Prenant z :-T+€i (16 ¢gas l=is sé de cBté

*ﬂfrﬁw“eﬁaﬁ en pren ant t infini), la patrice de la rotation

o
(9
9
o0
w

~> yx siferit, ap un petif caleul s
5 [ -{b/a)%e -2{b/z}¢t

)' 4 2% ?«{b/g)t{’
- Miansente de 1llare noitign.

)

)
]
b
(f)
e
kg
g
<5
(G}
e
(¢
[&]
=t
QV ’
Jost
0

o

£

Pour que toute sim illtuée de E soit lc produit d'une homothéiie et

dfune isombiric, il faut et il suffit que (On 2 vu le

¥
"il suffit? an § f5 pour 1z mj 1 faut? on remorquc quc les mult1pliea~




2 = Anﬂlee de droites

Ia ,oﬁﬁule SeX
groupe 8 opére

Tangente.
= ¥X pour une

62 -

ginmilitude dGivecie g montre gue le
tronsitiverment sur 1l'ensemble des weeteurs non isotropes

de E , done sux lfenseuble deq droitez non isotropes possant par O-.

Les similitudes direectes lzises

non isotrope passent par O s

Y € E) ;5 elles laisseat zlors

par O ; riotons

Etant donndes

similitudes & telles gue s(¢

z2ppelle iiéléﬁeﬂt

couple de droites (B,D'}), o

|

des simili

-

foid

poeg

4]

tivement le groupe A_ = §V/

de az01ﬁ»s}

{3) iﬁ,B)-G

Lau

e
=
o
5]
o
ale
[«-J
[a]
t-l
£9
in‘
( D
{1 )
]
o
it
ey
=
©
{3y
&
Q
e
S
D

0
ol
Q
&
g
@
&
[t
W
0

es
correspondent du groupe guotient ?fH 1’?nﬁle du

ou ltanzle que_fai% e uvec B ou liangle

o E
les formules o
N PN
{D,D)=-(D* D

¢ le groupe -ﬁa

by 4

amenaat 3 sur DY s

(8 34)

1z note (“,M }- En notant addi-

(guton =2ppelle le groupe des ansles

N N
(B,BW ):(;}?}j! }+(§)9 ,DF } -

:
SL

Kg;/xm si 1a forme est

clle et dtindice 1.

et
(Bigzﬂ)zf QD )} sont Sguivalentes

puisgue A est'abmliea ; clleG expriment gu'il exists une simllituée

o

directe anenant

4 eﬁ'Dz et B; en Eé.

&

Comme 1l'orthozonslitsé est conmservée vor similitude ltangle (D,D?
& 4 : : : 2

dtun couple de droitss orthozonales osh

l'appelle L'znole droite. Ctest 1‘un Gue

1'équation 20 =

-

C dans 4

indépendant de ce couple. On

solution non nulle de

[



En effet une sirmilitude s(x)=yx dont l'angle satisfait 3
20 = 0 2 pour carré une homothétie ; sutrement dit ‘g?e Xz
d'ot yeX ou yeKi . Dans le premier cas son angle est nul,
dang le sccond il est droit.
Définition de llanzle d¢e ‘deux droites Qaelconqaes de E por tronsleotiond
Une classe de similitudes mod. " détermine de iﬂgon pnigue une simi-
1itadé de la forme X% ;>(1+t1) {2i son ﬂnvle ntest pas éroitﬁ“g
sinon lf0ﬂ.paae = o0 ) On p%@lle % 19 gﬁgen+e de 1’&?@19 o 6g31 
2 cetie clo e de szrilx+uoe5(p&r raﬁport & la base . grthos onﬁle choisis
dans u), et-on Ia nﬂte t@ a 3. ~*eat un élmm nt de K' « Deux bwses
orthefnnblcs se aﬁaazsanﬁ l'une &e l'ﬂutre ;aﬁ al“lll%&ﬁe ﬁonnent 1eu
'n@mes tanwentes._ Tan~ente~pente. Le cachL de (1+%i)(1+%'1) ﬁonne
>(A) ﬁﬂ{&+&‘) (tﬁ @ + tﬂ d”l/(i— (q/a)ﬁg %o tu},

(avec les wécautionb d*aaa@e sur oo
E;

leéféfeites aﬁfopea I et J ont pouw ncnﬁes h/e et ~3/c s Gtan

&

uenﬂccﬁ une: croiﬁ" noun 1@oﬁiope D sbbsant l? lee avec
liﬁxc tpieln D,s le bzrﬂngart (I,d BQ*D) eut éza
(1-cotg x)/??%cszg %)
T334apert‘é-n.gg {on K oo noins 1es &eax Pﬂinba g;cg -1!e), at
noyen ée 1’ﬂnplleﬂﬁlon o ’%%’t” & 4, de 1’ Gaiti oa stz Af .

7

J = ﬁﬁgl&s de droites raiat&eg. anas ek cosinus

2

I groape 0" ges otﬁtxonw 1ﬁiﬂzuﬂt 0 lﬂV¢¢1”nﬁ p*opure Eus en géné-
ral traﬂsi%ivement sur 1*@& e”L?e &e awcite non isg o%foyes p:saan*
var 0 : en effet, 51 D reaeani e cevtﬂiu esrele c ae CC?GfC G, ﬁautes

ses tramsfafﬁmes par rototions eorvent rencontrer G, ce qal ntest pas

1le ca2s de toutes les droites si E n'est pes un espace euclidien pezfait.




4
Parp conﬁre ]

rotation

-~ Dl -
opere transitivement sur tout cercle C de centre 0 (12

—>(2Y/z)-x anensnt le point z de C an point z' de @ , et

[
veazide

celle-ci est aniquel.

Ztant donnd

an cercle C de centre 0, on appelle droite pointde

(relative & C) tout couple {D,x) ok D est une droite passant par O of

rencontrant C,

o Qote Qg

K

des droits

»

)

at o&,g,eﬁt 1'un de ses deuw points de rencontre svee C -
rne telle droiie pointée, et Lion dit ¢ gntelle est poritde

oite D porte deuxz droites imim%éessﬂy et D _ . Tfennenbie
- :

=T wasii

pointées est en correspondance biunmivogue svee § ap noyen

ation d'équivalence | (Qﬁ,%éjf\f(ﬁ '9‘¢g) (zesp. (z,3) vz xt))

entre couples de droises-pein%ées (resp. de points de C) définie par

Yune rotatioc

correspondant A

f&’}

néne un cavyle sur lfantre?. Leg ensembles quetients

- et Aﬁ scnﬁ appelds llensspble des anzles de droites

: 4

mRRESty

pointdes et llensemble: des dearts circulaires (sur C) 3 12 elasse du

(Bx,Eﬁ) {respe (2,3)) se note (D

x’?&} (resps (z,y))

sfappelle 1'ansle des droites pointdes DD, (resp. L'Geart cirenlsire

L

des poinfs x,y de €¢). hes enserbles &' ef ﬁc~$an% en corresnondsnee -

binnivogne ¢
corresvondant &
rszaELeﬂ est

et & Acfla str

: = .
- *. - >
angnique aveec le groupe O d@&=£0%8¥lﬁﬂs, (E,,?X) et (x,¥)

19 inique rotation gz — {g/2).2 anenant X en ¥y ; cette

dléﬁ le rotation dfansle (EX’?X)& On transporte & AT

ueture de groupe de G+,-ce aul en fait des groupes abéliens,

Kooy ey

ecditivenent. Formules analogues su formnles (3) (n%2).

gufon note

Anzle plat

"q,B )g tnique solution non ﬂulle de 20 = 0 dons A7 .

L'application (JT,E*g) —> (D,D') est un horamﬁrnﬂlsme de &* dans &, . -

. RS ;
poudre un 2ncle de droites § 2 un av*le 9 de droites pointées

& o -
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Son noyau est (O,plat). Il est obtenu par tronsport de l'honomorphisme
canonigue O+-%>Sf/ﬁ . oon image Ag est isomorphe & Of/(identité,symétrie)-
Et2nt donnée un nnﬁle seat » 12 Totation d’ﬂmﬁle 8 est dthWﬁiﬂé

de'fagon unigpe 3 "i nows l’merivoau X ~—> JeX , OB ‘i = y1 + jgi 5
lfon mppelle.va.ut yq le cos 1nus et 1c sinus de . 9, (par rapport & la
base ChOi“LE) et on les note eoseﬂ & uiﬂ 0 . ﬁe faié que I(y)=t L
donne la veTQtlon : e ‘

(53 cos°0 + (g/a)'siﬁ?e<=

ok

(qul est é’ illcurs nde ai*e @

ci*
5}
bt
fedy -
[
Fade -
fix)
2}
=
o
(48]
o
<
&
o3

solent le cosinus ot 1e sinus atnm ré»e onzle). g§1

vGGSLH&O ne c-'nvcut pas sl l’en chaﬁ,e de base Oﬁt

Rels tzans eﬁtrﬁ sin 0 , cos © ot tg £ _(@ g='“

=
&

respondant a lﬂznﬁle 3 de droites pointées ; on na%e sauveﬁ% tﬂ g bty

lieu de tz e.} + g 0 = sin 0fcos 0, 1+(b/ﬁ )t2°0 = cos 29 -

Exerciee 3 @ecvauver iw form aie d' a&ztlsm des ﬁaﬁ entes 3 g@rtlv de
ceiles &e e et COuLﬂ&n- - |
Ganﬂidéranh lﬂ rotation x—> (0 }x dtenzle ¢ ; elle ombrie Llaxe
_“zﬁel” pelnt’ par 1 , soit ET.’ snr 1a droite pexﬁﬁée’ﬁ;,;{ﬁ Stont iei
le cercle unité). On peut échQe g0} r(8)~wj%_ ; 5§1§ est d6ter—
miné & un éiéﬂeuﬁ ge K oS- I1 corre syond éaﬁc 5 0 pne droite bien .
éétermimée B{o) {liecn des points z)- En ﬂatauﬁ tkéa'ﬁemt&
{cededs 12 %éaéeaie de 1’ n'lc qae :axﬁ B(G} avee 1laxze rﬁelj, on a
(ef. n%1) les formules :
(5) eos 0= (1- (g/a)t )/{f+€b!q)%“), gipn 8 = Et/(i+(b/a)t 3 ;
(7) t = sin @/(T+cas 6)
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P P

Lo multiplicativits de ltapplication Z ~¢»m'gf montre que 1’anplieﬁtia1
biunivogue (qg’on note 0 —>» ; 9), gqui f2it eorrespondre l'anmle ©
de droites pointdes 1'any 1e (ec a"oi%ee) gue fﬁit (0) avee 1llaxe réel,

o : + e
est un jgomorvhisme de A” sur A, - Ie formule r(G)=‘g/ ® montre

t'}
e
Q
Jte
o
[0
e}
-

aussitht sue llon a 8 = 2. (! 9} "et'r{@) sont gyndtriques
z L =5

par rapport 4 la droite uﬁﬂ), lzdite sypétris éﬁaﬁt z;-1£{§{§9)§3 s

done B{0) est l'une des éeaz bisseetrices des Groites portant D1 ek

&

D, s on l'appeclle 1= bigsectrice intéricure éas droites peintéeé B?

z : =
i : . s .
et ?g

Cn remarcuers ghe c”ast 14 le seul cas of denx droites ont des

higsee twlﬁea ‘non rédnites & 0 ¢ le ess oh elles rencontrent les

Pour eeux qul a'auvvalent pas compris, voiel un aiz:rﬂmwe =

L
A ;o Lo, angle droit)
G e A.'*‘ o ;0 éf’s‘g %G
%@
g

4 - G?S Q?Ln corns ordonné. Anrles de écq1~dfolteo,'gcctear ansulaires.

L un plan euelidien sur un corps ordonnd X (mBmes nototions

gulfan ﬁoi). On voit aussi 8t (comme ci-dessus) gue le groupe 5 des

CT'

SoL
similitudes directes laissont O fixe opdre tronsitivement sur 1l'ensemble
= e g
ies demi-droites non isgtropes dlorigine O, et gue le sons— groupe de S
loissant une deni-d iroite invarisnite leg lsisse toutes invariontes -

ctest lz sous- gxaupe B deu_somst”gt s de fepport >0,
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Belation d'éouivslence ‘r : i i 3
N K:) diivalence entre couples de demi-droites. Ansle (D,D1)

def"' _‘“‘m"" ‘!-:‘“; - "' " . z '.v' g < s 1 & : :
3 deni-droites D,D' comme élément du gquotient 3 ouverture du secteur

angulaire " 8(D,D'). Ls groupe A des ansles de demi~droites 35 il est
cenoniquenent izomorphe 4 ?i/H*
Anglésfaaillénts‘et truntg {of.sectours ﬂn”ul 1fes,§:1;n°3)
ﬁngle‘pla@.‘ﬁss'ééux anzles droits. ‘ ‘
bngle de droites cofréépdnéént 3 un ang ‘le de demlmdwoiQGs ;Vbemcmof-
phisnoe A-zmﬁ %%ﬂnupavto de l'houomovphzc ne canonlque 'SjVH*;éf Sﬁ/H >
son ﬁo;aa esth {0 @n”le yl t) 3’0& 1 iqa* tb.{ﬁan angle de éemi~dréiteé

(gui ne 1z dﬂtazminﬂ pﬂs)

Y = T . . -
four 1e gz@ ns e% le cosinus, ¢2 va moins bieﬁ,'eaf il fout extvs'?e

des raci

0
)
fer]
o
@1
Oy
6]
1]
. ]
o
]
3]
j ]
=
-y
5
D
e
m
9
&t
{
s
H
fstn
o
D
ke
ys
[$3)
=
o
f§
S
o
(4]
e
15
]
0]
tf
(]
H
fD
C‘.’a
ﬁl:
()

e domgy. n E2S :
centre O, alle le rencontre en un seul 901nb X 4 e% ceez associe une

droite polniée a1, On chr?a done parler de 1 B

.;f&u

D, mfis 3o en % ok A qae droites poiatﬁe“ (ct ”Oﬂﬁ

.5§38mwe de A ﬁﬁi

me'-_‘u.x;‘-ﬁ‘i+ st . 5
identifie a8 {0 atj :CQililanﬁ & un Qmwuwﬂﬁaape de @i/F ear'
éi}), et ses Sléments pocsddent {10@ vei é L) un sinus et

ot wt

un Cﬁsiﬂugg'”

Voici un 84

e

RS

‘é. “’E’T;?ir%i?
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Etant donné un vecteur non isotrope .z de B (c.&.d. un $lénent inver-

sible de 1lt'=2lzdbre cusdratique X') on appelle applitede de 2z et on note

i RN ARCTAA A 0

Am(z) liangle que fait la deni-dwpoite diorigine C ﬂ”&ﬁ:. por % avec
ls deni-droite wﬁel pogitif. Heprdsentation g -2 &m(g} du groupe nuliti-
plicatif de XK' sur le zronpe 2d4ditif A . On o &m(ﬁﬁ)n.m&m{z) i

i WS

gﬁcjy-ﬁ, et AM{%Q} = Am{z} =i 2J0<i Q .

Etant donnds deux points X,y d'un wBme cerele C de centre 0, on
2ppelle are dlorigine x et dlextrdnité y L'intersection de U et du secteur

angulaire &{(_,D_) 5 noté =xy ; amplitude Ge cet ave (8zale & lléeart

D_ -oprdés identifieation)

Définition de ltzangle de deux demi-droites qaelgﬁng&es ée B (par

?

]
L)
L3
e
e
&
=
@
o
)
0]
O]

anzles dtun triansle (oui), d'un polysBne con-

(i

5 - Angle inserit 2% anzgle =2u centre.

Congidérons un eercle C de centre O, deux points P,Q de G, et ur

troisidme point W de C. Dans le eas pénér 31 on ne peuﬁ-ﬁcnsiderer gue

passant par I , 1'utilisation d'une propridts cEzanﬁrée»aux bissectrices
(a03) et on petit calcul dlangles ((I2, W) = ,ﬂﬁ}+(£ﬁgvﬁ}g»--e)

oy

montrent gue l'ansle de droites (1P, MR) gt ool & Va,C%) ({(0r,0Q)

2

étant un anzle de droites pointées). Récipro oguenment le 1ieu des points

dfof "l'on voit® deux points doands P aﬁ.?_BOLa-vﬂ anrle cons tant

(de droites) est un gex cle {non vide, et ftout @Lti%f},@as%aﬁ% pay P et 4.

ne peut ¥ avoir plus dfun point du lien (en dehioxs de P} . On

B
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N K g

Zorsque 1e éorps K ezt ordonné, on peat pérler de lfanﬁie”
droites (IP,IR). On 2 2(3?,3&) = {OP.0Q) ¢ ei iest sur eelui des

deux ares ﬁQ qui ccfﬂ spond 4 un seeteny LCﬁ%fﬂat (vesP.solllﬁntj

(7P,IR) veate condtﬁnt et éz2l & {0P,0B) (reop. (G:,03)+p19t), 0B ddsi
'ﬁﬂant 1* B eeﬁrlce 1ntxrleurb de OF o% GQ 1

i y'en g une)

Jaggj se si pli:zcﬁt beaucoap. Taaﬁ 'ﬂsfdéoiteé_tggr 0)

pmrwm eux on peut

leu angles aigus et 0§$QS~Q pré 1n 1"ne dc lenr

-

n pax init &c dinmension ﬁ;> 2 luu Adéplace-

t-'-j

die

e

1

Jansvan capﬂce 2uecl
,”emts (bc wlLliztudes ﬂdturellement auu31) cyéren%ltrzn tivement sur
1‘@ senb sle- ﬁcuvplﬂns. L@ﬁwnuz Cut qae certains &épaacemen nzéchangent

gnire nllcg les dv01tv», dvoites oiﬂtées ou denmi-droites dont on
"ini gqulsan
signe prds, et ¢o ne doune pos de zroupe. On e tout de mfme un cosinus

2

vsuﬁrait chefﬁhek.l'aﬂgle- Gelui-ci ne p@Lt aone gtre 4

{Ds
ety

mles su moyen du proluit sealaire.

by
@
£
{3

y

e
?
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On peut aussi faire la théorie des angles diddres, ou angles d'hyper-
plang. lzis il n'y 2 pas besoin de supposer E parfait, ear ctest trivial:

on s'iadait'sur le plen perpendiculaire aux deux Lyperplsns donnéds.

T = Généraliaaﬁion guzternionigne ét muiltidifensionnelle.

Tous avonz v an n%t conmment Eeé similitudes de la zéombtrie plane
stinterprétent conme multiplications de ®nombres eomplexes“, et nous en
avons 844 fort sise. Totre but est de faire icl le m%me coup aux eSpaees
de dimension 4, et cecl au moyen des gusbernions.

Considérons une forme qua adratigue sur E , rﬂpnartﬁs & uﬂe'base
ﬁr%h@nﬁrm&le,.s@it @Lg) = aixf o+ agxé + aﬁz” + a4 4 . Comme l= abrﬁé?
du guaternien ¥yt yﬁz + 3 fﬁi 4 jfk {relatif au couple (ec,d}) est
; y? = ayﬁ,— dyB + eﬁy s Son discriminant est un ea?ré»@~ﬁ¢s;n§f1n=qu§v

e(“ s0it% @EcpaLthﬁﬁel.é H(x), nous devons done su@@aser que son

Llserlmiaant aiaza?af est un carré. . |
| S1i1 nlen e@% p s aing 1, 1%on étend qawaﬁaulquament le c@rps Kfié‘
qui cﬁmplique un peu les choses. e ';

Llors a?mﬁjaga3 est un carrd, et, en rerpl%g@nt l*anvdes z; par un
FEoRR tiple ecnveﬁ ble@ 1%on pent uappo er que g, 4 = apaB « Alors, si
Lion as sacie u.vecipar x 1e qaqtervxon xq*xPl + K}i X ¢m (relatif an
eouple «agfagg ~f7/a )), ona elx) = T(z).a, . ‘Pour Studier les
iS@métrleS et similitudes de B (laissant.0 fixe) aﬁ~peut donc supposer
que 1ton & elz) = N{x) . -

Ian multiplice thlté des nofmés montre que les applications

x ";=3 X et x —»x.a (ok g est non isotrope, e'est~&~dire inversible)

sont des similitudes de E . Réeiproguenent toute sinilitude directe s de E

{(telle gue s(i))ﬁ'#?ﬁ} egt de lo Forme x —> 2.x.3 (2,b iﬁvers-ihies).'
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Démonstration. On se remdne anssitBt an cas ok s8(1)=1 (s est
alors une is dtrie). Liespace des qvntcrnxcmﬂ ”nur“” est invo.

riant par s, en tont gue supplémentaires. 'thowoaﬂl de llaxze réel ;
s | l 4
pour un tel quaternion x , on 2 X°E€EK , dton s{w J=x" et
:} o : ] TN s " L
a{g“}us@i).gﬁg) prisque s conserve leg NOTmes . b*au%r@ part, si x
8t y sont des quaternions purs, x.y est un guaternion pur ortho-

gonal & x et y 3 done s(xz.y) est de is forme a.slx).sly)

ia%&%} ; conme g conserve les NOrmes on deit avoir a=1 ou sm-1 :

le se ccﬁﬂ ced est exclus du fait gue

?fdejanzﬁcvnion K,

Eelemmmeetﬂer'mﬁﬁrf: quf e’e”s un ,Uis *phisﬁe
. =

s(x) = aax.a ;

oz

. On ren wqbér: 1&6 & est déterning &
un factenr sealaire non nul prds {e%i&é m%me 2 et b dens le cas
général) : n?y surait-il pss une certsine pﬂ:@ﬁbb entre le 4h.

ds olen~LOCther e? Ta the ;ﬁ o'

oy
)]
-
Qv
?""\
K"‘“’
o

ﬂee”en%s sont caractérisés par N(g.b)=1 . Ceci donne 1a

v

structure degs groupes des d5ﬁlﬂﬁemLfa5 ¢t deg gimilitudes directes de B .

et
&
0
@
&)

& cette néthode q%“iCTﬂfﬂﬁpi

eulier dans le csg "elassique?) 3 siner

des drolites isotrope (qu1 fournisge

Le cas d'un espoce euclidien © de dirension 3 se romdas & eelui de
12 dimension 4. Por maltiplication par une consvante on romdne 1o forwme
o ; : 2 s 3 -
elx) sur § & etre de iz form glz) - Gn¥s + Bofe + 8,8.%, , et 1'lon
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= o ; =
plonge B dens un espace euclidien E' de dipension 4 muni de la forme
b RIS O 2 W O - A LT
") % .I"j

gusdraticue et e : £ ;¢
jusdratign =Y {x) xy 4 qz@ E2 fpky + dﬂu7£/ » Llon o alors e!(z)=ll(x),

s

i 1'on identifie % ai cmotarnd /
gl 1'on identifie Z al quoternion 1+X%L + Zod + xm% (relatif =
(i b (e e s

[ 3

GGLPl@ ("“’l«w X "“?L"ﬁ) } .
9"’ net GOMDoTer Commes e 17 i i
1 peut comperer comme suit les %,af,:j,“_..@m de élz) et de e'(z) : on

Ty T N IIs 7 os ewilf N RTY : gl
rerarque que, si x est un é1l4nent non nut de X0 L'idéal K1z est

au noins de dimension 2 = ¥4 i &
mension 2 sur X (éerivons A=ty avec 2€K , veE ;

2 s s ‘ o o - ;
il existe ¥ dans E non icoﬁfﬁﬂﬁ et orthozonal & w : slors w a4y )

e o> 6

o i [ R DU SR T 5 .
et limczirement inddpendant de gty , comme on le voit en mettant
w dans une base du type (1,1.3.k)). Oz, si x est isotrope, tout

518ment 4 V2 Bat Afreies o8k ; i vy e :
t de Kz Vgi aussi isotrope. Done, =i e est dtindice 1, &' est

"?‘"s']ag S Poe A% & 8 iy - 2

glindiee €, egr, si XEK gtait 1#9&30@0, Tty aprait em commun
P 5 #} 7 K 2 9 o =

avec B (guoi est de dimension 3) un veeteur non nol et iﬁmtvoy@.

de Y lojsannt 1 yd s wp e ; !
‘wlquﬂu”l nveriant, donc sux rotations de 1o forme K~ﬁb@@ﬁs%~1

2
Ao
(¢}
<
o
{
&
£
{2y
fute
k4
(
Yo
pix
~
£
3%
Bt
-
ey
=]
-
#®
®s
=
£3
¢
1
]
Jedo
e
<
{64}
L:;
ﬁ:a
fr¥
(o]
(#r]
forka
W
"ﬁi
St
D
o
§
d
3
w0

‘similitodes s, elles sont & £ ors s {x 1
; s ©lles sont de 12 forme s{x) = GeXel , O sli) = c.1 €L

1 o
0Ons e £ o o =i e 2 7
Gone 3% = ﬁe‘a b en ‘%(;E) - @n%mﬁ& e ? ";%xf; :"‘f"‘:r—;* si-?- {:} ﬂv» & i’fffﬁ’i??@‘ffh—‘a"ﬂi@ @%

“ e

dfnn dénloremant v = g e doit 76 i : i
un déplecement, (comme il gse Goit en dimension lopaire).
o =
La "partie vectorielle? L{s.n®) a ‘ ; ;
ctoriell s{2~2") du guaternion 2 défin nt la
rotation X —» 8.3 a7l oot ates 5
L-—=>32.%-8 est portée par 1%axe de cetie roiation

¢ & permutant avee a) Lﬂ,ﬁglﬁ € de cette rotation
i = 3/ : |
5 8} = M{gﬁm {2~ 2 Dorsgue z et y sont des 414-

Bradints e o & 3 Fye 3 :
prodult Z.-¥ est 1o zomme du produit sealeire et




DIVERS, A AJOUTER OU A NE PAS AJOUTER.

Interprétation vrojective de la Géomdtrie Enelidienne.

Chacun sa2it gque, ul l'cn plonze un espace eucli“ien {considéré
comme espace affine) dans un espsee projectif P, les szm111+udes de L -

ae sont autres gue les trﬂmaformat*ons pmcjectiveu de P qui laissent

1nvaflante 1z varlotc a Dinfini des cﬁneg 1$o%ropeb, aite ombilicale.

On sait gu 8i- qae les variétds lindaire 'ootxoyesd B eorreapon&ent,f_
aux zénér: trlee gcctlli~nc“ de cet +c guadrique. I a2 deux
eanulars. 1) B’omb131cple est vide dﬁﬂs le ecas ﬁ’t{ ,owme d’znalce O

!est pas ici

un systéme de

”’ffet dire, per axenple gie les eqaaﬁf

w £ aéés’mphéres'senﬁ"
les 5quatioaaf Jéfequaeo qL1 se trouvent dans 1'% ii‘pmgendré par
1&3 &eax.éqaa" s définisss &0t omallmealo at efemﬁ encere moins ici
1z 1ié§_; f}aans 3&5&1 qae la ¢02mu1e de La aiy, &ell 2t anzle et

birapport, o a}ét& &égoﬂﬁrie au 9 8,n°2, ce gqui re 121 se que des tBpinades.
2) Le ﬂoanée'ﬁe itombilicale. ne A6finit 1a forme - quaaﬁwthue de la
Gfomdtrie Buclifienne gi's un fmeteur §&Cu ce quo lﬁ rﬁﬁa&%ﬂaa juge

ennuyeux.

;;»

5cmétriefaan eueli ienne.

Gn considlire un espoece nfo%ec%if'P pe une andrlqae Q deéQns {1tz bsola)?
ou phuths son égquation (& un iaeicuf prd s), et les tramQ£ormaﬁlons Pro-
1eet1vea de F’ 1 i ant @ ﬁlebﬁlhment invariante (ou platﬂt son éguation

invarisnte

fae

u ctagr pes) gu fa;t 34} groupe, et les classes
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dtintransitivité d'icelut sont &ites espaces non cuclidieng". il
revient éu nne de congidtrer f compe quotient d'un veeboriel V +1
Tund d'une forme guadratique, et de passer au qu0a16nt projeetif les
similitudes de V laissent llorisine fize (g.d.d. considdrer SO/H i

: groupe des similitudes laissant 0 fixe HO : homothéties de

@

centre 0). Le rédacteur de 1'état 1 a distingzué la gbombtrie elliptique
(quend ¥ est un espace enclidien parfait), et 1a géomdtrie hyperboligue

(guand V = un corps de base ordonnd mexzimal, et gue sa forme quadratiqaé”

egt dtindiee 1), et o 48Ffini distances et znsles dans ces deux ﬁéaretrles*
je me dispense de le recopier. Je ne m'oppose pas a_&eane ceei figure -
dane Bourbaki. Cepandz nt, si l'on vide 1'interpréiation projective

de la géombir ie‘eﬁ&liéi@nn@? la péthode précédenie d*lnﬁrcauetrgn des

]

”@Gﬁ”%fl”& nen cuclidiennes n'est rottachde & ?i@n“;;&%, gi 1'on ne v1ée
pasveetﬁe tnterprétation, 11 faudra dire comment 1%abs oln non enclidien
vient "d6pbnérer® (tangentiellement) en 1'ombilicazle enclidienne, ce qui

covn ho
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Gﬁamht ie pentosphérigue, evelideés de Dupin trﬁﬂhiarma+1em de Ll@»
e

Four gul nme prenez-vous, lhdame ? Je ne suis pas un ‘tlﬂﬁls%e.
C QEL%IE“ euclii nne de dimenoion b et de forme d'indice 3 .
Te 155 eteur ﬁ*ayergait gue ga figurait tout & 1la fin de 1'46%tat 1,

e fers un trés bel exercice.

toh

et pense gue
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Q@%&?@S de Cayley, géonm ﬁtf ¢ des zroupes cxzecptionnels, principe de

'fi&l lté &

Ce sont le# cyelides de Dupin de 1'an 2.000. Volr plus haut.

M)

érieux (et de facile). On s un corps ¥ ,

Voiei enfin gquelque chose de
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xtension quadratigue séparable de K,, nn vectoriel V sur K, et une

forme hermitienne sur V {re 2lative & l’ﬂv tomorphizme non identigue de X

3

sur K _}. On considdére les permntations de V de ‘la forme (transformotio
s

03
W

unitaire + translation). Et 1'on fait trotier son fne comme dars le
euclidien. Porme nétrigne. Produit sealaire.
Simiiitudes hermitiennes. Ce sont les %ransformsiions

l'egpace hermitien E gul conservent l'orthozonalitd hernitien

On remarguera gutun sspaee hermitien B” sur K o S0n ¢ spoce
2n
2. o - A i b LA - i - e - s mam g
aiffine Gucmwueﬁmi Eg sur K nmuni ire diegpace

iz forme métri-

enciidien. Les permn aﬁ;an ¢ & qui conpe

faeteny pres Pw%

affines sur ¥ - . Hois on ne prend comme similitudes

ire de paritd de.

( avec Wnc mes” an 1&&1 ﬁe-*earrésﬁ)¢ Isonétries

A

sipilitudes de mal pli&ﬁﬁ

eur ¥ ; en dimension

@
Gﬁ

hefﬁi%ienne esth Qv 1% i’ﬂﬁ@ wmm !éﬁi

£

b*efz 10&_?&311 faut héberger le groupe &%L”‘ & , chassé du chap.¥III.

nne ﬁrigiﬁé“e%

usent. Oa o

Te cos ofi B eot de dipension 2 est orusant.

ve (& un

gmn

ung haga :%Igwaﬁdic telle gue 1=z forme hcr:ztieﬁﬁ@ gié
_WGESUS pz<£) y{?i + Y. (a;%ﬂ%)a Eerivens ,K.z‘K;+KQi . (i“ﬁ.K
3 4 é ‘} ESIS e

r =% %xfi ym ~ xm»xgz imﬁ?gﬁ}.'Si lion identifie le point

? - e = =
fiﬁbg 3“2 - “wi‘iﬁ la forme hermiticnne s'Serit Hly) . Tes simili-
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de E de 12 forme L -—>2-¥y.-b (2,b ¢ quaternions) (§o,n 7)s et, comme
ce sont des applieations K~linéaires, clles doivent bermuter avec 1z

multlplfcatlon (& gauche) per i ; on doit done avolr g.i = i.g

{tlenog v01l¢ notre ﬁne‘), e'e°t~u.d1ra a.GKZ Kﬁé . L'élémenf*‘a
(gui doit etre 1nvpr“1hle) n'est déterming quti un facteur non nul de

K, vris (ear on s'orrance alors svee b). Diof le zroupe des similitudes

de E- (isomorphe a3 (£°x K':?gosé)/z*) Le multiplieatenr de la simili-
tude F->8.yb est Blz}.T(b) , et son dé%efmiasnt {sur &) est

2

_um(h) (2€X). Pour que ce soit une sim 1itmae Eyogge {O‘E“twuﬁdlfe
de ddéterninant dgal & (multiplieate )é i ﬁl/?) il .aut et il suffit

2 = -
gue 1'0? 2it g~ = I{g), c’est«u~éire aggK 3 al n lfen peut prendre

“::1 s et le groupe des °im.hll'f;lldeﬂ propras (3.-53 E eﬁ'i, Omﬂl’"})he f:'i-!l groupe
Wvlt?pileailf,de 1'algdbre de qﬁatgr ions opPosce e K. -

Le ﬁ%écseme foadanenuwl de 1s Gdond t Erojée%ivea

C’est celui gui 4it ga?uﬁe bijeetion ﬂfuﬂ n?ojeétif Gans un sutre
qui conserve lg aoplﬂnarlt€ (ou 10 collinéarité) est une ”seM1*prﬂgect1~
vitéﬂ =projectivitdé + l’ﬁﬁﬁfpﬁlmﬂe des cafpm ae hase}. Ceci fiﬁarait'
en Appenczce dans 17é&%tat 1. Et e'est un joli rﬂﬂultat- mg;u, comme on 2z
vidé les semi~pﬁejee%ivités de 1*6tat 1, il cemble difficile & szarder.

n joli résultat (fort culd) du mlme genre es% le suivant :  une
nerwat ation diune Jroxte pgogectlve gui conserve les divisions harmno—
nigues egst composée dfune projeetivissd ef dfon a&tcmcrghisme
{ca&aetﬁéz, bien sfr). Démomstraticn‘s on se rondne éussit&t’au cas‘o&
0,1 et oo sont iavarisnts ; alors l'on comsiate que la permutation f

satisfalt £(1/z)=1/2(z), 2(zlx+y)) = J2(x)42(y), 2{-x)ect(z)
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done £ est additive et £(1/x)=1/f(x) ; on conclut que £ est un auio-
morphisme an wmoyen ﬁ@'l'idenﬁiﬁé de Huz. Le théordme foﬂdamental de la -

GChondirie Projective se rambne & ce wésuliat au moyen des th. de
I¥nélalis ot de Céva (construction du 45He harmonique par la régle

seulement ; az;é 2, n°5)

Sont-ce 1& plus que de plaisans ezercices 2

aéamétwie .Vﬂplu&?lqﬁe.

_éacl d*cn eL her*ztlan.
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