Modélisation des SED

Theorie des langages
Automates a etats finis
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Un alphabet est un ensemble fini de symboles. Dans le cas d’un SED, un alphabet pourra
représenter 1 ’ensemble des événements d’entrée possibles d’un systéme

Exemple: 2 = {a,b}

Un mot (ou chaine ou s€équence) est une séquence finie d’¢léments d’un alphabet X
Exemple: abba est un mot défini sur 2.
— ¢ est le mot vide
—  2*represente I’ensemble de tous les mots que I’on peut construire sur 2 (¢ inclus)
exemple, 2" = {g, a, b, aa, bb, ab, ba, aaa, aab, abb, ...}

Un langage est un ensemble L de mots définis sur ’alphabet 2.
— C’est un sous-ensemble de T
— Exemple 2= {a, b, g},
e L1={g, a, ab}
« L2 = {ensemble des mots de longueur 3 commencant par a}
— langage fini (9 mots) : {aaa, aab, aag, aba, abb, abg, aga, agb, agg}

* L3 = {ensemble des mots commencant par a} — langage infini 57
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Soit deux langages L1, L2 C X*

UNION LiUL,={w:w&€Ljouw€&€L,}
INTERSECTION LiNL,={w:w&EeLjetw€&L,}
CONCATENATION L. L, ={s € X*: (s=s15p) et (s; ELy) et(s; € Ly)}

FERMETURE ITERATIVE L*={¢} ULULLULLLU ...
(fermeture de Kleene) ={e} ULTUL?UL3U ..L"U ...

FERMETURE PREFIXIELLE
— Préfixe d’un mot u,veE Z* uest préfixedevsidw € Z*: v=uw

V s € Z*, € et s sont des préfixes de s

— Fermeture préfixielle LC3* L={ues*:IvES*uvEL))

Si L =L alors L est dit préfixe-clos ou fermé
58
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« X={a,d},L1={a,ad}, L2= {aa}

— UNION LUL,={a, aa, ad }
— INTERSECTION LNL,=0
— CONCATENATION L,.L,={aaa, adaa}

— FERMETURE ITERATIVE L1* ={8} ULIULZUL3U...L"U ...
L1*={e} U {a, ad} U {aa, aad, ada, adad } U ...

~ FERMETURE PREFIXIELLE L2 ={¢, a, aa}

+ Z={ab,g},L1={¢, a, abb}, L2={¢, g}

— CONCATENATION L1.L2= {g, g, a, ag, abb, abbg}
— FERMETURE ITERATIVE L1* = {e, a, abb, aa, aabb, abba, abbabb, ...},

L2*={e, g, gg, ggg, gggg, ...}
— FERMETURE PREFIXIELLE LI ={g, a, ab, abb}, L2 = {¢, g}
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Un automate est un quintuplet G = (X, Z, {, X, X,,) ou :

Exemple

X est I’ensemble des états
2 est un alphabet d ’entrée

f est la fonction de transition d’états définie de X x £ — X qui associe un
ctat de départ et un symbole d’entrée a un état d’arrivée

Xo est 1’état initial

Xm est I’ensemble des ¢€tats finaux ou ¢états marqués (X, & X)

- X = {x9, X, X, X3/

-2 =1{ab}

- f'est représentée par les arcs associés a
des symboles de l'alphabet f (x), a) = x;
-Xy etat initial

_Xm - {X2}

a, b 60
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e Ledomaine de fest souvent étendude X x 2 a X x 2*
— f(x, €) = x et f(x, se) = f(f(x,s), ¢) poursEX*ete €

 Langage généré
L£(G) = {s € Z* : {(xy, s) est defini}

— £ (Q) est préfixe-clos par définition: un chemin depuis x0 est possible si tous ses
préfixes sont aussi possibles
— Si fest une fonction totale, £ (G) = =*

 Langage marqué

L£,(G)={s € L(G): 1(xg,s) € X}

d o L(G) =¥
b 0 ) @ a *L,(G)= {a,aa,ba,aaa, aba,bba, ...}

b c’est-a-dire tous les mots finissant par a
61
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Les expressions réguliéres sont définies a partir d’expressions ¢lémentaires et
des opérations d’union, de concaténation et de fermeture itérative.

— Tout événement est une expression régulicre.

— ) et e sontdes expressions réguliéres.

— Si s etr sontdes expressions régulieres, alors s+r, s.r, s* et r* (union, concaténation, fermeture
de Kleene) sont des expressions régulicres.

Expressions régulieres et langages

L’expression réguliere b + a.(b + c) correspond au langage L. = {b, ab, ac}

Un langage régulier est un langage marqué¢ par un automate fini (théoréme de
Kleene)

— L’automate est fini mais le langage peut €tre fini ou infini

— L’expression réguliere est une notation plus concise

— L’automate permet une manipulationplus aise¢e

e L(G) =2*
b G:(_):z @ a e[,.(G)= {a, aa, ba, aaa, aba, bba, ...}

b c’est-a-dire tous les mots finissant para 62
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* Tous les langages ne peuvent pas €tre représentes par des automates a ¢états finis

L = {e, ab, aabb, aaabbb, ...} = {a"b" : n>0} sur ’ensemble X = {a,b}
oo
« Equivalence entre automates ™

— Plusieurs solutions pour construire un automate générant et marquant un méme langage

— | Deux automates sont ¢équivalents s’ils géneérent et marquent les mémes langages :

G1 et G2 sont équivalents si L (G1) =L (G2) et Lm (G1) = Lm (G2)

3 =/a, b}
* L (G) est I’'ensemble des mots de X* commengant par [’événement a et ne comportant

plusieurs occurrences successives de b 63
* L. (G) estle sous-ensemble de L (G) composé de mots terminant par a
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Soit 2 un alphabet et A, B deux langages sur Z, I’équation X = XA + B ou X est un

langage sur X :

— si e € A, admet une solution unique X=B.A"

— si e €A, admet un ensemble de solutions X = {L.A*, B C L}
Exemple d’une machine soumise a des pannes

— 1:état de marche (état initial et état marqué)
— 0:état de panne

— A: panne de machine (événement)

— W :réparation de machine (événement)

- f(1,A) =0, f(1, w) non définie

- f(0,w)=1, f(0, A) non définie

- xo=letx,=1

! omate A

Ll = LO w + €
L() — Ll }\.
Par substitution Ly=L/Aun+¢

Regles d’Arden : X = XA + B a pour solution

X=BA*
=(Aw)* et Ly=(Au)*A d’ou

L(G)=L1+L0= (Aw)*(e +)\)
L,(G) =L1= (Aw)*

64
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* Equivalence entre automates

— Plusieurs solutions possibles pour construire un automate géné€rant ou
marquant un méme langage

— Deux automates sont équivalents s’ils génerent et marquent les mémes
langages:
Gl et G2 sont équivalents si £ (Gl) = L (G2) et L, (Gl) = L, (G2)

Exemple

o

X =la, b}

* L (G) est [’ensemble des mots de X*
commencgant par [’événement a et ne
comportant plusieurs occurrences
successives de b

* L (G) est le sous-ensemble de L

(G) composé de mots terminant par a
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* Accessibilite
— L’ensemble des états accessibles est défini par:
Xpe =Ix EX:ds €2* (f(xy, s) =x)}
— Ac(G) = {Xae, 2, Tac, X0, Xaemy avec oo = 1| X x Z = Xy et Xgom = X M Xac
— Les langages £ (G)) et £,, (G) ne sont pas affectés par cette opération
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Co-accessibilité

Un état x est dit co-accessible s’i1l existe une chaine conduisant a un état
marqué qui passe par X: il existe un chemin depuis x vers un état marque.

Xevae = (X EX: ds €2* (f(x, 5) €EX,)}
COAC(G) = <D(coac, Za fcoac» X0, m} avece fcoac = f| Xcoac x 2 — Xcoac

Le langage £, (G) n’est pas affecté par cette opération (les états supprimés
ne se trouvent pas sur un chemin de x, vers un état marqué)

Le langage £ (G) est restreint a £ (Coac(G)) = £,, (Coac(G))

67
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* Produit synchrone

— Le produit des automates G1 et G2 est ’automate:

Gl X G2 =Ac(X;x X5, 21 12, f, (X01,X02), X1 x Xin2)

(f1(x1,e), f(X5, €)) si fi(x1,e) et £,(x2, e) sont tous deux définis

indéfini sinon

Ou f((Xl,Xz), C) = {

Gl x G2
a

‘ x,0 2 =@

Z:Z] f722= {Cl, b}
N(x.0),a) = (fi(x,a), 1200, @) = (x, I)
H(x.1),a) = (fi(x.a). f2(1, @) = (x, 1)

68
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. Composmon synchrone

— La composition synchrone de deux automates G1 et G2 est I’automate:

Gl || G2 :AC(X]XXg, ZI UZZ,]T (XOI)XOZ): XmIXXmZ)

[ (f1(x1,¢), f2(X2, €)) si fi(x1,e) et ,(x2, ¢) sont tous deux définis

Ou f((x1,X3), €) = < (fi(x1,€), X2) si f1(x1,€) est défini poure & =\ =, (événements privés)
1,42)5 -

(X1, £(X2,€)) si Hr(xs,e) est défini poure & 3, \ 2, (événements privés)

| indéfini sinon

=3 U= {a, b g}
avec {a, b} événements communs et g événement privé de G1 69
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e Déterministes

— La fonction f est définitesur X x 2 — X

— Un ¢tat ne possede qu’au plus une image par f

 Non-déterministes
o (Xa Z U{S}a fnd: X0, Xm)

— La fonction f,4 est définie sur X x £ U{e} — 2X ou 2X est ’ensemble
des sous-ensembles de X

— Un état peut posséder plusieurs images et une transition entre €tats peut
étre associce au mot vide €

70
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e Transformation non-déterministe/déterministe

— tout automate indéterministe peut étre transforme en automate
déterministe équivalent (appelé « observateur »)

ab Etape 1: on examine I’état 0
a conduit a I’état 0 ou 1

6 - - b conduit a I’état 0

Etape 2: on examine ’¢état (0,1)
- aconduital’état Ooul ou?2
- b conduit a I’état 0 ou 2

Etape 3: on examine 1’¢tat (0,1,2)
- aconduital’¢état Oou I ou 2
- b conduit a I’état 0 ou 2

Etape 4: on examine ’état (0,2)
- aconduit al’état O ou 1
- b conduit a I’état 0 71
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« Deadlock

« L’automate arrive dans un état x a partir duquel aucun événement de X ne peut étre sensibilisé

P A of V< - N4

 [ivelock

« L’automate arrive dans un groupe d’¢€tats non marqueés dont on ne peut ressortir (groupe
absorbant)

Par définition, £,, (G) C £ (G),
I’automate est dit:
- non bloquant s1 £, (G) = £ (QG)
- bloquantsi £, (G) C £ (G)

72
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Notions d’événements d’entrées et de sorties

« Machine de Moore

— Une fonction de sortie assigne un événement de sortie a chaque ¢état

Xiv1 = J( X0, Ey) —(x 2
Y, =g(X,) by~

* Machine de Mealy s3

— Transitions associées a des événements de la forme entrée/sortie

— Interprétation d’une transition ei/eo depuis [’état x: lorsque [’automate est dans [’état
x et qu’il « regoit » [’événement ei, il évolue vers [’état y et « émet » la sortie eo.

Xpo)=f(X,E,) )

Yt - g(Xt,Et) b/SB\Gf:(I32 )
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— Exemples de Systemes a Evénements Discrets
— Reéseaux de communication : protocoles
— Systéemes manufacturiers : flux de production, commande des systémes de production

— Systemes embarqués : automobile, avionique, ferroviaire
— Systemes hybrides : continus / discrets

A
4 : F . 4 : Militai . E : ‘ .
éronautique erroviaire utomobile ilitaire Spatial nergie Systéme de production

manufacturier

— Langages et automates

*  Opérations de composition/produit sur les automates
—  Systemes complexes de trop grande taille impossible a modéliser « d’un seul coup »

—  Petits mode¢les correspondant chacun a un petit sous-systéme du systéme complet puis
composition pour obtenir le modele global

« Identification des langages générés ou marqués : recherche de s€quences
— Trajectoires a suivre pour atteindre un €tat désiré (conduite de systemes complexe)
— Séquences critiques conduisant a un état redouté tel qu’une défaillance 74



