112138 Gallica

Journal de I'Ecole
polytechnique / publié par le
Consell d'Instruction de cet
etablissement

Source gallica.bnf.fr / Bibliotheque de 'Ecole polytechnique


https://www.bnf.fr
https://gallica.bnf.fr

112138 Gallica

Journal de I'Ecole polytechnique / publié par le Conseil

‘ Ecole polytechnique (Palaiseau, Essonne). Auteur du texte.
d'instruction de cet établissement. 1895.

1/ Les contenus accessibles sur le site Gallica sont pour la plupart des reproductions numériques d'oeuvres tombeées
dans le domaine public provenant des collections de la BnF. Leur réutilisation s'inscrit dans le cadre de la loi n°78-
753 du 17 juillet 1978 :

- La réutilisation non commerciale de ces contenus ou dans le cadre d’une publication academique ou scientifique
est libre et gratuite dans le respect de la législation en vigueur et notamment du maintien de la mention de source
des contenus telle que précisée ci-apres : « Source gallica.bnf.fr / Bibliotheque nationale de France » ou « Source
gallica.bnf.fr / BnF ».

- La reutilisation commerciale de ces contenus est payante et fait I'objet d'une licence. Est entendue par réutilisation
commerciale la revente de contenus sous forme de produits élaborés ou de fourniture de service ou toute autre
reutilisation des contenus générant directement des revenus : publication vendue (a I’exception des ouvrages
académiques ou scientifiques), une exposition, une production audiovisuelle, un service ou un produit payant, un
support a vocation promotionnelle etc.

CLIQUER ICI POUR ACCEDER AUX TARIFS ET A LA LICENCE

2/ Les contenus de Gallica sont la propriéeté de la BnF au sens de I'article L.2112-1 du code général de la propriété
des personnes publigues.

3/ Quelques contenus sont soumis a un régime de reutilisation particulier. Il s'agit :

- des reproductions de documents protégés par un droit d'auteur appartenant a un tiers. Ces documents ne peuvent
étre reutilises, sauf dans le cadre de la copie privée, sans l'autorisation préalable du titulaire des droits.

- des reproductions de documents conservés dans les bibliotheques ou autres institutions partenaires. Ceux-ci sont
signalés par la mention Source gallica.BnF.fr / Bibliotheque municipale de ... (ou autre partenaire). L'utilisateur est
invité a s'informer aupres de ces bibliotheques de leurs conditions de réutilisation.

4/ Gallica constitue une base de données, dont la BnF est le producteur, protégée au sens des articles L341-1 et
suivants du code de la propriéteé intellectuelle.

5/ Les présentes conditions d'utilisation des contenus de Gallica sont régies par la loi francaise. En cas de
réutilisation prévue dans un autre pays, il appartient a chaque utilisateur de vérifier la conformité de son projet avec
le droit de ce pays.

6/ L'utilisateur s'engage a respecter les présentes conditions d'utilisation ainsi que la législation en vigueur,
notamment en matiere de propriété intellectuelle. En cas de non respect de ces dispositions, il est notamment
passible d'une amende prévue par la loi du 17 juillet 1978.

7/ Pour obtenir un document de Gallica en haute définition, contacter
utilisation.commerciale@bnf.fr.


https://www.bnf.fr
https://gallica.bnf.fr
https://www.bnf.fr/fr/faire-une-utilisation-commerciale-dune-reproduction
mailto:utilisation.commerciale@bnf.fr

JOURNAL

DE

LECOLE POLYTECHNIQUE.






JOURNAL =

gt

DE

L’ECOLE POLYTECHNIQUE

PUBLIE

PAR LE CONSEIL D'INSTRUCTION

DE CET ETABLISSEMENT.

1I* SERIE. — PREMIER CAHIER.

EERAERAEREARERRA RN LSRN RN AAL AL R LA Ll

BIBLIOTHEQUE

¥

PARIS,

C‘_ b GAUTHIER-VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES
DE L'ECOLK POLYTECHNIQUE, DU BUREAU DES LONGITUDES,

(uai des Grands-Augusting, 55.

1895




Journal de I'Ecole Polytechmnigque (1™ SEriE).

64 Cahiers in-4,

T 3 ~ [ ] —-— " r
avec igures; 1794-1804. . ol e

Les Calhters sutvants se vendent .?e’pare’n'ze:zt :

Ve el VIIe, Chaque Calier.
1X®comprenantla théorie des
fonclions analytiques, par
Lagrange..............

---------------------

AXIIe. oo
NAIVe o
AXVe et XXVIe. ... ...
AAVIIE. .o
XXVIIe oo

S fr.

D

»
n

n

)
n
n
»
»
n
)]
b))

C.

AXNIXe et AXXe. .. ..., 3}
ANXIe 9
XXXIe, o 5
XXXIHIe.. ..o oLl .9
XAXTVYe a AXAVIIe........ 10
NXXVITIe et XAXIXe, .. ... 8
NLea ALl ............. 10
XLIVea LINe. .. .......... 12
Lyea LNIe ... ... i
LVITle, ... ... ... ... ..... 10
LIXe. oo 19
LXe e 10
LNIpet LAXMe. ... .. ... ... 11
| 5.0 1 0 £ 12
LATVe, oL, 12

=
"r‘

1000 fr.

» C.
»

N
B
)]
»
»
n
n
»
n
n
b))
H
N

Tuable des Matiéres coutenues dans les 64 premiers Cahiers, formant 45 Volumes,
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1395

-------------------------------------------------------

3 1r.

Répertoire de I’'Ecole Polytechnigue, depuis 'épogue de sa eréntion en
1794, jusqu'en 853 inclusivement, suivide Ia liste des Eléves admis en
1858, avec plusieurs tableauy et résumés statistiques; par M. “C.-P. MamieLce. Vol,
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Répertoire de I'Eeole PFolytechnigue de 1855 a 18635, faisant suite au Réper-

towre de M. Marwelle, par M. LE Prieog, Trésorier de I'licole. Vol. in-8
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Le Jowurnal de l’ Eecole Polytechnigue atteint en 1895 A centieme annee

de son existence.
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« L’objet de ce Journal, dit I' Avant-Propos publié en 1795 en tete
du I°* Cahier, se trouve dans les motifs imprimés au considérant de
I'Arrété des Comités de la Convention qui surveillent I’Kcole centrale
des Travaux publics, savoir : de justifier 'emploi des moyens (ue la
République fournit pour I'instruction de ses Eleves; de les encourager,
ainsi ue ceux qui concourent i leur enseignement, par la publicite
donnée a leurs travaux et a leurs soins; de faire prendre aux Ftudes
unie direction (ui tende sans cesse i les perlectionner; d'oflvir un
modéle propre 4 guider d’autres Ltablissements d’instruction; enfin,
de répandre des connaissances trés utiles relatives aux Arts ou aux
Sciences, et de provoquer I'extension de leur domaine par des décou-

vertes nouvelles ou des applications heureuses. »

[.e but que se proposaient la Convention et les fondatenrs du Journal

a-t-l éte rempli? Il sulit d’en parcourir la Collection pour s’en rendre

compte, et méme de lire seulement la Table des matiéres qu'elle renferme

et le nom des Auteurs qqui y ont collaboré.

Nous avons pensé précisement qu'il serait bon d’établir les Tables des
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cent premieres annees de cette Publication. On en trouvera trois a la fin
de ce Cahier : la premiére renferme les matiéres contenues dans les
6.1 premiers Cahiers, formant 45 Volumes; la seconde est une Table
analytique basée sur la classification adoptée dans le Répertoire biblio-
graphique des Sciences mathématiques ; la troisieme est une Table alpha-
bétiue des noms d’Auteurs. M. d'Ocagne, répétiteur a I'Ecole, a bien
voulu se charger de mettre a jour la premiere et la troisieme et d’établir
la seconde qui n’existait pas.

Ls REpacTion.
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ANALYSIS SITUNS;

Par M. II. POINCARE.

INTRODUCTION.

La Géométrie & n dimensions a un objet réel; personne n'en doute
aujourd'hui. Les étres de I’hyperespace sont susceptibles de définitions
précises comme ceux de I'espace ordinaire, et si nious ne pouvons nous
les représenter, nous pouvons les concevoir et les ctudier. Si done, par
exemple, la Mécanique & plus de trois dimensions doit étre condamnée
comme dépourvue de tout objet, il W’en est pas de méme de I’'Hypergéo-

métrie. P

I.a Géométrie, en effet, n'a pas pour unique raison d’étre la deseription /7

-

immediate des corps qni tombent sous nos sens : elle est avant tonl‘," -

I’étude analytique d’'un groupe; rien n'cmpcche, par conséquent, d’abor- .
1‘ L]
der d'autres groupes analogues et plus généraux. \
Mais pouruoi, dira-t-on, ne pas conserver le langage analytique et le Y,

remplacer par un langage géométrique, qui perd tous ses avantages des
que les sens ne peuvent plus intervenir. G’est que ce langage nonveau est
plus concis; c'est ensuite (que Yanalogie avecla Géometrie ordinaire pent
créer des associations d’idées fécondes et suggérer des généralisations
utiles.

J. E. P.,2%s. (C.n°1). '
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Peut-étre ces raisons ne sont-elles pas suffisantes? Ce n’est pas assez,
en effet, qu'une science soit légitime : il faut que 1'utilité ne puisse en étre
contestée. Tant d’objets divers sollicitent notre attenticn, que les plus
importants ont seuls droit de I'obtenir.

Aussi y a-t-il des parties de I'Hy pergéométrie auxquelles il n’y a pas
lieu de heaucoup s’'intéresser : telles sont, par exemple, les recherchessur
la courbure des surfaces dans I’espace a n dimensions. On est sur d’avance
d’obtenir les mémes résultats qu’en GGéométrie ordinaire et I'on n’entre-
prend pas un long voyage pour retrouver des spectacles tout pareils a
ceux (ue I'on rencontre chez sol.

Mais il y a des problemes ou le langage analytique serait tout a fait in-
commode.

On sait quelle est I'utilité des figures géométriques dans la théorie des
fonctions imaginaires et des intégrales prises entre des limites imaginaires,
et combien on regrette leur concours quand on veut étudier, par exemple,
les fonctions de deux variables complexes.

Cherchons a nous rendre compte de la nature de ce concours; les figures
suppléent d'abord al'infirmité de notre esprit en appelant nos sens a son
secours ; mais ce n’est pas seulement cela. On a bien souvent répété que
la Géométrie est 'art de bien raisonner sur des figures mal faites; encore
ces figures, pour ne pas nous tromper, doivent-elles satisfaire a certaines
conditions; les proportions peuvent étre grossierement altérées, mais les
positions relatives des diverses parties ne doivent pas étre bouleversées.

L’emploi des figures a done avant tout pour but de nous faire connaitre
certaines relations entre les objets de nos études, et ces relations sont
celles dout s’occupe une branche de la Géométrie que I'on a appelée
Analysis Situs, et qui décrit la sitnation relative des points des lignes et
des surfaces, sans aucune considération de leur grandeur.

11y a des relations de méme nature entre les étres de 'hyperespace; ily
a donc une Analysis Situs a plus de trois dimensions, comme 'ont mon-
tré Riemann et Betti.

Cette science nous fera connaitre ce genre de relations, bien que cette

connaissance ne puisse plus étre intnitive, puisqque nos sens nous font
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défaut. Elle va ainsi, dans certains cas, nous rendre quelques-uns des ser-
vices que nous demandons d’ordinaire aux figures de Géométrie.

Je me bornerai a trois exemples.

La classification des courbes algébriques en genres repose, d'apres
Riemann, sur la classification des surfaces fermées réelles, faite au point
de vue de V Analysis Situs. Une induction immédiate nous fait com-
prendre que la classification des surfaces algébriques et la théovie de
leurs transformations birationnelles sont intimement liées a la classifica-
tion des surfaces fermées réelles de 'espace a cing dimensions au point de
vue de I'Analysis Situs. M. Picard, dans un Mémoire couronné par
I'Académie des Sciences, a déja insisté sur ce point.

D’autre part, dans une série de Mémoires insérés dans le Journal de
Liouville, et intitulés : Sur les courbes definies par les équations différen-
tielles, 1'al employé VA nalysis Situs ordinaire & trois dimensions a 1'étude
des équations différentielles. Les mémes recherches ont été poursuivies
par M. Walther Dyck. On voit aisément que V' Analysis Situs généralisée
permettrait de traiter de méme les équations d'ordre supériear et, en
particulier, celles de la Mécanique céleste.

M. Jordan a déterminé analytiquement les groupes d’ordre fini con-
tenus dans le groupe linéaire a n variables. M. Klemnavait antérieurement,
par une méthode géométrique d’une rare élégance, résolu le méme pro-
bleme pour le groupe linéaire &4 deux varables. Ne pourrait-on pas
étendre la méthode de M. Klein au groupe 4 » variables, ou méme A un
groupe contuut quelconque? Je n’al pu jusqu’icl y parvenir, mais jui
beaucoup réfléchi a la question et 11 me semble que la solution doit dé-
pendre d’'un probleme d’Analysis Situs et que la généralisation du cé-
lebre théoréme d’Euler sur les polyedres doit y jouer un réle.

Je ne crois donce pas avoir fait une ceuvre inutile en éerivant le présent
Mémoire; je regrette seulement qu'il soit trop long; mais, quand jai voulu
me restreindre, je suis tombé dans 'obscurité; j"ai préféré passer pour un

peu bavard.
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I.
§ 1. -—— PREMIERE DEFINITION DES VARIETES.

Soient &, x

22 - - +» T, 22 variables que je pourrai regarder comme les

coordonnées d’un point dans'espace a n dimensions.

Jusqu'a nouvel ordre, je supposerai que ces n variables demeurent
toujours reelles.

Unsystéme quelconque de valeurs de 7 variables s'appellera un point.

Considérons le systeme soivant formé de p égalités et de ¢ iné-
galités :

I (e, ey, . .,2,) = 0, '

F,(x,, 2y, ...,2,) =0,
........... ,

I, (b, .0y 2,) = 0,

C?q (‘I"n‘rﬂ: .- ‘Ja"n) > o,

0, (&, 0y, .

Je supposerai que les fonctions F et ¢ sont uniformes et continues
el qu’elles ont des derivées continues; je supposerai de plus que, si l'on

forme le Tableau,

ili Al dF
dr,” dzx,. = dzr,
dI, d1°, dls
d.l':l, d.'rgj B dxuj
.oy vy eeig ey
d¥, dJdF, dl
dz,, dz, 7 dz,’

et que I'on forme les déterminants obtenus en prenant p colonnes dquel-
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conques dans ce Tableau, je supposerai, dis-je, que ces déterminants ne
s’annulent jamais tous a la fois.

Je dirai que I’enserble des points ui satisfont aux conditions (1), 8il y
ena, ce que Je suppose, forme une variété a n— p dimensions. (Sien par-
ticulier p == 0, de sorte qu’il n’y ait que desinégalites, aural une variété
a n dimensions qui ne sera autre chose qu’une portion de 'espace a n
dimensions; je désigneral ordinairement cette variété sous le nom de do-
maine.)

Deux cas peuvent se présenter. Soient &, ®,, ..., %3 2,, B,y .+ £,
deux points satisfaisant aux conditions {1). Ou bien on pourra faire varier
d'une maniére continue x,, x,, ..., r, depuis &,, %,, ..., &, jJusqu’a
B., B,y ..., £,, sans que les relations (1) cessent d’étre satisfaites, et cela
quelles que soient les valeurs de «,, &,, ..., «, et de 3,, £,, ..., {5,
pourvu (ue ces valeurs satisfassent aux conditions (1); ou bien cela ne
sera pas toujours possible.

Dans le premier cas, nous dirons que la variété définie par les condi-
tions (1) est continue.

Dans ce qui va suivre, je ne considéreral que des variétés continues et,
en ce qui concerne celles qui ne sont pas continues, je mebornerai a faire
observer que I'on peut toujours les décomposer en un nombre fini ou in-
fint de variétés continues.

Soit, par exemple, la variété
.r; + -——[u,?—i— 1 = O.

Iei n= 2 et le point x,, .r, est un point du plan; notre variété n’est
alorsautre chose qu’une courbe du 4° degré ; mais, comme cette courbe se
compose de deux branches de courbe fermées, notre variété n'est pas
continue.

Mais nous pouvons la décomposer en deux autres, a savolr :

b

l2 b h e *

X, 4 x, — 4u&, +1=o0, L, >0
et

IE l‘5 l-) — X

L 42, — fua 4+ 1= o, £, < o
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et chacune d'elles, se réduisant a une seule branche de courbe fermee, est

continue.
Je dirai qu'une variéeté est ﬁzzz'e s1 tous ses points satisfont-a la condi-

tion

(B=4

J?—|—L + ...+ < K2,

-

K étant une constante donnée.
Considerons maintenant le systéeme de relations

F —=o (O',.::],z,...,p),

(2) Pe = 0O,
e, > O (T?B)

qui se compose de p + 1 égalités et de ¢ — 1 inégalités.

Il peut arriver, ou bien qu’il n'y ait aucun point satisfaisant aux condi-
tions (2), ou bien qu’il y en ait et, dans ce cas, ils formeront une variété,
continue ou non, qui aura moins de n  p dimensions.

[’ensemble des points qui satisferont a 'un des g systémes de rela-
tions :
=0, Q, = 0, P, >0 (yZ1),

K = 0, ©, — O, CPT>D (Tifg),

(3) *

& ¥ F 5 a4 a j ..... , - - *

o — Oy ¢, — 0, CP7>O (ng)

L * L] » L] L ] ] ’

s'appellerala frontiere complete dela variété définie par les conditions (1).
Mais nous nous placerons quelquefois a un autre point de vue et nous
ne considérerons comme une veritable variété frontiere que celles qui
auront n» — p -— 1 dimensions.

Il pourra se faire qu’il n’y ait aucune varicté & n — p — 1 dimensions
qui satisfasse a I'un des ¢ systemes (3). Dans ce cas la variété définie par
les conditions (1) sera dite illimitée. Dans le cas contraire, elle sera dite

limitée.
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Si une variété est a la fois finie, continue et illimitée, elle sera dite
Termée.
Pour abréger un peu le langage, nous donnerons le nom de surfaces

*

aux variétés a n — 1 dimensions, sauf dans le cas de n=2; et nous
donnerons, dans tousles cas, le nom de courbes aux variétés a une dimen-

S1OI1.

§ 2. — HoMEoMORPHISME.

- r - - . - » ™ 3 '] f
Considérons une substitution qui change.z,, x,, ..., x, enx,,x,, ..,

x , que j'assujettis seulement aux conditions suivantes.

On a
(4) ‘1.:::?:("[‘11&1'23 Voo gl (i::l")’?"‘?ﬂ)'

Dans un certain domaine, les fonctions ¢; sont uniformes, finies et con-
tinues; ¢lles ont des dérivées continues, et leur déterminant fonctionnel

ne s’annule pas.

Si 'on résout les équations (4) par rapport & x,, a,, ..., x,, il
vient
=0, (x,x, . . .,x,) (A==1,2,...,n)

et les fonctions ¢, satisfont aux mémes conditions que les fonctions g,.

11 est clair que I'ensemble des substitutions quisatisfont a ces conditions
forme un groupe, et ce groupe est un des plus généraux que 1’'on puisse
imaginer. La Science dont’objet est I'étude de ce groupe etde quelques
autres analogues a recu le nom d’ A nalysis Situs.

Il est clair qu’une substitution de ce groupe transformera une varieté
de m dimensions en une vari¢té de m dimensions, et que la variété trans-
formée sera continue, on finie, ou illimitée si la variété donnée 'est elle-
méme (et inversement),

Soient deux variétés d’'un méme nombre de dimensions défimes V et V’

respectivement par les conditions

; IF,=o0 (e=1,2,...,p),

(l) ((‘PS>O (ﬁ:[,ﬁ!,...,f}),
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et
, F,—o (n==1,2,. .,p),
(1 bis) ! ,-
95 2> 0 (B=1,2.....¢).
Supposons (ue 1'on puisse faire correspondre & un point .x,, x,, . . .,
x,dela variéeté V un point &, v, ..., &, de la variété V', detelle sorte
: :
que 'on ait
1 . aa , . !
(5) v, = (v, 2y, ., 1, (h=1,2, ...,n).

Je considere le domaine D) défini par les inégalites
F, > —¢, I, < e, Qg > 0.

[La variéte V est évidemment contenue tout entiere dans le do-
maine D.

Je suppose que dans le domaine D les fonctions o, sont finies, conti-
nues et uniformes, qu’elles ont des dérivées continues et que leur déter-
minant fonctionnel n’est jamais nul.

Résolvons maintenant les eéquations (5), nons trouverons
(6) r=uw (r,x, . . .,r) (k —1,9,...,n).
Je considére le domaine D" défini par les inégalités
F o>~ —¢, F < e, 9y > 0,

et Je suppose que dans le domaine D les fonctions U, sont finies, conti-
nues et uniformes, qu’elles ont des dérivées continunes et que leur déter-
minant fonctionnel n’est pas nul.

Il resulte de ces hypothéses (u’a tout point de V correspond an point
de V' et un seul et inversement; it toute variété W contenue dans V cor-
respondra une variéte W', d’'un méme nombre de dimensions, contenue
dans V'; s1 W est continue, finie ou illimitée, il en sera de méme de W/,

et mversement.
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Si toutes ces conditions sont remplies, nous dirons que les deux va-
riétés V et V' sont équivalentes au point de vue de I’ Aralysis Situs, ou,
pour abréger lelangage, qu’elles sont homéomorples, c’est-a-dire de forme
paretlle.

Je pourral dire aussi que deux figures plus compliquées, composées
d'un nombre quelconque de variétés, sont homéomorphes quand on pas-
sera de I'une a I'autre par une transformation de la forme (5).

Ainsi deux polygones d'un méme nombre de c6tés seront homéo-
morphes; deux polyédres dont les faces seront en méme nombre auront
le méme nombre de c6tés et seront semblablement disposées, seront homéo-
morphes, ete.

§ 3. IDEUXIEME DEFINITION DES VARIETES.

On peut définir les variétés d'une maniére entiérement differente.
Considérons n équations

-3‘5'4:94(9’4:)”2: v ?,)’.m)?
mﬂ":ez 'H..')‘ﬂ‘.*"'?.ymﬂ
(8) (r )

'rn: en(yiﬁ:yzﬁ - 7:.)”:!1)'

I est clair que ces équations (si les y sont regardées comme des va-
riables indépendantes) représentent une variété a m dimensions.

On aura encore une variété 2 m dimensions, si 'on adjoint aux équa-
tions (8) un certain nombre d’inégalités de la forme

Y Far oo s Fm) > O,

qui limitent le champ des variations des variables y.

Je supposerai quec les fonctions § sont finies et continues ; mais je
puis faire une hypothése de plus sans restreindre la genéralité d’une
facon essentielle (c’est d’ailleurs ce que je pouvais également faire tout

aussi bien avec ma premiere définition des variétés).
J.E.P., 2°s. (C.n° 1), 2
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Je puis supposer, dis-je, que les fonctions  sont analytiques. Si, en
effet, ces fonctions 9 sont finies et continues, on pourra trouver des fonc-
tions §’, qui seront analyticues et qui différeront des 9 aussi peu que nous
voudrons.

Je supposerai, en outre, que les déterminants fonctionnels de m des
fonctions O par rapport aux ) ne s’annulent jamais tous a la fois.

On obtiendra une variété qui ne différera pas de la premiére, en rem-
placant les y dans les équations (8) par m fonctions analytiques quel-
conques de m variables z,,z,,...,z,.

Lia portée de cette nouvelle définition serait assez restreinte, si I’on ne
pouvait 'angmenter par le procédé de la continuation analytique.

Considérons deux variétés V et V' définies par des équations analogues

a (8). Solent, par exemple, les équations

(8) xszec(jﬂn,}fﬂ'!""}ym)

pour V, et les équations

(8 bis) =8 (e X

pour V',

II peut arriver que ces deux variétés aient une partie commune V”
ayant également m dimensions; c’est-a-dire que tous les points de V*
appartiendront a la foisd Vet a V',

Dans ce cas, a I'intérieur de V7, les y seront des fonctions analytiques

des ¥’ et inversement.
On dira alors que les deux variétés V et V' sont la continuation analy-

tigue 'une de 'autre.
On peut former ainsi une chaine de varietés

r
Vi? -\2? e Vn?

de telle facon que chacune d’elles soit la continuation analytique de la
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précédente et qu’entre deux variétés consécutives de la chaine il y ait
une partie commune, C'est ce qque j'appellerai une chaine continue.

Il peut arriver aussi que la chaine soit fermée, c’est-a-dire que V, ne
differe pas de V,.

On peut avoir aussi un réseau de variétés, ¢’est-a-dire un ensemble
de variétes telles que chacune d’elles soit la continuation de plusieurs
autres et que I'on puisse passer d'nne quelconque d’entre elles & une
autre quelconque d’entre elles par continuation analytique; c’est ce que
jappelleral un réseaw continu.

On pourra alors considerer I'ensemble de toutes les variétés d'une
méme chaine ou d’'un méme réseau comme formant une variété unique.

C’est la une définition plus étendue encore que la premiere.

Ily a, en effet, des variétés (et nous en verrons plus loin des exemples)
qui peuvent étre décomposées en un certain nombre de variétés partielles,
formant une chaine ou un réseau continus et telles que chacune d’elles
puisse étre définie par des équations de la forme (8) (des variétés qui,
par conséquent, rentrent dans notre seconde définition) et qui cependant
ne peuvent pas étre définies par des relations de la forme (1) et ne ren-
trent pas dans notre premiere définition.

Au contraire, toute variété qui satisfait a la premiere définition sa-
tisfait aussi & la seconde.

Nous pouvons, en effet, d’aprés un théoreme bien connu, siy,, 7,.. . .,
y, sont définis par n relations de la forme

ylel(“BH”vz: ‘o '7113;,)1

y2= Fz('ria 'TE'J vt} ‘Tn)'a‘

L] - - * L ] L] L] | ] [ ] L L} L] o » L - L ’

(&)
Jﬂn:Fn(wH -172, A wn)?

s1, dans un certain domaine, les F sont des fonctions holomorphes des x,
dont le déterminant fonctionnel ne s’annule pas; nous pouvons, dis-je,

résoudre ces équations et en tirer

(B) 'r£= 6:(.)'}?,)#2? - ?,_}'n)’
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les 0, étant des fonctions des ¥ holomorphes dans un certain domaine.
Soit maintenant une variété V satisfaisant a notre premieére définition,
¢’est-a-dire définie par les relations

(1) F,= o, Gg > O.

Reprenons alors les équations (a); prenons-y, pour F, F,, ..., F,

les premiers membres des p égalités (1). Quant aux autres fonctions

F F F

T2

P12 P29 "t

ce seront 7 — p fonctions holomorphes quelconques des x. Je les assu-
jettiral seulement a une condition.

Soit x),x), ..., .x) un point quelconque M, de la variété V. Je
n‘arrangerai de telle facon que le déterminant fonctionnel des » fonctions

1" ne s’annule pas pour
ini —— (run
4

Cela est évidemment possible, puisque j’al supposé¢ que les détermi-
nants fonctionnels des p fonctions

I F .., F

2) P’

ar r a 7 qu u ria ‘ s’annulent jamais tous a
par rapport a elconques des variables x, ne ]

la fois.
Je puis supposer encore que F,,, F, ,,...,F, s‘annulent an point
; ‘ﬁ ~ .
M,, ¢’est-a-dire pour ﬂ
X, ==& .
4

Alors, d’apres le théoreme cité plus haut, on pent résoudre les équa-
tions (&) et 'on trouve que les .r; s’expriment en séries ordonnées, sui-
vant les puissances de

yi’ yﬂ‘-‘ ot .,l}ﬁn!

et convergentes pourvu que ces quantités satisfassent & certaines inéga-

Istés,
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Sotent done

(B) -T;::ez

ces équations et
M(YisXar oo sYa) >0

les conditions auxquelles les y doivent satisfaire pour que les séries solent
convergentes.

Faisons maintenant
Jﬁizj«‘z: s e, ::}"P:O;

les p premiéres équations () ne différeront plus des p équations (1) ; et
les fonctions §,, ne dépendant plus que de n— p=m variables, seront de
la forme (8).

Alors I’ensemble des relations

x, =10, 95 > O, Ay > O

représentera une variété ¢, qui sera définie & la seconde maniere et qu,
ne différant pas de

Fa::(), CP{3>OJ )‘k>0:

fera partie de V.

Le point M,, qui est un point quelconque de V, fait partie de ¢. On
peut donc construire, autour d’'un point quelconque de V, une variété
analogue a v.

Le cas le plus simple est celui ou les conditions de convergence A, > o
sont une conséquence des inégalités ¢, > o.

Alors v ne différe pas de V et I'on peut se contenter, pour définir ¢,
des égalités (8) et des inégalités

(9) "I“|’-]> 07
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que 'on obtient en substituant les 6 & la place des x dans les inégalités

Ps > O.

Remarquons en passant que tous les déterminants fonctionnels de m
des fonctions § par rapport aux y ne s’annuleront jamais 4 la fois.

Si les conditions 44> o n’étaient pas une conséquence des inégalités
¢g > 0, on partagerait la variété V en variétés partielles; ¢’est ainsi, par
exemple, que la variété V peut évidemment étre décomposée en deux va-
riétés partielles |

F,=— o, Pg > O, J>o0
ct

F,=—o, Pp > O, Y <o,

¢ étant une fonction quelconque de x,, z,, . . .,.r,.

Cela posé, nous pourrons toujours partager V en variétés partielles,
ou mieux construire sur V un certain nombre de variétés partielles, em-
pietant les unes sur les autres et assez petites pour que I’on puisse, pour
chacune d’elles, trouver un systéme de variables auxiliaives, qui permette
de représenter cette variété partielle par des égalités et des inégalités de
la forme (8) et (), satisfaisant a toutes les conditions que je viens
d’énoncer. Tout point M, de V appartiendra & 1'une de ces variétés
partielles, et I'ensemble de ces variétés formera un réseau continu. La
premiere définition est ainsi ramenée a la seconde.

Pourtant, il reste une remarque a faire; il peut arriver qu'a deux
systemes différents de valeurs de y,,y,, . .., , corresponde un méme
systeme de valeurs des fonctions 6,,0,,...,0, et, par conséquent, un
méme point de la variété V.

Dans ce cas, il convient d’adjoindre aux inégalités (g) d’autres iné-
salités

(10) >0,

en les choisissant de telle sorte que des divers systémes de valeurs des
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variables y, qui correspondent & un méme pointde V, il y en ait toujours
un et un seul qui satisfasse anx inegalités (9) et (10).
Soit, par exemple, un tore, dont 1'équation sera

(f 428 22 R PP — AR (2] 4+ x)) = 0.

3

Posons
— (R + rcosy,)cosy,,

{

(R 4 rcosy,)siny,,

':L.i
'I.2
Ly =rsiny,.

Nous voyons qu'a un méme point du tore correspondront une infinité
de systémes de valeurs des y, compris dans la formule

¥, +2K,T, v, + 2K, T,

ou les K sont entiers.

Mais si nous assujettissons les y aux conditions

o<y, < aw, 0 <y, << 2w,

nous n’aurons plus qu'un systeme de valeurs des ¥, qui correspondront &
un point du tore,

§ 4. — VARIETES OPPOSEES.

Avec 'une comme avec I'autre définition, il y a lieu de faire une dis-
tinction, dont on comprendra plus tard 'inportance.

Supposons d’abord une variété V definie de la premiére maniere, c’est-
a-dire par les relations

I',— o, Pp > O.

On tiendra compte de l'ordre dans lequel sont rangées les équations

F, = 0; si deux de ces équations sont permutées, on conviendra de dire
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que le systéme de relations ne représente plus la variété V, mais une
variété opposée a V.,

Nous pouvons maintenant remplacer les équations

. F,=o (o=1,2,...,p)
par les suivantes :

(Dl-:Al.lFl_l_‘AlﬂFE_l_' . '+A1.pr:01
l(Dz"_'—Az.aFf_‘_Azt.ze_l"* a _'_Az.pr:O:

4 = B B 9% % 3 & s * g g 44 ® # s & % 3 2 S = B g ® = B 8 T ¥ w » l.,

¢, =A,,F,+A, ,F,+...+A F =o,

PP

les A, , étant des fonctions quelconques des ..

Si le déterminant A des coefficients A, , ne s’annule pas dans le do-
maine considéré, les équations ¢, — o seront equivalentes aux équations
', = o, et, par conséquent, si on leur adjoint un certain nombre d’iné-
galités, elles représenteront encore la variété V ou une variété opposée.

Nous conviendrons de dire que si A (qui a toujours le méme signe,
puisque j'ai supposé qu'il ne s'annule pas) est positif, ces équations
représentent la variété V et que, si A est negatif, elles représentent Ia
variété opposée.

De méme avece la secoude déhinition. Soit V une variété definie par les
équations

‘Z.l':::ei(.yiijaﬂ s v ?,:Vm)'

Il faudra tenir compte de 'ordre des variables y et, si deux de ces va-
riables sont permutées, nous conviendrons de dire que les equations ne
représentent plus V, mais la variété opposee.

Imaginons que 'on remplace les y par m fonctions analytiques des m

variables nouvelles z,, z,, . . ., z,,, de telle facon que 1'on ait

ey
2y=0(2,,2,, ... 2,),

ces nouvelles équations representeront encore V ou la variéte Up[)DSéE.
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Nous devons supposer que le déterminant fonctionnel A des y par
rapport aux z ne s’annule pas, afin qu’a un systeme de valeurs des y
corresponde un seul systéme de valeurs des z. 1l sera donc toujours de
meéme signe.

Nous conviendrons de dire que, si A est positif, les nouvelles equations
représentent encore V et que si, A est négatif, elles représentent la variété
opposee.

Voycns maintenant ce qui arrive lorsqu’on passe d'une définition a
'autre.

Soit une variéte V définie par

et par certaines inégalités.
Adjoignons i ces p équations les sulvantes

.
ITI - Fp+|? .}’2 T Fp+2:' vt y:z—p-: li.rz'.'

¥ . Fooy oo, F, étant n — p fonctions quelconques des x.
Nous avons vu que si le déterminant fonctionnel A des 2 fonctions F
F,, ..., ', n’est pas nul, on peut résoudre ces n ¢équations par rapport

aux x et qu'on trouve ainsl n équations

'lqz__._el(')/'”)/2’ L J.yln—-]i)’

(ui repreésentent une variété a n — p dimensions. Mais on peut se de-
mander si elles représenteront V ou la variéte opposce.

Nous conviendrons de dire qu'elles représentent V si A est positif et
la variété opposce st A est négatif,

Considérons la variété & 7 — p dimensions

Fa‘—_“—(), c ey c?ﬁ>0’

que j'appelle V. Nous avons vu que la variété a n-—p — 1 dimen-
J. E.P., 2°8. (C.n° 1). 3
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51015

F, = o, ©, =0, Qg > O, (BZ7),

que J'appelle ¢, fait partie de la fronti¢re de V.
Mais il importe de ranger les équations qqui détinissent ¢ dans 'ordre

sulvant :

car si deux d’entre elles étaient permutées, nous conviendrions de dire
que ces ¢quations ne représentent plus la frontiere de V oun une partie de

cette frontiere, mais une variété opposce a cette frontiere,

§ 8. — HowmovrogiEs.

Considérons une variéte V i p dimensions; soit maintenant W une
variété a ¢ dimensions (¢<p) faisant partie de V. Supposons que la
frontiere complete de W se compose de A variétés continues a g — 1

dimensions
T
Nous exprimerons ce fait par la notation
O, + €yt . 0 N0,
Plus généralement la notation

kv, +hkyv,eonk v, + kv,

ou les & sont des entiers et les v des variétés 4 ¢ — 1 dimensions, signi-
fiera qu’il existe une variété¢ W a ¢ dimensions faisant partie de V et dont
[a frontiere complete se composera de £, variétés pen différentes de v,, de
k, variétés peu différentes de v,, de &, variétés peu différentes de la va-
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riété opposée a v, et de k, variétés peu différentes de la variéte opposee -
a v,

Les relations de cette forme pourront s’appeler des homologies.

Les homologies peuvent se combiner comme des équations ordinaires.

Nous emploierons aussi la notation suivante; supposons (ue I’on ait
koo, +kyo,+ . . Fhy,oow, w4 .,

et que les variétés w,, w,, ..., w, fassent partie de la frontiere de V;
nous ecrirons quelquefois

N ol SRl U VT

§ 6. — Nomeres pe BerTl.

Nous dirons que les varietes
Vn 025 R Vl?

d’un méme nombre de dimensions et faisant partie de V, sont lindairement
indépendantes, si elles nesont liées par aucune homologie a coefficients
entiers.

S’il existe P, — 1 variétés fermées a m dimensions faisant partie de V
ct lindairement independantes et s’il n’en existe que P,,— 1, nous dirons
que 'ordre de connexion de V par rapport aux variétés a e dimensions
est égal a ..

Ainsi se trouvent définis, en ce qul concerne une variété V a m dimen-
sions, m — 1 nombres que j'appellerai

PI’ Pﬂ? et P

m—i?

et qui sont les ordres de connexion de V par rapport aux varietes de

l ’ 2 , L ] - - , ??2‘ — I
dimensions.
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Je les appellerai dans la suite les nombres de Betti.

Rendons ces définitions plus claires par un exemple :

Soit D un domaine faisant partie de 'espace ordinaire et limité par »
surfaces fermées

n?

(I ne se coupent pas.

Ce domaine est une varieté a trots dimensions. 1l admet done deux
nombres de Betti P, et D,.

Cette variété est alors définie par les inégalités

CP|>O’ CP2>01 = s 0 tPn>0?
si les équations des # surfaces S sont
Oi:O, ?2:0, L ?n:()-

Comme les surfaces ne se coupent pas, il n'y a pas de valeurs de x,,
xy,x, qui satisfassent & la fois & deux de ces équations

Les surfaces §,, §,, ..., S,, ayant deux dimensions, n’auront ¢u’un
seul nombre de Betti, qui sera I’ordre de connexion de Riemann; soient

2Q, 41,  aQur1, .., aQF,

les ordres de connexion (qui sont impairs, puisque les surfaces sont
fermées) des n surfaces

S, S, ..., S

nt

On aura
P2:n, I)|:Q1+Q2+"'+Qn+l'

Ainsi, pour la région intérieure a une sphéere
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pour la région comprise entre deux spheres

pour la région comprise entre deux tores

.  J—
P,=—= 2, P =,

§ 7. — EMPLOI DES INTEGRALES.

Considérons une variété V que ’on puisse représenter par les inégali-
tés et égalités (8), (9) et (10) de facon i satisfaire i toutes les conditions
énoncées plus haut.

On sait alors ce que 'on doit entendre par I'intégrale multiple d’ordre m

dey,,dyg,...,dym

m vanables v, et les limites d’ 1ntegrat10n seront définies par | S l\nc.,gah

\9) et (10) Wi A
Cela posé, je vais définir 'intégrale suivante : u&.

(11) fZ Xoo o, dr, de, ... dx, .

Les différentielles dr, ,dx,, .. .,dr, sontm quelconques des n diffe-
Les fonctions X sont des fonctions

’!. alm’ LY am

données de x,, x,, ..., &, et il y en a autant qu'il y a de combinaisons

rentielles dx,, dx,, ..., dx

possibles des 1ndices
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c¢'est-a-dire qu'il y a de combinaisons de n lettres m a m. Il faut convenir
que la fonction X est nulle si deux de ses indices sont égaux et qu’elle
change de signe quand on permute deux de ses indices.

Cela posé, I'intégrale (11) sera, par définition, égale a 'intégrale
d’ordre m

O( Xy By + v »» Ly )
X 2 L, Dy dy. ... dy
fz Olylly « Bpm d(}’{;_}"ﬂ,*ﬂ;_}’m) .7'1 .)/'2 ym

St maintenant la variété V n’était pas susceptible d’étre représentée par
des relations dela forme (8), (9) et (10) satisfaisant a toutes les conditions
enoncées, on décomposerait la variété V en variétés partielles assez
petites pour étre susceptibles de ce mode de représentation, et l'inté-
grale (11), étendue a la variété totale V, serait par définition la somme

des intégrales (11) étendues aux diverses variétés partielles.
Cette définition laisse toutefois suljsister encore une ambiguité.

En effet, sil’on permute deux des lettres y, et y,, I'intégrale change de
signe; il importe donc de se donner I'ordre de ces lettres et la permuta-
tion de deux de ces lettres équivaudrait a un changement du sens de I'in-
tegration dans I'étude des intégrales simples. Je dirai doncele sens de I'in-
tégration pour parler de 1'ordre dans lequel on convient de ranger les
lettres ¥,y ¥ay - - -3 V-

Ja1 eu 'occasion de m’occuper d’une question analogue dans un Mé-
moire sur les résidus des intégrales doubles, inséré au Tome 1X des Acta
mathematica et, en particulier, dans le § 3 de ce Mémoire intitulé : Con-
ditions d intégrabilité.

J'ai recherché dans quels cas ces conditions d’intégrabilité sont rem-
plies, c’est-a~dire dans quels cas 'intégrale (11) est nulle toutes les fois
qu’elle s’applique 4 une variété fermée.

Voicl ce que j'al trouvé; écrivons pour abréger I’écriture

(s Rgs v vy &)

aulieude X, , . et ]aulieudex, .
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Nos conditions d’intégrabilité s’écriront

Cd (o, ooy eny ) + d(o2, 03, 00, 0pm_q)
(12) d| ] dla]
Ay, Rgy oy By Cmgry % ) A{ gty ®ay Ogy o n vy Oy )
) ) ’ ’ — AT 3 2 1 rm=1;
v dfa, ] +.. . d|om] — 0.

Voici la loi suivant Jaquelle doivent étre choisis les signes ==. On pren-
dra toujours le signe <+ si m est pair, et alternativement le signe + et le
signe — sl /. est iImpair.

Il'y aura autant d’équations (12) qu’ll y a de systémes possibles d’in-

dices

gﬂl,mﬂj a . l,qﬁm’ mm_h"".

c’est-a-dire, puisque ces indices doivent étre choisis parmi les lettres,

autant qu’il y a de comhnaisons de n lettres m 1 a m + 1,
Supposons maintenant que les conditions (12), au lieu d’étre satisfaites
pour toutes les valeurs possibles des n variables
':Bl ? tr2 ? - & a ,, Ir

n?

le soient seulement pour certaines valeurs de ces variables. Par exemple,
considérons une variété V définie par les conditions

fo: 0, CPﬂj)O.

Soit ensuite un domaine I) comprenant tous les points voisins de ceux
de V et défini, par exemple, par les conditions

'__E'<Fcc<8$ cPﬁ>'__—E?

¢ étant un tres petit nombre positif.
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Supposons que les conditions (12) soient satisfaites pour tous les
points du domaine D.

Eu répetant le raisonnement du Mémoire cité et en le modifiant conve-
nablement, on démontrera ce qui suit : Soit une variét¢ V' a m + 1 di-
mensions faisant partie de V (le nombre m -+ 1 doit done étre inférieur
ou au plus égal au nombre des dimensions de V).

Supposons que la frontiere compléte de V' se compose des £ variétes
m dimensions

W,,W,, ..., W,

de sorte que W, +W,+. .4+ W,no.

Alors si'intégrale (1 1) satisfait aux conditions (12) dans le domaine D,
la somme algébrique des ntégrales (11) étendue aux varictés W,
W,, ..., W, est nulle. il faut, bien entendu, pour chacune d’elles, faire
attention au sens de l'intégration.

Les conditions {12) sont suffisantes pour qu'il en soit ainsi, mais elles
ne sont pas nécessaires; ces conditions, nous I'avons vu, sont en nombre
égal i celui des combinaisons de » lettres m -1 a m -+ 1; il suffirait,
pour que le résultat que je viens d’énoncer fut encore exact, que I'inté-
grale (11) satisfit pour tous lcs points de V a certaines conditions en
nombre égal & celui des combinaisons de »-— p lettres m +1 & m 41,
n — p étant le nombre des dimensions de V.,

Ces conditions seraient aisées a former, mais cela m’entrainerait trop
loin de mon sujet.

St alors une intégrale (11) satisfait aux conditions (r2) dans le do-
maine D), les diverses valeurs que cette intégrale pourra prendre qnand
on I'étendra & diverses variétés fermeées a m dimensions faisant partie
de V seront des combinaisons linéaires a coeflicients entiers d'un certain
nombre d’entre elles que l'on pourra appeler les périodes de T'inté-
grale (11).

|.e nombre maximum des périodes est égal a P,,— 1; car, sil’'on con-
sidere P,, variétés fermdes quelconques a m dimensions, 1l y aura toujours

une varieté a m2 4+ 1 dimensions fui admettra comme frontiere compléte
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ces P, variétés ou quelques-unes d’entre elles. 11 y aura done toujours
entre les I, intégrales correspondantes une relation linéaire & coefficients
entiers. On pourrait d’ailleurs faire voir qu’il existe toujours des inté-
arales de la forme (11) pour lesquelles le nombre maximum des périodes
est atteint, Cette manicre de faire comprendre la définition des nombres
de Betti a été employée par Betti lui-ménie pour le premier et le dernier
de ces nombres, c’est-a-dire pour P, et P,,_, ; mais nous venons de voir

cqu’'il est aise de faire de méme pour les autres nomhres de Betti.

§ 8. — VARIETES UNILATERES ET BILATERES.

Considérons une variété V définie a la seconde maniére, ¢'est-a-dire
formée d’une chaine ou d’un réseau de vaviétés partielles dont chacune
est définie elle-méme par des relations de la forme (8) et {g).

Soit ¢, une variété partielle définie par les conditions

.I‘c — 63 (tr' 9)(’2) o ?.Tam)’
Vil < By

Soit v, une autre variété partielle et définie par les conditions

3 ef — d

|:k|<T&'

Supposons que ces deux variétés aient une partie commune ¢’ formant

une variété continue. Je dis qu’a l'intérieur de cette variété le détermi-
nant fonctionnel

est toujours de méme signe.

En effet, il ne pourrait changer de signe sans s’annuler ou sans deve-
J E.P., 2%s (C.n° 1), 4
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nir infin1, Or on a

NEICAE NN S PEICE NN
0(5” Say .- --:zm) . d(.y“yﬂi "t -:}'m)

de sorte que A est lui-méme le rapport de deux déterminants fonction-
nels; comme ces deux déterminants fonctionnels sont essentiellement
finis, A ne pourrait s’annuler que si l'on avait

d(x,,xg, .oy -Tn;)

— 0O

d(-‘?-{,521 l-o:.s.na) :
et comme rien ne distingue les m premiéres variables r , x,, . .., x, des
n— 1 Autres T, ,, &y ys - - - 5Ly, Ul faudrait que le determinant fonetion-

nel de m queleconque des . par rapport aux z fit nul.

Tous les déterminants fonetionnels des fonctions §° devraient donc
s'annuler a la fois, ce qui n’a jamais lieu par hypothese. A ne peut donc
s’annuler, et 'on verrait absolument de méme qu’il ne peut pas non plus
devenir mfini.

A est donc toujours de méme signe et nous pourrons choisir 'ordre
des variables z de telle facon que ce signe soit toujours positif.

Une difficulté pourrait se présenter dans certains cas; supposons que
la partie commune a ¢, et a v,, au lieu de se réduire 4 une seule variéte
continue ¢, se compose de plusieurs variétés continues ¢, ¢", ¢"; dans
chacune d’elles, le signe de A demeurera constant, mais i1l pourra chan-
ger lorsque 'on passera de'une a F'autre. Dans ce cas, nous dirons que la
variéte V est unilatere,

Supposons (jue cette circonstance ne sc présente pas, et considérons
une suite de variétés partielles formant une chaine fermée

“Ji,ilﬂ,.il,p vll

q?
Solent

[

K K
Ji’]ﬂ""?ym

les 72 variables qui jouent le réle de y,,y,, . . ., 7, par rapport a v,
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Supposons que ¢, et v, alent une partie commune v , v, et v, une partie
! 0 i N
commune ¢, ...,v,_, et ¢ une partie commune ¢ et enfin v, el vy, une
partie commune ¢ .
Soit 4, le déterminant fonctionnel de

+1 +1

12
:’V.{ ’:7 2 0 - ’,f}/‘m
par rapport a

z :
ya’yﬂ" e 7J’m'

Ce déeterminant sera défim a 'intérieur de v:.

Je définis de méme a 'intérieur de v’q le determinant fonctionnel Aq de

1 1 |
') 1’»1)”27 vt "v.‘rm,
par rapport a
g ¢ g
VATY/ TR S5
[Yaprés ce que nous venons de voir, nous pouvons toujours choisir
I’ordre des variables de telle facon que

ALA,, ... A

g—1

soient toujours positifs. D'antre part, A est toujours de méme signe, mais
ce signe constant est-il le signe + ou le signe —?

Si c'est le signe —, je dirai encore que la variété V est unilatere. Je
pourrai dire aussi que les variétés ¢, v,, . . ., v, forment une chaine uni-
latere.

Supposons maintenant que I’on ait construit un certain réseau continu
de variétés partielles

(4) R

de telle sorte qque tout point de V soit a 'intérieur (j'exclus la frontiére)
de I'une des variétés (4) ou de plusieurs d’entre elles. Si, dans la partie
commune a deux quelconques des variétés (4), le déterminant A est po-

sitif, je dirai que la variété V est bifatere. Si elle ne 'était pas, il est clair
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qu’on pourrait toujours, avee quelques-unes des variétés (4), former une
chaine unilatére et que la variété V serait unilatére. Je pourrai dire aussi
que le résean des varictés (4) forme un systeme bilatere.
Mais pour justifier complétement notre définition, il faut faire voir que
V ne peut pas étre 4 la fois unilatére et bilatere. 1l est clair d’abord que,
dans le systeme bilatére (4), on ne peut pas trouver de chaine unilatere.
Mais 1l reste & montrer (ue le systeme (4) restera umlatcre quand on

y adjoindra une variété quelconque v ., faisant partie de V.

g+

Soit ¢ la partie commune & v, etav,_ ,; tont point de ¢, appartiendra

an moins a 'une des variétes ¢, et comme ¢, est continu, si je consideére

g+
. . " ! . !

deux points M, et M, de ¢, appartenant respectivement a4 ¢, etav,, on

pourra trouver des variélés intermédiaires que je pourrai appeler

(puisque le numérolage reste arbitraire) :

et qui formeront une chaine.
Je pourrai toujours choisir 'ordre des variables analogues aux y qui
définissent la variété v

1> de telle facon que, dans ¢, le déterminant ana-

loguc a A et relatif & ¢, et ¢ soit positif; je Pappellerai 4.

Appelons de meme A, le déterminant analogue a A et relatif 4 ¢, et
0,05 A, est défini a I'intérienr de v,

Soit ensuite A" le déterminant relatif a ¢, et ¢, ; il sera défimi dans toute
la partie commune a ces denx variétés et, en particulier, dans la partie
commune & ¢, et ¢ ; il sera positif puisque le systeme (4) est bilatére.

Alors, dans la partie commune & ¢, et v, A, et A" seront positifs, il en

resulte (que leur rapport
A,

As& — A
est positif, ¢t comme 1l conserve toujours le méme signe, il sera positif
pour tous lcs points de ¢,

On démontrerait de proche en proche que 4,, ..., A, sont également

positif's.
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Ie systeme restera done bilatere apres I'adjonction de v, ; il le restera
encore si, dans I'expression des équations d'une des variétés o, on rem-
place les variables y,, ¥,, - .., ¥, par des fonctions holomorphes de
variables nouvelles ¥, 3, ..., ¥ dont le déterminant fonctionnel ne
s’annule jamais (ce (ui est nécessaire si 'on veut cqu’a un systéme de va-
leurs des y corresponde un seul systeme de valeurs des y'). 1l faut, bien
entendu, choisir I'ordre des nouvelles variables ¢’ de telle fucon que ce
déterminant fonctionnel soit positif.

Le systeme restant toujours bilatére, on n’y pourra construive de chaine
unilatere, de sorte qu'une variété ne peut pas étre a la fois bilatere et
unilatere. C. Q. F. D.

Tout le monde connait I'exemple de surface unilatere que I'on obtient
en ployant un rectangle de papier ABCD (dont les cotés opposés sont AB
et G d’une part, BC et DA d’autre part), et en collant ensuite ensemble
les cotés AB et CD de fugon que A soit collé avec G et Bavee D.

Les exemples de variéteés bilatéres sont plus aisés encore a former.

Ainsi dans I'espace a » dimensions :

1 Tout domaine 2 n dimensions est bilatere ;
2° Toute courbe & 1 dimension est bilatere;
3° Toute surface fermée a n — 1 dimensions est bilatere.

Mais on peut aller plus lom.

Considérons une vaviété V définie a (o premiére manicre, ¢ est-a-dire
par des égalités et des inégalités de la forme (1). Je dis qu’clle sera tou-
jours hilatcre.

Soient, en effet,

les p égalités qui, avee quelques inégalités que nous n’écrirons pas, défi-
nissent V. Partaceons V en un certain nombre de variéiés partielles ¢

e y
définies par des relations de la forme (8) et (g). Soient
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un certain nombre de variétés partielles formant une chaine continue,
c'est-a-dive telles que chacune d’elles ait avec la suivante une partie com-
mune. Je dis que cette chaine est toujours bilatére.

En effet, nous avons supposé plus haut que les déterminants fonetion-
nels des p fonctions F par rapport 4 p quelconques des variables x ue
s’annulent jamais tous a la fois. Je puis donc supposer que les variétés ¢
sont assez petites pour que, a intérieur de v,, 'un des déterminants
fonctionnels (que j'appellerai A,) ne s’annule pas; pour que, a 'intérieur
de v,, un autre de ces déterminants (que J'appellerai A,) ne s’annule pas,
et ainsi de suite.

S'il n’en était pas ainsi, on n'aurait qu’a subdiviser chacune des varig-
tés ¢ en variétés plus petites,

Soit, par exemple,
I(F, Fy, ... Fp)
A, = ;
()(xa,a Loy = oo xap)
A (¥, Fsy ..., Fp)
27 3 ?
(.:U‘gl, Z‘ﬁ:, v ey .SUBP)

Comme l'ordre des lettres z,, «,,, .. ., x,, reste arbitraire et que 4,
conserve le méme signe a I'intérienr de ¢,, |e pourral toujours supposer
que A, est positif a I'intérieur de ¢,. De méme A, sera positif a I'intérieur
de ¢, ; et ainsi de suite.

Posons alors a I'intérieur de v,

ry
|
=
Fre
|
©
=
|
k=

*i
I
&3
R
>
|
&3
g
—
3
|
&3
352!

Iei m=n— p; les variables x, sont les m=—=n — p variables x qui
restent quand on a supprimé les » variables x, .

Posons de méme a l'intérieur de v
2

F,
(14) ) T L
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f

l.es variables &y sont les m =n — p variables x qui restent quand on
a supprimé les p variables x .

Et ainsi de suite.

Je supposerai que I'ordre des variables x, ait été choisi de telle sorte
que 'on puisse passer de 'ordre normal des variables i, ¢’est-a-dire de
Pordre

S R R
a 'ordre
X X

i
ul, a=‘ [] [] L] , '—L

s B

par une substitution du groupe alterne.
Alors, en résolvant les équations (13), on verrait qu’a l'intérieur de ¢,
les 2 sont des fonctions holomorphes de

i | K
yi‘-’ yz’ MR -?m

et ainsi de suite. En général, a I'intérieur de ¢,, les x seront des fonctions
holomorphes de

l Z R
yl b4 yz’ R Jm‘
Ils’agit alors de calculer le déterminant

Ny, Yss ---,yi,.)J
Y HFar v ¥m)

ou, pour abréger,

dy;
dy,

i I'intérieur de la partie commune a ¢, et a ¢,.
Pour cela, remplacons les équations (13) et (14) par les équations plus
générales

=A,, F,=2 F_—

2 ] P p?

F,
(13 bis)
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et
(14 bisy Fo=%, »yi=ux,

Nous ferons ensuite A, — o.

Résolvons les équations (13 bis), nous aurons les . en fonctions des 2,
et des y. holomorphes a l'intérieur de ¢, et le déterminant fonctionnel
de

par rapport a
i 2 e
)"l!' )LE, « .o oy 7‘~p; '-}t:' J’L? >t e:'}c

sera evidemment

Itésolvons de méme les equations (14 bts), nous aurons les x en fonc-
tions des 2, et des y7, holomorphes & I'intérieur de ¢, et le déterminant

' I
fonctionnel sera v
2

Il viendra alors, pour les points communs a ¢, et a ¢,,

d_‘)/f- — 0(117)\2, .. "}‘P? J/l':,yg, . - .,lyi?) _ '&l .
dy, Mty das ooy hpy ¥ Va5 oo 9 Vi) A,

Il ne reste plus ensuite qu’a faire ), = o dans les expressions des .
On trouverait de méme, dans la partie commune a ¢, et v, ,

{)u]/':lH L Ak
dypr AM!’

et dans la partiec commune a v, et a v,

dy, Ag

—_—

A

Nous avons va plus haut que I'on peut toujours supposer que 4; est,
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a I'intérieur de¢,, positif. Tous ces rapports sont donc positifs et la chaine
est bilatére. C. Q. F. D.

Toutes les variétés qui rentrent dans la premiére définition sont donc
bilatéres et, comme j’ai cité plus haut un exemple de varieté unilatere sa-
tisfaisant a la deuxiéme définition, nous devons conclure que les variétés
qui satisfont a la denxieme définition nesatisfont pas toutesa la premiere.
C’est ce que jJ'avals annoncé plas haut.

Toute variété unilatére est par definition opposée a elle-méme.

§ 9. — INTERSECTION DE DEUX VARIETES.

Soient V et V' deux variétés définies & la seconde manicre, ayant 'une
p dimensions, I'autre » — p dimensions, et soient M, et M deux points

appartenant respectivement & V et a V' et ayant respeclivement pour
coordonnées

J 0 IIl.)
s wﬂ’ y &y,

ct
' 4t 0

Autour du point M,, construisons sur V une variété partielle ¢, ana-

logue a celles que nous avons envisagées dans le n° 3, de telle fagon
qu’en un point @, &,, ..., x,devonait

x,= 9,(r, ¥, c Y ) (t=1,3,n).

De méme autour de M, construisons sur V' une variété ¢ telle qu’en
] i ’ t , [
un pointx , x,, ..., & de¢ on ait

.f:ze:(y:,y;, * e "y::--p) (5.—:1,2.,12).
J.E. P, o%s. (C.n°1). 5
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IEnvisageons le déterminant

dxl d.rg dxn
d.,’yl d}"g d.}"l
dﬂfﬁ dxg dxn
dl}"z d‘}"g dy}’g
dry  dzy o da
dyp dy p dyp
dx| dz, dz,
gy, dy, dy,
dx, dz,  dz,
Wn-p Wa p Y u-p
Clest une fonction de y,,¥,, -+ -y ¥ 79 Far - - +5¥aps cette fonction
dépendra done de la position des points M et M’ de coordonnées z,, x,,
Sx,etx, x, ..., surles variétés vet v'. Je appellerai done
J(M, M),
Je puis changer de variables en remplacant y,, y,, ..., », par des
fonctions holomorphes de p variables nouvelles z,, z,, .. ., z, choisies de

telle sorte qu’a un systeme de valeurs de y corresponde un seul systeme
de valeurs des z. Il faut pour cela que le déterminant fonctionnel des y
par rapport aux 3 ne s’annule pas et je puis toujours supposer, en
rangeant les z dans un ordre convenable, que ce deéterminant est positif.

La fonction f( M, M’} est alors multipliée par ce déterminant fonctionnel
et, par conséquent, conserve son signe.

Il en est encore de méme quand on fait un changement de variables
analogues sur la variété ¢/,

Considérons maintenant une autre variété ¢,, analogue a v, construite
sur V, et une variété ¢ , analogue a ¢, construite sur V',

Soit M, un point de ¢, et M, un point de ¢,. Nous pourrons construire

une lonction analogue 4/ (M, M) et que j'appellerai £, (M,, M).
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Supposons maintenant que les variétés v, et v (de méme que les variétés

¢ et ¢') alent une partie commune, et que les points M et M, se confon-
dent, de méme que les points M’ et M.

Comparons les deux fonections
S(M, M%), £, (M, M).

Supposons que les deux variétés V et V' soient bilatéres. Nous pour-
rons supposer alors (en choisissant convenablement!’ordre des variables
¥ relatives a ¢, ), que le déterminant analogue a celui que nous avons ap-
pelé A dansle n® 8, et relatif a v et v, est positif dans la partie commune

a vety,, de méme le déterminant analogue a A et relatif a ¢ et ¢, sera
¢galement positif.

Alors fet f, seront de méme signe.
Soit alors

S(M, M)

une fonction qui sera égale & -1, 4 — 1 ou & 0, selonque /' (M, M’) sera
positif, négatif ou nul. Cette fonction sera alors parfaitement déterminée,
elle ne dépendra que de la position des points M et M" sur V et V'; elle ne

dépendra pas de la maniere dont les variétés ¢ et ¢ auront été construites
autour de M et de M.

Cela ne serait plus vrai si Uune des variétés V et V' était unilatére,
cc que je ne suppose pas.

Supposons, cn particulier, que les points M et M’ se confondent et, par
conséquent, que le point M soit un point d’intersection de V et de V/,
la considération de la fonction S(M, M') présente alors un grand in-
térét.

Supposons que l'on forme la fonction S(M, M) poar tous les points
d'intersection M de V et de V', et faisons la somme de toutes les fonctions
S ainsi obtenues; je désignerai cette somme par

N(V, V',
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Cette définition de N(V, V') s’applique quand les variétés V et V' ont
¢1¢ définies comme au n® 3, Mais on peut la simplifier quand V et V/ ont
été définies comme aun® 1.

Soient alors

F. —o, Pg > 0 (a=1,2,...,p;p=1,2,...,q)

les conditions qui définissent V, et soient

r / —_— p v — /
FT_O, ‘P5>0 (T—[,l,...3?3"—]),6—1723"'1Q)1

celles qui définissent V'. V aura n — p dimensions et V' en aura p.
Considérons un point M de V ayant pour coordonnées x,, ,, ..., x,
et un point M’ de V' ayant pour coordonnées ', 2, . . ., & et formons

le déterminant

dF, dF, dF, dF, dF, dr¥,_,
dr, dz, dr, dx, dz| ' dz
dF, dF, dF, dF, dF, dF, ,
dz, dz, = dz, dz., dz, = dz,

que J'appellerai ¢(M,M’). Quelle relation y a-t-il entre ¢(M,M") et
S(M, M)?

Pour nous en rendre compte, posons
x, =a;+ h (:=1,3,...,n);

faisons ensuite varier & la fois les & et les x;, mais de telle facon que leur
difference %, demeure constante.
Posons
Fo: (:1’,‘,-) ::ya?
F (x,+ %) =y,

Si le déterminant ¢ (M, M') n’est pas nul, nous pourrons résoudre ces
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équations par rapport aux .£, et nous en tirerons

X, = ei(yct‘.y;-)'

Le déterminant fonctionnel des 0, par rapport aux y, et aux y. sera

I

(M, M)
Si nous faisons ¥, = 0, nous aurons

alors -
¥

X, == 6‘(0,3’;);

ceserala I'équation d’une variété i n — p dimensions qui fera partiede V;
de méme en faisant
X, == /[i"}" er(yex! O)?

on aura ’équation d’une variété a p dimensions ui fera partie de V'.
Si Von définit de la sorte les variétés ¢ et ¢ du commencement de ce
numéro, on voit que le déterminant fonctionnel des 6, n’est autre chose

que (M, M), d’ou
SO, MY (M, M) =1.

Supposons maintenant que les deux variétés V et V' fassent toutes deux

parties d’une variété W d’un plus grand nombre de dimensions. Soient,
par exemple,

(1) F,=o, Gy > O (e=1,2,...,p;8=1,2,...,9)

les relations qui délinissent W qui aura ainsi » — p dimensions.
Solent

(2) F,=o, ©s > O (Y=1,2, ...,p;6=1,2,...,q)

les relations qui jointes a (1) definissent V qui aura ainsi n — p — p’ di-
mensions.

Soient enfin

(3) F,=o, P, > O (E=l,2,..-,[)”;C:l:ga“':q”)
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les relations qui jointes & (1) définiront V' qui aura ainsi n — p — p” di-
mensions. Je suppose p + p' -+ p’ = n.

Soit M un point d'intersection de V etde V',

Je formerai le déterminant fonctionnel des F,, des I, et des I, par
rapport aux &, et ce sera ce déterminant que j'appellerai &(M).

Alors S(M) sera par définition égal & +1 ouda — 1, selon que ¢(M)
sera positif ou négatif.

Je désignerai ensuite par

! N(V, V)

la somme de toutes les quantités S(M) relatives a tous les points d’inter-
section de V et de V'.

Il est clair que, si I'une des variétés V ou'V’ est remplacée par la variété
opposce, expression N(V, V') change de signe.

Soit maintenant V une variété fermée & 1 dimension et soit W un do-
maine a n dimensions dont la frontiere complete se compose des vari¢tés
a n — 1 dimensions

V,, V,, ..., V,

de telle sorte que

V,+V,+...+V, uno.
Je disque

N(V,V)+=N(V,V, )4 ...+ N(V,V,)=o.

En effet, la variéte V va se composer d’un certain nombre de variétés
continues & 1 dimension, ¢’est-a-dire d’un certain nombre de lignes fer-

mees. l.es équatious d’une de ces lignes pourront se ntettre sous la
forme

Ly = 6:‘ (t):

¢ étant une variable que nous ferons croitre de — w a + .
Comme la ligne est fermée, nous aurons
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Envisageons maintenant un point M d’intersection d’une de ces lignes
avec la frontiere de W; si, quand on fait croitre ¢, cette higne passe de
I'intérieur de W a I'extérieur, on aura

S(M)=1.
Si elle passe de I'extérieur a Uintérieur S( M) sera égal a — 1. Maisla ligne
étant fermée reviendra a son point de départ, de sorte que la somme de
tous les S(M) devra étre nulle. C. Q. F. D.

Supposons maintenant que toules les variétés que nous envisageons
et, par exemple, V, W V 'V .V, fassent partie d’'une variété U
et que ce soit cette vari¢té U dont nous étudions les ordres de connexion
et par rapport a laquelle nous prenons les homologies.

(Voici ce que je veux dire; quand, an n® 3, jai défini les homologies,
il y avait une certaine variété V qui jouait dans cette définition un réle
important; eh bien, c’est 1ci U qui jouera ce role.)

Je suppose que U ait £ dimensions, V une dimension, W 24 dimensions,
V,,V,, ..., V, i —1 dimensions.

IIn'y a rien a changer a ce qui précede et I’on voit que, si V est fermé
et & une dimension et que

V,+V,+...4+V,uo,
on aura

N(V,V )4+ N(V, V) +...+N(V,V,) =o.

Je dis que cela sera encore vrai si la variété a une dimension V n’est
plus fermée, mais a ses deux extrémités sur la fronti¢re de U et si W n’a
aucun point sur la frontiere de U.

En effet, U se trouve partagé en deux reégions continues ou non, a
savoir : W et la région R extérieure a W, Par hypothese, la frontiere de
U appartient tout entiere a RR.

La ligne V n’¢tant pas fermée, le point initial correspondant 4 t = —oc
ne coincidera plus avec le point final correspondant & ¢t — —+ 2; mais,
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par hypotheése, ces deux points appartiennent tous deux a la frontiere de
U et, par conséquent, a R.

Notre lighe passera donc précisément autant de fois de R dans W que
de W dans R; donc la somme des S(M) est nulle. C. Q. F. D.

Je vais maintenant établir la reciproque.

Soient V,, V,, ..., V,, & variétés fermées a .~ — 1 dimensions situées
dans U, U n’ayant aucun point commun avec la frontiere de V,. Suppo-
sons quel’on n’ait pas

V,+V,4+...+V,»no,

je dis que 'on pourra toujours trouver une ligne V, située dans U, qu
sera fermée, on aura ses deux extrémités sur la frontiére de U et qui sera
telle que

N(V,V)+N(V,V,)+...+N(V,V,)Zo.

En effet, ou bien les variétés V,, V,, ..., V, ne partageront pas U en
plusieurs régions distinctes. Alors on pourra aller d'un point quelconque
de U a un autre point queleonque de U sans rencontrer aucune des va-
rietes V.

Considérons alors une ligne tres petite rencontrant V, en un point M
et ne rencontrant aucune autre des variétés V,; nous pourrons joindre les
deux extrémités de cette ligne par une auntre ligne continue (ui ne rencon-
trera aucune des variétés V,; nous aurons construit ainsi une ligne
fermée qui ne rencontrera les variétés V, qu'en un seul point. La somme
des S(M) ne pourra done étre nulle.

Supposons maintenant que les variétés V, partagent U en plusieurs re-
gions R; mais cependant (u’elles soient linéairement independantes.
Dans ce cas, la frontiére complete d’aucune des régions R ne pourra étre
constituée par une partie des variétés V,, sans quoi il y aurait entre ces
variétés une homologie, ce que nous ne supposons pas.

La frontiere complete de 1 se composera donc de quelques-unes des
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variétés V, et d’une partie de la frontiére de U. 1l en résulte que d’un pomt
quelconque de R on pourra aller & la frontiére de U sans sortir de It et
sans rencontrer aucune des variétés V.

Considérons alors une des variéiés V,, V , par exemple, et envisageons
une petite ligne coupant V, en un point M; soient R et R’ les régions
auxquelles appartiennent les deux extrémités . et (1’ de cette petite ligne.
De 1. on pourra aller par uve ligne continue a la frontiere de U sans sor-
tir de R ; de u.” on pourra aller par une troisieme ligne continue a la fron-
tiere de U sans sortir de R'.

L’ensemble de ces trois lignes continues ira de la frontiere de U a la
frontiere de U, et si je 'appelle V, on aura

N(V,V)=1, N(V,V)=o0 (i>1).

On peut donc choisir V de telle fagon que tous les N(V,V,) solent
nuls, excepté un d’entre eux quisera égal a 1.

Supposons enfin qu’il y ait entre les V, un certain nombre d"homologics,
3, par exemple,

(o) 2k V,nZkV, b2k VYV, uno.

Nous pourrons alors, parmi les 4 variétés V,, en trouver £ — 3 qui

solent linéairement indépendantes; soit, par exemple, V,, V|
v

'3

k—3°
Nous pouvons chobir V de telle facon que tous les N(V,V,), ou
1==1,2,..., k— 3, solent nuls & 'exception de I'un quelconque d’entre

eux qui sera egal a 1. Les valeurs de
N(V,V,.), N(V,V._.), N(V,V)
s'en déduiront 4 'aide des relations
(£) EEN(V,V)=XEN(V,V)=2EN(V,V,)=0

(ui sont une conséquence nécessaire de nos homologies (a ).
J.E, P, 8. (C.n° 1), 6
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Il ne peut pas arriver alors que ['on ait
(7) EN(V,V,)=o,
quelle que soit celle des £ — 3 quantités

N(V, V) (i=1,2,..., k—3)

quisoit égale 4 1. Cela ne pourrait se faire, en effet, que si I'équation (y)
était une conséquence nécessaire des équations {3; mais alors I'homo-

logie
(¢) LV, v»ho

serait une conséquence nécessaire des homologies (o). Or nous avons
supposé au début que cette homologie (¢) n'avait pas lieu.
On pourra donc toojours choisir V de maniére que I'égalité v n’ait pas

lieu. C. Q. F. D.

Nous désignerons sous le nom de coupure toute variété contenue dans
U : 1°sielle est fermée; 2° si elle n'est pas fermée, mais si sa frontiére
fait partie de la frontiére complete de U.

Nous pouvons alors énoncer Je théoréme suivant qui résume la discus-
sion précédente :

La condition nécessaire et suffisante (si les variétés V, sont fermées et
a h— 1 dimensions) pour que Lon puisse choisir la coupure V de lelle

sorte que ' égalité

2EN(V,V)=0
7’ ait pas liew, ¢’est que Uhomologie

2k V,»no

n’ait pas lies.
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Cherchons maintenant & étendre ce théoréme au cas ou Va p dimen-
sionsetou’V,,V,, ..., V,enonth— p.
Soient

F,=—o, ¢g > O (o=1,2,...,n—AR)

les equations de U ; soient

F,=—= o, F;=O, P > O (Yy=1,2, ..., h—p)

celles de V.

Quanta V , V., ..., V, nous les définirons de la maniére suivante.
Nous pourrons toujours trouver p — 1 équations

@,:@2:—...=¢'p_l:'—0

auxuelles satisfont tous les pointsde V,, V,, ..., V,; c'est ainsi que si
h= 3, p==2, st U est'espace ordinaire etst V,, V,, ..., V, sont des
courbes, on pourra toujours, par ces courbes, quelles qu’elles soient, faire
passer une surface.

Pour définir V, nous y adjoindrons une p*™¢ égalité

' = o.

4

Soit alors U’ la variété a A — p + 1 dimensions
F,=o, ¢ =o, 9y > O,
et V' la variété a 1 dimension
Fa:F;z(I]V:O, ©g > O.

On aura d’abord
N(Vf: Vl) — N(Vy Va)

D’autre part, si I'homologie

2k, V. wno
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a lieu par rapport a U’, elle aura lieu par rapport a U. Il est vrai que la
réciproque n’est pas vraie et (ue cette homologie peut avoir lieu par rap-
port & U sans avoir lieu par rapport 2 U’; mais, si elle a lieu par rapport
a U, on pourra toujours, en choisissant convenablement les fonctions @,
trouver une variété U’ & i — p + 1 dimensions par rapport a laquelle elle
ait heu.

Nous devons donc conclure que le théoreme est encore wrai quand 'V a
plus d’une dimension.

Si done V, et V, sont deux variétés fermées a ~— p dimensions, si
pour toutes les coupures V 4 p dimensions, on a

N(V,V)=N(V,V,),
on aura aussl

V.~V

i P

et Inversement.

Bornons-nous au cas ou U est fermée. Alors U n’a pas de frontiere et
toutes les coupures sont fermées.
Le nombre des conpures de p dimensions linéairement indépendantes

est P, — 1.
Solent
C” Cﬂ, C ey C;._ ():Pp—--l)
ces coupures.
Soient ensuite
V, (¢=1, 2, , )

u variétés fermées a 4 — p dimensions.
La condition nécessaire et suffisante pour que 'on ait entre elles une

homologie
LkV,u»no,
c¢’est que I'on ait :

YiN(C,,V,) =5kN(C,, V) =.. . =2kN(C, V) =o.
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Or, si le nombre w1 des V, est supérieur a &, on pourra toujours trouver
des entiers k; satisfaisant 4 ces conditions, puisque nous aurons y. arbi-
traires &, et A conditions a remplir. Si doncles V, sont linéairement indé-
pendantes, on aura

Iy

Donc

thpipp;

mails, en changeant » en i — p. on trouve
: g P [ ” 9

<
Pp: pﬁ-—p'
Donc

Par conséquent, pour une variété fermée, les nombres de Betli égale-
ment distants des extrémes sont égauz.

Ce théoréeme n’a, je crois, jamais été énoncé; il était cependant connu
de plusieurs personnes qui en ont méme fait des applications.

Voyons maintenant ce cui se passe quand 4 est pair pour le nombre
moyen P,. Supposons que 4 soit multiple de 4 + 2, de telle facon que

2

;L + [] L]
— sO1t mpair.
b |

On sait que, quand, dans un déterminant, on fait un nombre impair de
permutations de lignes, il change de signe. Quand on permutera Vet V,,

ui ont g dimensions, le déterminant /M, M) changera de signe; on aura
done

N(V, V) =—N(V,,V);
on en déduit

N(V, V) — O.

Le symbole N(V, V) n’a, par lui-méme, aucun sens, puisque, les deux
variétés V et V coincidant, le nombre des points d’intersection est infini ;



46 H. POINCARE.

il faut donc précisément la definition; nous poserons donc
N(V,V)=N(V, V),
ViV,

Cela posé, je dis que P;, est impair. Supposons, en effet, qu'il soit pair
2

et solent
V,, V,, ...,V

I

les 1 variétés linéairement indépendantes a £ — 1 dimensions on

mw="P,—1

est impair.

Formons le déterminant ou le ¢*™ terme de la A™° colonneest N(V,, V).
Ce déterminant serait gauche; c’est-a-dire que les termes de la diagonale
principale seraient nuls et que deux termes symétriques par rapport a cette
diagonale seraient égaux et de signe contraire. Comme le nombre des co-
lonnes serait impair, ce déterminant serait nul. Il en résulterait, contraire-
ment a I'hypothese, que les variétés V,, V,, ...,V ne seraient pas linca-
rement indépendantes.

Donc P, est impair.

2

Cela ne serait plus vrai ni s1 4 était multiple de 4, ni1 si la variété U
était unilatere ; car tous nos raisonnements supposent les varietés bilateres.
Nous en verrons plus loin des exemples.

§ 10. — REPRESENTATION GEOMETRIQUE.

Il y a une maniére de se représenter les variétés a trois dimensions si-
tuées dans ’espace & quatre dimensions, maniere qui en facilite singuliere-
ment |’etude.

Considérons, dans I'espace ordinaire, un certain nombre de po-
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lyédres
P, P P,.

1? 2? A n

Nous pouvons supposer qu'il existe, dans I'espace a quatre dimensions,
un certain nombre de variétés a trois dimensions

Qi? QE? ot Qu

respectivement homéomorphes a P, P,, ..., P,.

Soient I', une face du polyedre P, et ®, I'ensemble des points de la
frontiere de Q, qui correspondent aux divers points de F,. Soient de
méme I, une face de P, et @, I'image de cette face sur la fronticre de Q,.

Il pent se faire que ©, coincide avec ©,.,Dans ce cas les deux variétés
Q, et Q, sont contigués, ¢t I'on passe de I'intérieur de 'une al'intérieur de
I'autre en franchissant Q.

Dans ce cas, nous dirons que les faces I, et F, sont conjuguées.

Il pourra arriver que les faces I, et F, appartiennent a un méme po-
tyedre P,. Alors la variété a deux dimensions ®,, qui ne difféere pas de la
variété a deux dimensions ¢,, séparera 'une de 'autre deux portions de
la variété Q,.

On le comprendra mieux si je compareavecun exemple se passant dans
I’espace ordinaire. Considérons un rectangle ABCD et un tore, sur lequel
nous tracerons deux coupures, a savoir : une circonférence méridienne et
un parallele; soit Hle point d’intersection de ce parallele et de ce méri-
dien. La surface du tore ains1 découpée sera homéomorphe au rectangle;
les deux lévres de la coupure formée par le méridien correspondront aux
deux c6tés AB et CD du rectangle; les deux lévres de la coupure formée
par le paralléle correspondront aux deux autres eétés AD et BC. On voit
I’'analogie avec ce qui préceéde : le rectangle correspond au polyedre P, le
tore découpé a la variété Q,, les cotés AB et CD aux deux faces I', et F,,
les deux levres de la coupure méridienne aux deux variétes @, et ¢, qui,
comme on le voit, coincident.

Cela posé, imaginons que parmi les faces des » polyedres P; il y en ait
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un certain nombre qui soient conjuguées deux A deux, et un certain nom-
bre qui restent /ibres.

Considérons la variété totale V formée par I'ensemble des variétés Q..
Comme quelques-unes de ces variétés , sont contigués, il pourra se faire
que la vancté totale V soit continue : ¢’est ce que je supposerai.

S1 parmi les faces des P; il n'y en a aucune qui reste libre, la variété V
sera fermée. Dans le cas contraire, les points qui correspondront aux faces
restées libres formeront la frontiére compléte de V.

On congoit que la connaissance des polyédres P; et celle du mode de
conjugaison de leurs faces nous fournissent, dans I’espace ordinaire, une
image de la variété V et que cette image suflise pour 'étude de ses pro-
priétés au point de vue de ' Analysis Situs.

Voyons comment doit étre défini le mode de conjugaison des faces. 11
est clair d'abord que, pour que deux faces puissent étre conjuguées, il faut
qu’elles aient le méme nombre de c6tés. Ensuite, pour connaltre compléte-
ment le mode de conjugaison, il ne suffit pas de savoir que telle face est
conjuguée de telle autre; il faut savoir, en outre, quel est le sommet ou le
coté de cette face qui correspond a tel sommet ou a tel c6té de sa conju-
guee.

Alors seulement le mode de conjugaison sera complétement défini.

A deux faces conjuguées correspond, par définition, une méme variété
A deux dimensions intérieure a V. 1l peut se faire aussi qu’a plusieurs
arétes des polyedres P corresponde une méme ligne intérieure a4 V, ou
qu’a plusieurs sommets de ces polyedres corresponde un méme point inté-
rieur & V. Nous dirons alors que ces arétes ou ces sommets appartiennent
a un meéme cycle.

Voici comment on peut former les cycles d’arétes et les cycles de som-
mets.

Soit A, une aréte, I l'une des deux faces qui passent par A, F, la
conjuguce de I',, A, I'aréte de I, qui correspond a A; F_ T'autre face qui
passe par A,; I, la conjuguée de F , A, Daréte correspondant
aA,, etc.

On s’arrétera quand on arrivera a4 une face libre ou quand on sera
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revenu a l'aréte A,. Toutes les arétes A, A,, A,, ... formeront un
cycle.

De méme pour les sommets. Soient S, un sommet, F' F'une des faces qui
passent par S,, F, la conjuguée de F ; S, le sommet correspondant & S,;
I, une des faces qui passent par S,, . . ..

S5,,9,, 5,, ... appartiendront & un meéme cycle.

Seulement ici il passe par chaque sommet plus de deux faces; alors F,
par cxemple, peut étre choisie de plusieurs manieres ; on ne devra s’arréter
(u'apres avoir épuisé tous les choix possibles.

L’analogie avec la formation des cycles dans la théorie des groupes
fuchsiens est évidente. Elle le devient plus encore, s1 'on suppose qu’il
n'y a qu'un seul polyedre P,.

Premier e.remple.

L’exemple le plus simple est celuiou 'on n’a qu'un seul polyédre P, et
o1l ce polyédre est un cube ABCDA’B'C' D/ dont les sommets ont respec-

tivement I)OllI‘ COOl‘dOHDéCS

A o o o Al o o
B o 1 o B o 1 1
C I 0 O C 1 o I
D I 1 O D’ I 1 1

Je suppose que les faces opposées soient conjuguées et cela delafacon

suivante :

( ABDC = A'B'DC,
(1) ! ACC'A’= BDD'A/,
| CDD'C’ = ABB'A".

Voici ce que j'entends par cette notation : la relation

ABDC=A'B' D'
signifie :
J E P, 2s. (C.n®1).

~1
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1° Queles faces ABDC et A'B'D’C’ sont conjuguées;

2° Que les sommets se rencontrant sur la premiere de ces faces se ren-
contrent dans I'ordre circulaire ABDCG;

3° Que les sommets A et A, Bet B', D et D', C et (' se corres-
pondent.

Observons en passant que les sommets ABDC se rencontrent sur la
premiere de ces faces dans un ordre circulaire tel qu’en parcourant le pé-
rimeétre dans le sens correspondant on ait laface a sa gauche. Aucontraire,
les sommets correspondants A'B'D'C’ se rencontrent sur la seconde face
dans un ordre tel qu’en parcourant le périmetre dans ce sens on ait la face
a sa droite.

Cette condition doit toujours étre remplie s¢ {’on veut que V soit bila-
tere. Si deux faces I, et I', sont conjuguées et si un point decrit le péri-
metre de F, de facon i laisser la face a sa gauche, le point correspondant
sur I, devra décrire le périmetre de cette face en Ja laissant a sa droite.

(Cela posé, supposons donc que le mode de conjugaison soit défin1 par
les relations (1). Il est aisé de voir alors que tous les sommets forment un
seul cycle et qu'il y a trois cycles d’arétes, comprenant respectivement

celles des arétes qui sont paralleles a 1'axe des x, a celui des y et a celui
des z.

Deuxierne exemple.

Conservons toujours notre cube, mais changeons le mode de conjugai-
son ct définissons-le par les relations

 ABDC =BRD'CA,
() | ABB'A’= DD'C'C,
. ACC'A'=DD'B'B;

il y aura alors denx cycles d’arétes et deux cycles de sommets et je résume

|

les résultats par les relations suivantes; j’ai mis le signe = entre deux
arétes (ou deux solmmets ) pour exprimer qu’elles font partie d’un méme
cycle.
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Deux cycles d’arétes :

AB =B'D'=CC =BA'=AC =DD/,
AA=DC =CA =BB=CD=DB.

Deux cycles de sommets ;

A=B=C=D,
B=D'=C —=A".

Nous verrons plus tard pour quelles raisons ce mode de conjugaison
est inadmissible.

Troisieme exemple.
Conservons notre cube avec le mode de conjugaison suivant :

ABDC =DB'D'C'A’,
(3) ABB'A’=DD'CC,

ACCGA'=DDB'B.
On trouve alors :
(Quatre cycles d’arétes :

AB=BD'=CA, AA'—CD'=DB,
AC=DD' =D'A/, CD =BB' = A'C’.

Deux cycles de sommets :

A=B=0=D,
B=D'=A'=C.

Qua{riéme exemple.
Soit maintenant

ABDC =B'D'CA’,
(5) ABB'A’= CDI'C,
ACCA'=BDD'B.
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On trouve :
Trois cycles d’arétes :

AA'=C(C'=BB =DUD,
AB =CD =BD' =AC,
AC =BD =D'C=D'A/,

et un seul eycle de sommets.

C .ingrziéme exemple.

Soit un octaedre régulier; il aura six sommets dont quatre formeront
un carré BCED (les lettres sont rangées dans 1 ordre circulaire dans lequel
on rencontre les (uatre sommets en parcourant le périmetre du carré) et
dont deux, A et P, sont en dehors du carré. Soit

ABC = FED,

_ ACE = FDB,
(6) ——

AED = FB(,

ADB = FCE

le mode de conjugaison; on trouvera six cycles d’arétes et trois cycles de
sommets; chaque aréte formera un cycle avec 'aréte opposée, ¢’est-a-dire
avec sa symétrique par rapport au centre de symétrie de 'octaedre, et
chaque sommet formant un cycle avec le sommet opposé.

Il est inutile de multiplier davantage les exemples; je me propose de
reconnaitre maintenant si tous les modes de conjugaison sont admissibles.

Appelons aster la figure formée par un certain nombre d'angles solides
ayant méme sommet et disposés autour de ce sommet de telle sorte que
tout point de l'espace appartienne & un et 4 un seul de ces angles solides.

Dans la figure, on distinguera done, outre les angles solides eux-mémes
et leur sommet, un certain nombre de faces communes a deux angles
solides et un certain nombre d’arétes communes & plusieurs angles solides.
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Je pourrai supposer que les aréles et les faces sont prolongées indéfi-
niment, ou bien qu’on les arréte i la surface d’une sphére ayant son centre
au sommet commun des angles solides. Alors ces divers angles sohdes
vont découper sur la sphere un certain nombre de polygones sphériques,
de sorte que la surface de la sphere sera subdivisée en polygones sphé-
ricques. Cette surface ainsi subdivisée pourra étre regardée comme homéo-
morphe & un polyedre convexe dont les faces correspondront aux poly-
gones spheriques que je viens de définir.

Alors aux angles solides de I'aster correspondront les faces du po-
Iyédre; aux faces de I'aster correspondront les arétes du polyedre et, aux
arétes de I'aster, ses sommets.

Soient S, I' et A le nombre des angles solides, des faces et des arétes de
I'aster. Comme le polyédre doit satisfaire au théoreme d'Eualer, on devra

avolr
S“—F+Azﬂ.

Revenons maintenant i nos polyedres

P.P,...,P

L

et envisageons un cycle de sommets; a tous les sommets de ce cycle cor-
respondra un méme point de V que J’appelle M. Parmi les variétés

QI?QE? . . .?()n!

1l y en aura un certain nombre qui auront le point M sur leur frontiére; je
les appellerai les variétés Q, et ce seront celles ui correspondront a des
polyédres P, auxquels appartiendront les divers sommets du cycle.

Considérons maintenant deux des variétés Q, qui soient contigues, et
la variété a deux dimensions qui leur sert de frontiére commume. Les va-
riétés & deux dimensions ainsi définies, je les appellerai les @_; elles cor-
respondront a celles des faces des polyedres P, auxquelles appartiennent
les divers sommets du cycle.

Nous envisagerons enfin les variétés a une dimension qui sont I'inter-



54 H. POINCARE.

section de deux variétés O et que J'appellerai les I.,. Elles correspondront
a celles des arétes des polyedres P, auxquelles appartiennent les divers
sommets du cycle.

Envisageons la figure formée par les variétés Q,, @,, L, ou plutét par
les points de ces variétés qui satisfont a I'inégalité

(7) (&, — &)+ (2,— )+ (2, — &) + (2, — &) )* < €.

¢ est une trés petite quantité; x|, x., x_, «, sont les coordonnées du
point M.

Cette figure est évidemment homéomorphe a un aster dont les faces et
les arétes seraient hmitées a une sphere. Soit A cet aster.

Considérons une quelconque des variétés Q, et, en outre, la variété W
formée par ceux de ses points qui satisfont a l'inégalité (7). Cette variété
sera continue ou ne le sera pas. Si elle ne 'est pas, je la décomposerai en
plusieurs variétés continues, et les diverses variétés continues que I'on
pourra ainsi former, je les appellerai les Q,. (Le nombre des Q, peut
ainsi étre plus grand que celui des Q, si 'une des variétés W n’est pas
continue. )

Je définirai de mémeles @ et les L.

Soient ¢,, ¢,, {, le nombre des Q,, des ¢_ et des L. ; ce sera aussi celui
des angles solides, des faces et des arétes de I'aster A.

D’ou cette conclusion :

Pour qu'un mode de conjugaison soit admissible, il faut que, pour
tous les cycles de sommets, on ait

G, — 9.+ {,= 2.

- Yoyons maintenant comment on pourra calculer les nombres ¢, {,, /,
pour un cycle de sommets quelconque a.

1° ¢, serale nombre des sommets du cycle.

2° Pour avoir ¢,, on n'a qu’a faire la somme des nombres des faces

qui vont passer par les divers sommets du cycle et a diviser par deux. Si,
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par exemple, le cycle a. se compose de trois sommets «, b, ¢ appartenant
respectivement aux polyedres P, P, et P,; sile point a est le sommet
d’un angle triedre de sorte que trois faces de P, aillent passer par a; si
quatre faces de P, vont passer par b et cinq faces de P, par ¢, on aura

pu=T1E2 =,
3° Pour avoir /,, on énumeérera les arétes qui aboutissent aux divers
sommets du cycle de la maniere suivante : toutes les arétes d’'un méme
cycle d’arétes ne compteront que pour une seule, s1 I'une des extrémités
appartient au cycle «; elles compteront pour deux si les deux extrémités

appartiennent au cycle «.

Appliquons ces regles aux six exemples dont nous nous sommes occupés
plus haut, nous aboutirons au Tableau suivant :

Exemple. G o Poe Lo
Premer.....cvcveveeee. 8 12 6
Deuxiéme. . ... .. ..., 4 6 D)
Tro1siéme. «cvovivevvare 4 6 4
Quatriéme ... covivvnn .. 8 12 6
Cinquiéme... ......... 2 4 4

Il est & remarquer que, dans les exemples 2, 3 et 5, il y a plusieurs cycles
de sommets, mais 1l arrive que les trois nombres ¢, ¢, et {, ont mémes
valeurs pour tous les eycles d'un méme exemple.

Ce Tableau montre que la relation

Qa—-cpa+ lcx: 2

est satisfaite pour tous nos exemples, sauf pour le second. Le mode de
conjugaison du second exemple doit donc étre rejeté.

§ 11. — REPRESENTATION PAR UN GROUPE DISCONTINU.

Voici un autre mode de représentation gui peut aussi éire employé
dans certains cas.
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Soit (x, ¥, =) un point de I'espace ordinaire; considérons une serie de
substitutions qui changent respectivement z, y et z en

20 (X, %) t?,(-r,f,z), 7. (7, 5),
Cpa(ét?h}",z), ------- . e e e

------- l’ a = B2 = B ll’ i.tl!t'c’

Pa(Tr ) %), ¢ (2,75 2), Sn( 2575 2),

oooooooo , s & & ¥ Q.', » N g & w & & = 8

Supposons ue 'ensemble de ces substitutions forme un groupe pro-
prement discontinu. T espace va se trouver partagé en une infinite de
domaines

D, D, D, ...,
et cela de telle sorte qu’a chaque domaine D, corresponde une substitution
du groupe S, qui change D, en ..

Considérons une surface ¥ formant une portion de la frontiere de D,
séparant ce domaine D, du domaine D,; la substitution S™" inverse de S,
change D, cn D, et, comme les points de X appartiennent a la frontiére de
D,, la transformée de la surface 2 sera une autre partie de la frontierede D,.

LLa frontiere de D, va ainsi se trouver partagee en portions de surface
(ui seront conjuguées deux adeux, de telle facon que chacune d’elles sera
Ja transformée de sa conjuguée par une des sabstitutions da groupe.

[.e domaine D,, avec sa frontiére ainsi subdivisée, sera homéomorphe
a un polyedre dont les faces seront conjuguees deux a deux, comme dans
le numéro précédent. On pourra alors, comme dans le numero précédent,
faire correspondre a ce polyédre ou, par conséquent, au domaine D,
une variété fermée a trois dimensions située dans 'espace & quatre dimen-
sions, et (ue l'on obtiendra en transportant D, dans I'espace a quatre
dimensions, puis en déformant ce domaine jusqu’a ce qu’'on puisse coller
I’'nne contre I'autre les portions conjuguées de sa frontiere.

L’analogie avec la théorie des groupes fuchsiens est trop evidente pour

(u’il soit nécessaire d'msister; je me borneral a un seul exemple :
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Suxieme exemple.
Considérons le groupe dérivé des trois substitutions

(2,7, 55 4 1,7, 5),
(]) (.’E,"}",Z;m,j’—i—i,Z),
(x,y,2; 0w+ LBy,ve+0y,z41),

%, {3, 7, ¢ étant des entiers tels que
as—By=r1.

J’appellerai ce groupe le groupe («, &, v, o).

Je dis qu'il est proprement discontinu,

Pour nous en rendre compte, cherchons comment sont distribués dans
I’espace les transformeés d’'un méme point

xr=a, y = b, 72 =c.

D’abord, tous les transformés de ce point, par une combinaison quel-

congue des deux premiéres substitutions, seront compris dans la formule
(2) r=ua-+k, y—=>b-k,, z=2c,

k et &, etant deux entiers; il est facile de voir d'ailleurs que ces deux sub-
stitutions sont permutables.

'Transformons maintenant I’ensemble des points (2) par la troisieme
substitution ; nous trouverons

(3) x == (e k) B(b+ki)7 y="rla+k)- a(b—f—'kl)? c=0-1.
51 nous posons, pour abréger,
aa—+ Bb=a,, Ya -+ 6b—=10,,

de sorte que le point («,, b,) soit le transformé du point (@, b) par la sub-
J.E P, 2%s. (C.n%1). 8
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stitution

(,y; ar+ Ly, yx + 6y),
que Jappellerai s.

Nous pourrons alors remplacer les écuations (3) par les suivantes :

(4) x=a-+ I, y==b,+k, 2=—cC—1,

K etk étant deux entiers nouveaux; en appliquant a ces points les denx
premiéres substitutions, on retombe done toujours sur Jes mémes points.
Appliquons-leur la troisieme substitution.

Soit
Ly = t:{.a-,-l—[abl, 62:'}’0,+05”

de telle sorte que le point a,, b, soit le transformé du point a,, b, par s.
Alors les transformés des points (/) par la troisieme substitution seront
compris dans la formule

(5) x=a,+ k", y="b,+ £k, s=c - 2,

ket k' étant deux entiers.

En général, supposons que les transformeés successifs du point (a, &) par

lasubstitution ssolent a,, b, a,,b,; ...; a,b,; ... et de méme queles
transformés successifs par la sobstitution inverse soient a_,, b_,; a_,,
bia;

Alors tous les transformés du point (a, b, ¢) par les substitutions du
groupe (1) seront donnés par la formule

x=—=—=a,+ £k, y=06b +£f,, Z=¢ -} n,

ou n, k et &, sont trois entiers arbitraires.

On voit aisement d’ailleurs que le groupe dérivé des deux premiéres
substitutions est permutable 4 la troisieme.

[.e domaine fondamental D, est un cube dont le coté est égal 4 1 et

limite par les six plans

I

X;y; 3==0;1.
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Le cas le plus simple est celul ou

N
L—=0=1, B._.'—:‘]':—_.—.(),
parce qu’alors nos trois substitutions se réduisent a
(7525 T4-1,7,3; L, + 1,25 L,¥,5+1).

Chacune d’elles change une des faces du cube en la face opposée; nous
retombons donc tout simplement sur notre premier exemple.

Mais la maniére dont la superficie du cube D, se subdivise en régions
conjuguées n’est pas toujours anssi simple.

Supposons, par exemple,

o=p

chacune des faces paralleles a l'axe des z sera encore cunjuguée de la face

-y

1, T=—0;

opposée ; mais pour les faces z =0, z =1 perpendiculaires a 'axe des z,
cela sera plus compliqué.

Supposons que les points ABCD, A'B'C’'D" aient mémes coordonnées
cque dans nos quatre premiers exemples. Chacune des faces ABCD, A’B'C' )Y
devra étre partagée en deux triangles, a savoir : ABC et BCD d’une part,
A'D'C et A'B'D’ d’autre part, et la loi de conjugaison des faces sera expri-
mée par les relations

ACCA =DBDD'A,

CDD'C' = ABB'A’,
ABC=A'D'C/,
BCD = B'A'D".

Plus généralement les faces paralleles a 'axe des 5 resteront conjuguées
&

" . . - ~ b A
deux it deux, mais les faces perpendiculaires & I'axe des z devront étre
décomposées en polygones plus petits, d’autant plus nombreux que les
nombres o, {3, ¥, ¢ seront plus grands et qui seront conjugués deux a deux
sunivant une loi plus ou moins compliquée,
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Un cas simple est celul-ci :
0’.:6:0, B:], T:-——[.

Dans ce cas, le mode de conjugaison est le méme que dans notre qua-
trieme exemple.

§12. — GROUPE FONDAMENTAL.

Nous sommes ainsi conduit a la notion du groupe fondamental d’une
varieté.
Solent

~ 0
]‘.{l‘) Fg: - b)n

A fonctions des coordonnées x,, x,, . . ., x, d'un point M d’une variété V
définie par les relations

Ja= 0; P> O-

Je ne suppose pas que les fonctions F soient uniformes. Lorsque le
point M, partant de sa position initiale M, reviendra a cette position,
apres avoir parcouru un chemin quelconque, il pourra se faire que les
fonctions I ne reviennent pas a lears valeurs primitives.

Mais pour mieux fixer les idées et bien que cela n’ait rien d’essentiel,
supposons (ue les fonctions I' soient définies de la maniere suivante,
Elles devront satisfaire a des équations différentielles de la forme

(l) dFi:: X’f.l(&’v«l —+ X'i.:‘l d’*r2+ ce T Xs’.nd‘ﬂrn

ou les coefficients X, , seront des fonctions données des x, et des F,. Ces
fonetions devront étre uniformes, finies et continues, ainsi que leurs déri-
vées pour toutes les valeurs des I' ainsi que pour tous les points de V et
méme pour tous les points suffisamiment voisins de V.,

Je suppose egalement que, pour tous les points suffisamment voisins
de V, les équations (1) satisfassent aux conditions d’intégrabilité, qui
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peuvent s’ ecrire

dXi.k dx—:.r‘r dxt.k dx—z.k
d.i’:.?. | dl, x*-? | 5 Xi-ff+ S drs Xl.k
o dX;_q i de.q dX;_q dX.;,,_?
— dxg r dF, Xi.ﬁ -1+ _EFT; Xz.k'+ c e = Al Xl.k'

Si alors le point M décrit sur la variété V un contour infiniment petit,
les fonctions I reviendront a leurs valeurs primitives. Il en sera encore
de méme, si le point M décrit sar la variété V un lacet, c¢’est-a-dire s'il
va d’abord de M, en M, par un chemin quelconque M, BM,, s’il décrit
ensnite un contour infiniment petit, et si enfin 1l revient de M, a M, par
le meme chemin M, BM,.

Mais il pourra n’en plus étre de méme s’il déerit un contour fermé
fini.

Supposons, par exemple, que nous soyons dans 'espace ordinaire et
que notre vari¢té V soit un tore. On pourra évidemment imaginer que
les fonctions F reviennent i leurs valeurs primitives, quand le point M
déerira un lacet sur ce tore, mais qu’il n’en soit plus de méme si le point M
décrit une circonférence méridienne ou un parallele.

Les valeurs finales des fonctions I, quand le mobile M, partant d’un
point initial M,, y reviendra apres avoir déerit un contour fermé; ces
valeurs finales, dis-je, dépendront naturellement des valeurs initiales.

Soient done F° et F| les valeurs initiale et finale de F,. Les F! seront
des fonctions des F’, ou, en d’autres termes, les fonctions I subiront,
quand le point M déerira le contour fermé considéré, une certaine substi-
tution, qui changera les F, en F'.

L'ensemble de toutes les substitutions que les fonctions ¥ subiront
atnsi, quand le point M décrira tous les contours fermés que Uon peut
tracer sur la variété 'V en partant du point initial My, formera évidem-

.2
ment un groupe que j appelle g.

Maintenant considérons un contour fermé M ,BM_ trace sur V et par-
tant du point initial M,. 51 ce contour fermé se réduit & un lacet, je con-
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viendrai d’écrire

M,BM, —o.

Si maintenant M;AM,, M _BM , M CM, sont trois chemins différents
tracés sur V etallant de M, a M, je conviendrai d’écrire

M,AM,CM,=M,AM BM,+MBM,CM,.

Il importe de remarquer que M;A M, G M, n’est pas la méme chose que

M,CM,AM,, n M,AM BM_-+ M _BM,C M, la méme chose que
M,BM,CM,~M AM,BM _;

on ne peut pas intervertir I'ordre des termes d'une somme.
Il résulte de cette convention que I'on aura

M,BM, = o,

st le contour ferme M B M, constitue la frontiere compléte d’une variété
et deux dimensions faisant partie de V), et, en effet, ce contour fermé
pourra alors étre décomposé en un nombre trés grand de lacets.

Nous sommes ainsi conduit a envisager des relations de la forme
A‘fC‘.l + A.QCEE A‘S(J,g-_i— A‘-i Gd’

ou les & sont des entiers et les C des contours fermés tracés sur V et par-
tant de M,. Ces relations, que j'appellerai des équivalences, ressemblent
aux homologies que j'ai étudiées plus haut. Elles en difféerent :

1° Parce que, dans les homologies, les contours peuvent partir d'un
point initial quelconque.

2° Parce que, dans les homologies, on a le droit d’intervertir 'ordre
des termes d’une somme.

On pourra ajouter deux équivalences, ['une i I'autre, mais & la condition
de ne pas intervertir 'ordre des termes, st donc on a

A=DB
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et
C=D,
on pourra en conclure

A+C=B+D,

mats non

C+A=B4D.
Ajoutons que que de

sA=o0
on n'a pas le droit de conclure
A==o,

Cela posé, 1l est clair que 'on peut imaginer un groupe G satisfaisant
aux conditions sulvantes :

1° A chaque contour fermé, M, BM correspondra une substitution S
du groupe;

2° La condition nécessaire et suffisante pour que S se réduise a la
substitution identique, ¢’est que

M,BM,—o;
3° Si S et S correspondent aux contours Cet (U etsi
("=C+C,

la substitution correspondant 4 C” sera S§'.
Le groupe G s’appellera le groupe fondamental de la varieté V.
Comparons-le au groupe g des substitutions subies par les fonctions F.
Le groupe g sera isomorphe a G.
.L’isomorphisme pourra étre holoédrique.
I1 pourra étre mériédrique si un contour fermé M BM_ non décom-
posable en lacets ramene les fonctions I & leurs valeurs primitives.

§13. -— EQUIVALENCES FONDAMENTALES.

Le groupe G sera dérivé d’un certain nombre de substitutions princi-
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pales 5,,8,,...,5,. A chacune d’elles correspondra un contour fermé,
de sorte que nous aurons p contours fermés fondamentawr G,,G,, . . .,G,
et (qu’un contour fermé quelconque soit équivalent & une combinaison
des contours fondamentanx se suceédant dans un certain ordre.

Ces contours fondamentaux ne sont pas en général tout a fait indé-
pendants et 1l y a entre eux certaines relations (ue jappellerai équive-
lences fondamentales.

Supposons, par exemple, qu’on ait entre les contours fondamentaux,

I’'équivalence :
kG + kG, £ C,+4,C,=o.

Cela signifie que la substitution
Sk, QRs QAL Qs
5 62 S1 Ss

du groupe G se réduit a la substitution identique.

Les équivalences fondamentales nous font donc connaitre la forme du
groupe (.

Supposons que la varieté V ait eté définie par le mode de représen-
tation du n°® 10 et que nous n’ayons qu’un seul polyedre P,. 1l est clair
¢qu’on obtiendra tous les contours fondamentaux de la maniére suivante.
Soient M, un point intérieur a2 P,, A un point d'une des facesde P,, A" le
point correspondant sur la face conjuguée. On ira de M a4 A, puis de A’
4 M, sans sortir de P,; le chemin correspondant sur la variété V sera
fermé.

Il y aura donc autant de contours fondamentaux que de paires de
faces.

Voici maintenant comment on formera les équivalences fondamentales.

Considérons un cycle d’arétes. Soit, par exemple, une aréte, intersec-
tion des faces ¥, et I', et que je désignerai pour cette raison sous le nom
d'arcte I', F; soient F' la face conjuguée de F, et I7,, IV’ I'aréte correspon-
dante a F F, sur cette face; soient I, la face conjugnée de I', et F| F,
I'aréte correspondante a I, F sur cette face; et ainsi de suite jusqu’a ce
qu’'on retombe sur la face I, et Uaréte I, I,
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Remarquons qu’en faisant cette opération 'on pourra retomber, plu-
sieurs fois, sur la méme face.
Soient A, un point de F, et A’ le point correspondant de F'; soit C, le

contour fondamental
M, A+ AM,.

Alors, on aura I’équivalence fondamentale
C,+GC+...+(C, =o.

Il 'y aura donc autant d’équivalences fondamentales que de cycles
d’arétes.

Quand on aura formé ainsi les équivalences fondamentales, on en dé-
duira les homologies fondamentales qui n’en différent que parce que
I'ordre des termes est indifférent. [.a connaissance de ces homologies
fera immédiatement connaitre le nombre de Betti P,.

Appliquons ces principes aux exemples cités plus haut, et remarquons
([ue, toutes les variétés citées dans ces exemples étant fermées et & trois
dimensions, on aura

P, =P

L]
i 2

Premuer e.:ncm])!r’.

(C,) ABDC=A'B'D'C,
(G,) ABB'A' = CDD'(,
(C,) ACUA =BDD'B.

Yoici ce ue }’entends par la notation
(C)) ABDC =A'B'D'C.

Je veux dire que la face ABDC est conjugude de A’B'D'C/ et que =
désignant un point de ABDG et &’ un point de A'B'D'C’, le contour fon-

damental M o + o’ M, est désigné par C,.
J.F.P., 2 s (G.on° 1), 9
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Fquivalences fondamentales.

C,+C,=C;4C,, C,+C,=0,+C,, C,+C,=C,+ C,.

L.es homologies fondamentales se réduisent a des identités

P,=P,=i.

i

Je passe tout de suite au troisiéme exemple, puisque nous avons vu
que le second doit étre rejeté.

Troisteme ecxeni ple.

(C,) ABDC = B'D'C'A,
(C,) ABBA'=DD'C'C,
(C,) ACC'A’= DD'I'B.

Equicalences fondamentales.

C,+C,+C=o0, C—C,—C,
C,—C,— C,=o, C,—C, G,

I

il
uO

ce (qui peut aussi s'écrire

20, = 20,=20(,, 106G, — o.

flomologies fondamentales.

C,nC,knC o,
P! = Pg—l.

On peut donner de ce résultat une interprétation géométrique simple.
Le groupe G est d'ordre finl et se compose seulement de huit substi -
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tutions distinctes correspondant aux contours suivants :
o, C,, C c,, =20C,, 3G, 3C,, 3C.
I.e groupe est isomorphe au groupe sulvant

('Fa]‘::at; — ), L, — 1,3,

f‘, :’3., tl‘; ;,—t}'—![‘,‘)ﬁ;

_11:,—")'”,—;,_&; J')—rt‘,tc—_'z;

t, 23, — ), — &; — 2,0, L, — )).

Ce groupe, ui transforme en lui-méme I'hypercube i (uatre dimen-
sions, dont les huit faces ont pour équations

r="tI, _]‘:il, e el O ! — -1,

pourrait étre appelé le groupe hypercubigue.

Quatrieme exemple.

(C,) ABDC = B'D' A,
(C,) ABB/A’= CDD/'(,
(C,) ACC'A'=BDD'B.

lquivalences fondamentales.

C,+~C,=(C,+(C,, C+C=C +C,, —C,+C,=C,-+C,.

Homologies fondamentales.

Co,n(C,uno,
d'ou

P =P, =23,

{ 2
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C r'zzguiéme exemple.

(G,) ABC = FED,
(C,) ACE = FDB,
(C,) AED = FB(,
(C,) ADB = FCE,

frquivalences fondamentales.

M —_— — N ™ —_
lecgz(gla'—_(.“" 20{:"0}

d’ou
C,khnC,nG,unC,uno,
et
P=P . —=1.

1 2

Le groupe G se réduit a deux substitutions correspondant aux con-

tours
o et G,.

Surieme excmple.

Lie groupe G est évidemment holomorphe au groupe (o, 8, v, 2).
Les trois substitutions

(£, y,5; £41,%,3),
(,L‘,J’,z; LF,)’—I—],Z),
(&, ¥,35; 2 +Ly, vy 40y, 24 1)

correspondront respectivement aux contours fondamentaux C,, C, et C,.
Nous avons d’'abord les équivalences fondamentales

C,+(C,=C(C,+C,
C,+C,=C,4- a.C,+ 1C,,
C,+C,=C,+£C,+12C,,
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d’on 1! résulte d’abord que toute combinaison des contours fondamen-
taux peut se mettre sous la forme

m, G, +m,C,+m,C,,

les m etant des entiers. Et comme cette expression ne pourrait étre
équivalente a o, que si les trois entiers m etaient nuls, il en résulte que
nous possédons la toutes les équivalences fondamentales.

Homologies fondamentales.

(o —1)C, +vC, o0,
2C,+ (6 —1) C,wro.

Si ces deux homologies ne sont pas distinctes, on aura

C,nG,uno0;
d’ou
Pi h—— P2 a— ‘3§

c’'est ce (ui arrive dans le cas général et particuliérement pour notre
quatrieme exemple.
Si le déterminant de ces homologies est nul, ¢’est-a-dire que

(x—1)(e—1)—Fy=0

&+ 6 =9,

ou

on auara

P,—=P,=3,

sauf dans le cas ou les deux homologies se réduiraient 2 des identités.

C’est ce qui arrive pour

s

g = :_“[’ B:"(:O,

¢’est-a-dire pour notre premier exemple; ona alors

P,—P,=4.
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§ 14. — CoNpITIONS DE L’HOMEOMORPHISME.

On sait que deux variétés fermées a deux dimensions qui ont méme
nombre de Betti sont homéomorphies. C’est ce qui résulte, par exemple,
de I’étude des périodes des fonctions abéliennes. Considérons une surface
de Riemann R et soit z la variable imaginaire correspondante; on pourra
introduire une variable itnaginaire nounelle ¢, telle que z soit une fone-
tion fuchsienne de ¢ et que ¢, considéré comme fonction de z, n’ait aucun
point singulier sur la surface R. Tous les groupes fuchsiens correspon-
dant & diverses surfaces de Riemann ayant méme ordre de connexion
seront isomorphes.

Ce groupe fuchsien ne sera, d’ailleurs, évidemment autre chose que le
groupe fondamental g, relatif & la surface R considérée comme une va-
riété a deux dimensions.

On remarquera qque tous les groupes fuchsiens ne sont pas susceptibles
de définir ainsi une variété fermée a deux dimensions. Considérons le po-
lygone fuchsien fondamental R, auquel, si la fonction fuchsienne existe
dans tout le plan, il faudra adjoindre son symétrique R par rapport a
I'axe des quantités réelles; mais alors le domaine R,~+ R, ne sera plus
toujours simplement connexe. A chaque point de la variété fermée V de-
vrait correspondre un point de R, (onde R,+ R)) et un seul, et réci-

proquement. Supposons qu’ll existe un ou plusieurs eycles de sommets

' r 2T 7 .
et que la somme des angles de ce cycle soit zéro ou —, » ¢étant un entier

plus grand que 1; soit alors M le point de V qui correspond a ce eycle de
sommets et envisageons un lacet infiniment petit enveloppant M. D’aprés
la définition du groupe g, a ce lacet doit correspondre, dans le groupe g,
la substitation identique et, dans le groupe fuchsien, une substitution non
identique. Le groupe fuchsien ne peut donc étre isomorphe a 2.

Restent alors les groupes fuchsiens de la premicre famille tels ue Ia
somme des angles d’un cycle quelconque soit 27, et ceux de la troisieme
famille. Mais ceux-ci doivent également étre rejetés. En effet, si le groupe
est de la troisieme famille, le domaine R, ~+ R n'est plus simplement
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connexe. Soit G un contour ferme tracé dans ce domaine et tel que 1'on
n'ait pas
Cuno,

A ce contour correspondra, dans le groupe fuchsien, une substitution
identique (puisque la variable z sera revenue i son point de départ) et,
dans le groupe g, une substitution non identique. Ici encore, le groupe
fuchsien ne pent étre isomorphe a g.

Il ne reste donc que les groupes de la premicre famille et tels que la
somme des angles de chaque cycle soit égale a 2.

Tous ceux de ces groupes qui sont du méme genre sont isomorphes
entre eux, et c’est pour cette raison que toutes les variétés fermées a deux
dimensions qui ont méme nombre de Betti sont homéomorphes.

En est-il de méme quand le nombre des dimensions est plus grand;
denx variétes fermées a 2 dimensions (/. > 2) qui ont mémes nombres de
Bettl sont-elles homéomorphes?

Nous allons voir que non et c¢’est ce qui nous fait voir combien les
(uestions d’' A ralysis Situs se compliquent quand le nombre des dimen-
slons s’accroit,

Il est clair d’abord ue, si deux variétés sont homéomorphes, leurs
groupes g seront isomorphes.

Revenons maintenant a notre sixieme exemple et recherchons si deux
groupes (o, 3,7, ) peuvent étre isomorphes.

Soient (%, 3,v,6) et (2,2, %', &") ces deux groupes; soient C,, C,, C, ;
C, G, C les trois contours fondamentaux de chacun de ces groupes;

(C,+C,=C(C,+ G,
(1) (G, +C,=0(, +aC, + 7C,,
C,+C,=C,+£C,=2¢C,,
C+C =C+C,
(1bis) (G, +C =C+0C +vC,
G+ G =C +0C +6C,

4 d

les équivalences fondamentales des deux groupes
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Supposons les deux groupes isomorphes et soient

a,C,+a,C, +a,C,,
b,C,+6,C,+b,C,,
¢, C,+c¢, G, +¢,C,

les contours du premier groupe (ui correspondent respectivement anx
contours C,, C et G, du second groupe; les a, les & et les ¢ sont des en-
tiers; nous avons vu en elfet, plus haut, que tout contour du premier
groupe peut se mettre sous cette forme.

Pour que l'isomorphisme ait lieu, il faut qu’en substituant, dans les
équivalences (16is), a,C,+a,C, + ,C,+. .. i la place de C', C', C',
on retrouve les équivalences (1).

[l faut done d’abord que les substitutions (que je désigne par les
meémes signes que les contours correspondants)

CZ3C3—|— a"I'CI +a, Cﬂ
b C,+ 0,C, + b,C,

soient permutables. Pour simplifier I'écriture, Je vais employer la notation
sulvante :
Je poserai

a:!:&? b:::k! (?'C,+(12C2=SO; bfcl_l"szz:Tm

de sorte que nos deux premiéres substitutions se réduisent a AC, + S,
kC,+T,.

Je désignerai par S, ce que devient S, quand on y fait subir aux coef-
ficients la substitution linéaire (@, 83,7, 6), ¢’est a-dire quand on rem-

place a, et a, par
xa, 4 B(:2 et va,+ aaﬁ.

S, sera ce que devient S, quand on fait subir i ses coeflicients la méme
substitution et ainsi de suite; de méme T,, T,, ..., seront les transfor-
més successifs de T,.
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Cela posé, on aura, en vertu des équivalences (1),
S,+hC,=1(C,+5,.
Pour que nos substitutions soient permutables, il faut done que

hC,-+S,+ AC,+ T, =1C,+T,+2C, 4+ 8,

Oll

A+ C, =5, +T,=*+0)C,+T,+ S,
ol
(A) S,--T,=T,+5,.

Supposons d’abord que /. soit égal a & et différent de o; 'équivalence
précédente pourra étre remplacée par les égalités

(mﬁ_l)(a’i_— b,)—!——@k((lz— bz) - 0,
vola,— b))+ (8,—1){(a,— b,) =0,

‘ I, - " L] ’
ou ]'al demgne par

02
“n

-y .~
' O

les coelficients de la puissance f0¢me Je la substitution linéaire

Ces ¢galités peuvent étre satisfaites de deux maniéres :
1° Ou bien sl

a,=0b,, a,=b,,

auquel cas les deux substitutions

/"Cﬂ_f—sos ]"C:z"'[_ F“
seraient identigues;
Jg. E.P., 2¢ 8. (C.“D'l)- [0
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~J
af—

2° Ou hien si le déterminant

XLy—1 Ek

s by
A O,—1

est nul. Mais cela ne peut arriver que s1 I’on a

s eétant une des racines de I'égnation

o — 8 v

(2) = 0,

c'est-d-dire si la substitution (e, 2,7, 0) est elliptique; ce qui veut dire
que les racines de I’équation (2) en s sont imaginaires (dans I'espéce,
elles doivent étre égales & une racine 2'™ de 'unité) ou parabolique, ce
qui veut dire queles racines de I'¢quation (2) sont égales.

Supposons done que (@, £, 7, 8) soit Ayperbolique, ¢’est-a-dire que les
racines de I'équation en s soient réelles; et ne supposons plus 2 =1#.

Alors la puissance £™ de
hC, + 8,

et la puissance 2™ de

AC,+ T,
devront étre permutables; solent

WGC,+S

u’

? r
NG, + T,
ces deux puissances; comme on aura
/’ p— lt’ == /t}n‘,

ces denx puissances, d’aprés ce qui préceéde, devraient étre identiques.

Dans le groupe (o', £, %', 2") supposé isomorphe, la puissanee A" de G,
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devrait étre identique & la puissance 4™ de C). Comme il ne saurait en

étre ainsi, on devra avoir
Nt =— h = O,
¢’est-a-dire

(t3: 5)3::0.

Passons au cas des substitutions elliptiques auxcuelles nous assimile-
rons la substitution

Alors le determinant
(4
G"'h_ .[ I'JJ’!#

1;.‘
- —
IR 4k |

peut s’annuler pour une certaine valeur de /o que jyappelle v.
Mais alors la substitution

Alors il arrive d’abord que vC, est permutable a G, et a G, et plus ge-
néralement que deux substitutions

a,C,+4-a,C, + «,G,,
bacs —+- bl Ca -+ b2C2

sont permutables, pourva que «, et b, soient divisibles par v. Cette con-
dition suffisante est d’ailleurs nécessaire, en excluant, comme nous l'avons
fait plus haut, le cas ou deux puissances denos deux substitutions seraient
identiques.

Pour le démontrer, je vais encore employer une notation plus abrégée;

le symbole
m, G, -+ m,Q,
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b . [ - .
n'a de sens (que s1 2, et m, sont entiers; mais le suivant
w(a, G, +a,C,)+p(6,C,+b,C,)

peut avoir un sens alors méme que ., ¢, les « et les ' ne sont pas entiers,

pourvu que
! ! ! ’
na, —+eb, wa, ~+ pb,

solent entiers. 1l est évident que ce qui nous permet d’agir ainsi, ¢’est
que G, et G, sont permutables.
Choisissons alors
2, =« C,+a C,,
L Z)lGi —+ /);Cﬂ,

de telle sorte que

JWY

__ £z VR [y
T =0 fiy ="T,% 5

, et 1, sont, d’aprés nos conventions, les transformées de 2, et 7, par la

JY

M s . FI iy . r "
substitution linéaire (o, 5,7, 6); § est une des racines de ’équation {2).
D apres la théorie des substitntions linéaires, on peut toujours choisir les
nombres « et &' (qui seront généralement irrationnels et méme imagi-

. w y . . . .
l[_ b L r . l J L
naires ) de fagon qu'il en soit ainsi; posons alots

o r 'z 4
S,= L3, + Py, Ly=p'c, 4 0",

On aura
r: r - ] | , . ;- —;'
Ifa"-:g—l_Pn{] | /lcdzji(_,j]—l—t}"jkc:u I P'-s tnﬁ

et
shb _y

A ”
KNG, 3+ 01,) = MG, 4+ . S P

Cela posé, 'équivalence (%) peuts'écrire

(st — 1) = (5" —1),

p(s™F —1) =p'(s7" —1).

Si & et /v ne sont pas divisibles par v, ces relations ne :ont pas saiis-
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faites identiquement et nous pourrons poser

N

= (P 1)e, W= (' —1)e, p= (1)l == ()

Mais alors

k(hC,+8,) = AhGC, + e(s"™—1) 5, + L(s™—1),,
h'kC,+T,)=khC, 4 e(s* — 1), + (s —1),,

ce qui montre ue la puissance £ de notre premiere substitution est
identique a la puissance 2™ de la seconde. Gomme nous excluons ce cas,

nous concluons ¢que I'on doit avoir

a,=b,=o (mod. v).

g —

*

Mais on peutaller plus loin; d’abord, si nous appelons C et G, nos deux
premieres substitutions, nous pouvons les remplacer par

m-l(‘i—l_mzc_v'-‘ wlcl+m2037

les w étant des entiers tels que &, — ©,» = 1. Nous pouvons done
toujours supposer que

53:0

. 7 ' ! ' r r ' ' ' r
(sans quot I'on remplacerait G, et G par 0, C +©,C et 0 C -+ G en
choisissant les & de facon a annuler le nouveau 4,).

! .

Mais le sous-groupe dérivé de G| et de G, & cause de I'isomorphisme

29
avec (o, ',v,0"), doit étre permutable 4 toutes les substitutions du

groupe et en particulier a G,.
Ecrivons donc que la substitution

— G, +C,-+C,
fait partie du sous-groupe deérive de C: et de C;. Nous avons

' i~ 4
C,=Wws, + ¢,
' P r
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Pour que cette seconde substitution fasse partie de son groupe, il faut,
si @, n’est pas nnl, que cette derniére substitution soit un multiple de C..
Or, cela ne peut évidemment avoir lieu que si s = s™' = —1.

Si on laisse ce cas de ¢oté, on devra avoir

S1 donc nous laissons de cdté le cas ou
N
o4 60==2

[snbstitutions paraboliques et substitution (—1, 0,0, — 1)], nous de-
vrons avoir

Jajoute (ue ¢, devra &tre égal a 1, sans quol les combinaisons des
trois substitutions fondamentales

a1

a,G,+ «,G,=0C,
b C, +b0,0,= C;,
¢,Gy4¢,G, _l_CzCJEC;

ne pourraient pas reproduire toutes les substitutions
m,C,+m, G, + m,C,

du groupe (=, 2,7, 6), mais seulement celles ou 'entier m, serait divi-
sible par ¢,.
Maintenant toute substitution du groupe («, £2,7,6) doit pouvoir étre

mise sous la forme
m, G+ m,C -+ m,C .

Pour que C, puisse étre mis sous la forme, il faut d'abord que m, soit
nul; et ensuite que I'on ait identiquement

Ci=m (a,C 4+, C)4-m,(6,C,+ 0,G,),
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et de méme
C,=m (a,C,+ a,C)+m (b, C,+0,C,).

Comme les m et les /' sont entiers, j'en conclurai que le déterminant
ab,—a,b,=1.
Mais j’ai dit plus baut que I'on pouvait remplacer G et C, par
©,C 4+ ©,C, 0, G+ 0 C.
St a,b,— a,b, estégal a 1, nous pourrons choisir les w de telle facon

que
m‘Ci—I—wgC.ﬂz C,, m:c:—l— w;C',_—_Cg,

¢ est-a-dire (Jue nous pourrons toujours supposer
a,—b,—1, a,—=b,=o.

Mais alors I’'équivalence (1 bis) :

C,+C =C +a«C +7C,

devient
AT ! g L
d'ou
f -
O, — y T — '\‘f’,
on trouverait de meéme
! ) ™~N/f
B: ﬁ 3 L Pt & TR

Nous devons donc conclure que les deux groupes («, £, v, ¢) et
(e, £,%, %) ne peuvent étre isomorphes que si I'on peut passer de

I'un & V'autre en changeant C: et C; en

t

w,C + w,C, w, G +w C.

.‘

Cela peut s’énoncer d’ une autre maniére,
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Soit
o’i

¥ g
|
o

une substitution linéaire a coetlicients entiers et telle que

b
an—Ly=1.
Soit
T — w, b,
0y w;

une autre substitution lincaire a coefficients entiers et telle que

W,W,— W, =1,
[.a substitution

T-'ST,

qui s’appelle la transformée de S par T, est aussi linéaire a coefficients
entiers et a pour déterminant 1.

Si deux substitutions linéaires S et §' & coefficients entiers et dedéter-
minant 1 sont transformées I'une de I'autre par une substitution de la
forme T, je dirai que S et §" appartiennent & la méme classe.

Il est elair d’abord que S et 8" ne peuvent appartenir a la méme classe
que si la somme & -+ & a la méme valeur pour 'une et pour I'autre, mais
cette condition n’est pas suflisante et i une méme valeur entiere de o0 4 ¢
correspondront plusieurs classes de substitutions lincaires, de la méme
fagon qu'a un méme determinant correspondent plusieurs classes de
formes quadratiques.

Ainsi la condition nccessaire et suilisante pour que les deux groupes
(o, 3,%,8), («,8,7,0) soient isomorphes, c'est que les deux sub-
stitutions linéaires (@, 83,v,4), (&/,%,¥,¢) appartiennent i la méme

classe.
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Nous avons laissé de coté le cas ou
Yy

Si o. + 6 = 2, la substitution (&, 3,7, 6) sera de la méme classe que
(1,h,0,1); le groupe (., 3,7, 8) seraisomorphe a (1,4, 0,1).

Celui-ci contient une substitution remarquoable C,, qui n’est multiple
d’aucune autre et qui est permutable a toutes les substitutions du groupe.
On voit d’ailleurs sans peine que, si £ n’est pas nul, C, est la seule substi-
tution qui jouisse de cette propriéte.

Nous pouvons d’ailleurs laisser de ¢oté le cas ou /¢ est nul, car le groupe
(1,0,0,1), dont toutes les substitutions sont permutables deux a deux,
ne peut étre évidemment isomorphe & aucun autre groupe (2., 3, 7, c).

Si o8 =-—2,le groupe (., 3,7, ) seraisomorphe a (—1,%,0,—1).
Celui-c1 contient une substitution remarquable C,, qui n’est multiple
d’aucune aulre, qui n’est pas permutable i toutes les substitutions du
groupe, mais qui est permutable au double de toutes ces substitutions.
Si/ n'est pas nul, G, est la seule substitution qui jouisse de cette pro-
priété. Si, au contraire, 2 est nul, il y en a une infinite, ce qul prouve
déja que (—1, 0,0, —1) ne peut étre isomorphe a (—1, A, 0, —1).

De méme, la présence de cette substitution remarcuable C, dans
(1,%,0,1) et absence de toute substitution jouissant de Ia méme pro-

priété dans (—— 1,4/, 0, —1) montrent ue ces deux groupes ne sauraient
étre 1somorphes,

Il me reste deux questions a résoudre :

1° Les groupes (1,%,0,1) et (1,2, 0,1) ou|k|Zo, |/ |20, |A|Z|/],
peuvent-ils étre 1somorphes?

2° Méme question pour les groupes (— 1,2, 0, —1), (—1,/, 0, —1).

Commengons par la premiere question,

J'observe d’abord que, C, étant la seule substitution du premier groupe
qui jouisse de la propriété caractéristique énoncée plus haut, on devia
avolr
C.=(,

2

J.E. P, 2°s. (C. n°1). 11
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(ou C,=—C,, mais alors on changerait C et C, en —C et — C)).

Maintenant, pour que I'on puisse, en combinant

C.=a,C,+a,C,+a,C,,
C,=C,,
C =c,C,+¢,C, +¢,C,,

retrouver toutes les substitations du premier groupe, il faut que
a,c,—c,a,—1.

On démontre alors aisément que

C,+ 0= €, + G+ C,

ce qui prouve que les deux groupes ne peuvent étre 1somorphes, que si

fo =1,

Passons a la seconde question,
On verrait, comme tout & 'heure, que I'on doit avoir

(tacl —_ (“:,'t?i = I
Il vient ensuite

S+ C = (a,+¢,)C+ (e,4«,&) G+ (e, -+ a,e— a, ¢, e) G,

ol
£ — (— l)cs
et
C—C =(c,—a,)C,+ (¢,—a,)dC,
4 [(('2—- a,)e 4+ (a, - c)a, &l G,
ol

g = (— 1)".
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S1 on veut que

=C,—-C +72C,
il faut que

a,= 0, =1, E=—1I a,c,——1, h =1

[.e résultat énoncé plus haut est donc général et s’étend aux substitu-
tions paraboliques.

Si les deux substitutions linéaires («, £, v, 9), (&, 2',7', ¢") ne sont pas
de la méme classe, les deux groupes correspondants ne peuvent étre
isomorphes.

Il résnlte de cette longue discussion que les différents groupes
(%, 3,7, 6) peuvent donner naissance a une infinité de variétés fermées V
distinctes, c’est-a-dire non homéomorphes. Or, le nombre P, ne peut

prendre gue 'une des trois valeurs 2, 3 ou 4.

Pour que deurx variétés fermées sotent homéomorphes, il ne suffit donc

pas qielles aient mémes nombres de Betti.

(C’est ce que nos autres exemples mettent également en evidence.
Dans le troisieme exemple, le groupe G se réduit i huit substitutions et
dans le cinquieme exemple, a deux substitutions seulement.

Considérons, au contraire, I'hypersphére

c¢’est une variété dont le groupe G se réduit & une seule substitution, la
substitution identique.
Voild douc trois variétés, dont les groupes G sont d’ordre fini; mais

ces groupes ne sont pas isomorplies ; de scrte que ces var.éies ne seront
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pas homéomorphes; et cependant elles auront mémes nombres de Betti :
P, — P2 — 1.

Il paraitra naturel de restreindre le sens du mot simplement connexe
et de le réserver aux variétes, dont le groupe G se réduit i la substitution
identique,

Alors une variété fermée de plus de deux dimensions pourra avoir son
aroupe G d’ordre fini sans ¢tre simplement connexe.

Cela n’arriverait pas avec les variétés de deux dimensions: leur
groupe G ne pouvait étre d’ordre fini sans se réduire a une seule substi-
tution,

Nous avons vu pourquoi un groupe fuchsien, qui admet un cycle de
2n

sommets dont la somme des angles est égale a — (n > 1), ne peut étre le

groupe G d’une variété fermée a deux dimensions.

Il en est de méme pour la méme raison de tout groupe d ordre fini ou
plus généralement de tout groupe contenant une substitution, dont une
puissance entiere se réduit a la substitution identique.

Il pourrait étre interessant de traiter les questions suivantes :

1* Etant donné un groupe G défini par un certain nombre d'équiva-
lences fondamentales, peut-il donner naissance & une variéte fermée a »
dimensions?

2° CGomment doit-on s’y prendre pour former cette variéte?

3° Deux variétés d’'un méme nombre de dimensions, qui ont méme
groupe G, sont-elles toujours homéomorphes?

Ces questions exigeralent de difficiles ¢tudes et de longs dévelop-
pements. Je n’en parlerai pas ici.

Je veux toutefols attirer I'attention sur un point.

Riemann a rattaché I'étude des courbes algebriques a eclle des variétés
4 deox dimensions au point de vue de I Analysis Situs.

De mcéme, I'étude des surfaces algébriques se rattache a celle des variéiés
a (quatre dimensions, Ces variétés ont trois nombres de Betti :

P—P, e P

2.
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M. Picard a montré que si la surface algébrique est la plus générale de
son degré, le nombre P, se réduit & 1; 1l ne prend une valeur plus grande
que 1 ¢ue dans certains cas particuliers. La connexion multiple se pré-
sentait ainsi comme un cas particulier de la connexion simple.

Ce résultat semble paradoxal; peut-Ctre nous le paraitra-t-il un peu
moins maintenant; un groupe G peut étre heaucoup plus complexe qu'un
autre groupe G’ et cependant correspondre & une valeur plus petite du
nombre P,.

§13. — AUTRES MODES DE GENERATION.

On peut donner des variétés d’autres définitions, qui sont, pour ainsi
dire, intermédiaires entre les deux premieres.

Par exemple, on peut envisager une varicté V formée de ’'ensemble
des points qui satisfont & certaines 1négalités et aux équations

n -
}‘l(d"”.l‘z, sy Xy Vs Y v -:.7.;)
Fz(x'i:'xm vy Vi Yay s ".l.,‘y‘q)

(]) a = = :0’

ol les 2 sont des coordonuées d’un point et les y des parameétres arbi-
traires ; le nombre des dimensions de V est alors n — p + ¢,
On peut ausst adjoindre aux équations (1) les relations

cpﬂ(y”brg,...,jq):—-._o (=1,2,...,%)

entre les y. Les y ne sont plusalors des parametres entierement arbitraires,
et le nombre des dimensions de V devient égal a n — p + ¢ — A
On peut encore envisager une variét¢ V délinie par certaines inégalités

et par les relations

(2) 'Te:e:(‘}”n;yza SR 1.'}};> (f’: 1,2, ...,0),
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les y étant des paramétres liés par A équations

?a()fu.}*ﬂ}"':.}ﬂp)zﬂ (CL:I,E,...,A).

Le nombre des dimensions de V est alors p — .
Considérons un instant y,,%,, - . .,, comme les coordonnées d'un

point P dans 'espace & p dimensions. Les égalités

P2= 0

définiront alors dans cet espace a p dimensions une certaine variété W.

A chaque point de W correspondra un point de V, puisque les équa-
tions (2) expriment les x en fonction des y-.

Le cas le plus simple est celui ou, réciproquement, a un point de V
correspond un seul point de W. Mais un cas, qui est aussi trés intéressant,
est le sulvant.

Supposons quela variéte W demeure inaltérée, quand les y subissent
les substitutions d’un certain groupe G. Soient P un point de W, P,,
P,,...,P, les transformées de P par les substitutions de G.

L’ensemblc des points P, P,, P,, ..., P, formeront ce que J'appellerai
un systeme de points.

Si les fonctions 0, ne sont pas altérées par les substitutions de G, il est
clair qu’aux divers points d’'un méme systcme correspondra un méme
point de V.

Le cas intéressant est celui ou a un point de V correspond un seul
systeme de points de W,

Etant donnée une variété W et un groupe G qui ne laltére pas, on
peut tonjours construire une vari¢té V, de telle fagon qu'a tout point
de V corresponde un systeme de points de W et un seul.

Pour que V soit hilatere, il fant et il suffit que la variété W soit bila-
tére et que toutes les substitutions de G jouissent de la propriété snivante.

Soient ¥,,%,, - - -, 7, les coordonnées de P, y , ¥, .. ), celles de
son transformé; le déterminant fonctionnel des y” par rapport avx y doit

étre positif.
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Septieme exemple.
Soit
2 K 2
-}1—{_.32_{—)”3_ 1
I’équation de la variété W, qui sera ainsi une sphére dans l'espace ordi-
naire.
Cette sphére n’est pas altérée, quand on change y,, y,, 7, en —y,,
— ¥,, — ¥,. Ge sera la notre groupe G.

Si alors nous posons, par exemple,

B —— fE — 2 ] — 2
l—)iﬁ' ‘r2_—y2’ J3_f3’

) 2) s Ly =432 X =D4rYos

les x ne changeront pas, quand les y changeront de signe, et nous aurons
défini une variété V a deux dimensions dans I'espace a 6 dimensions.

Cette variété sera fermée; elle sera unilatere.

Soit, en effet, P un point de W, dont les coordonnées seront y,, y,,
¥,- Pour définir la position de ce point sur la spheére W, il suffira de con-
naitre denx de ces coordonnees, par exemple y, et y,; car I'équation de
la sphére nous fait connaitre y, en fonction de y, et y,.

Son transformé P', dont les coordonnées sont — y,, — 5, et — y,, est

diamétralement opposé. Mais 1l ne faut pas se servir, pour définir la
position du point P, de y, et de y,, parce que y, n’est pas une fonction
uniforme de ces deux variables. Il vaut mieux poser

), = cos9sinf,

¥y, == cospsinf,

Y=

cosf.

Les coordonnées du point P dans ce nouveau systéme sont o et 6;
celles de P’ sont © 4+ = et T — 6. On voit alors (ue

o+ my=—0)
d(s, b)

La variéte V est donc unilatere.

:—__'I <Oo
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Huitieme exemple.

Solent ¥, ¥a, -+ ¥ys 5193y, - - - 224, 24 parametres liés par les relations

Yoyt Ay, =1,
zf—l—:j-l—...—f—z::h

Si nous regardons ces 2 g parametres comme les coordonnces d’un
point dans l'espace a 2¢ dimensions, ces équations (3) représenteront
une varieté fermée W a 2¢ — 2 dimensions.

Si nous regardons y,,,....,, et z,,5,, . . ., 2, comme les coordon-
nées de deux points Q et Q" dans P'espace a ¢ dimensions, ces deux points

devront se trouver tous deux sur U'2ypersplere S qui a pour équation
Yoy, +y. =1,

et qui est une variété lermée a ¢ — 1 dimensions.
A chaque couple de points de S correspondra ainsi un point de W et un
seul et inversement, pourvu que je convienne de regarder les dewx couples

de points QQ et Q'Q comme distincts.
7(g +3)

2

Considérons maintenant les combinaisons

.jft_l‘—zt? Jﬂezri thk'['—,'}’ Z‘ (Z,k:[,'},’, .4,(-.'{).‘,

» q(qg+3)

égalons-les a - — n2 variables

I/t‘l , Ir2’ [ ] [] - , J'f!.

Nous aurons ainsi défini une variété V 4 29— 2 dimensions dans
I'espace a n dimenstons.

Quand on change y; en z; et z, en y, (¢'est-a-dire quand on permute les
7 (g + 3)

2

deux points Q et ('), ces combinaisons ne changent pas.
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A chaque couple de points de I'hypersphere correspond ainsi un point
et un seul de la variété V et inversement, mals @ la condition de ne pas
regarder comme distincts les deux couples QQ et Q.

Cette variété V est-elle fermée? Je vais montrer qu’elle ne Pest pas
pour g =2 et qu’elle I'est pour ¢ > 2.

On aalors

X, =¥, 1 5y Xy == )"y %y, Ly =Y, %,y

xi -_-—-—yﬂ.:a, 11.5—lf1;2 —l_‘:}ﬂzzl-

On reconnait alors ue 'on doit avoir pour que les ¥ et les = soient

reels
T, >y, x> ha,.

On aurait des inégalités analogues pour ¢ > 2; mais dans quels cas
ces inégalites definissent-elles une véritable frontiere pour notre va-
ri¢tée V?

Pour mieux nous en rendre compte, je vais traiter d’abord un exemple
plus stmple.

oit d’abor ans | espace ordinaire. le cercle
Soit d'abord, dans|] d e, le cercl
2 yP=1, z =0.

Si I’on convient de ne conserver que les points de cette droite pour

lesquels y est positif, alors nous aurons les relations suivantes :
4 yi=1, z=0, ¥ > 0,

qui définiront une variéte 4 une dimension (qui, dans ce cas, est une
demi-circonférence).
Cette variété n’est pas fermée, elle admet deux points fronticres :

2=t 1, Yy = =0.

Considérons an contraire la surface suivante :

(4) 2y — 2 (S
J.E.P. 2°s. (C.n® 1) 2
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C’est la surface engendrée par la révolution d'une lemniscate autour
de son grand axe. Elle se compose de deux nappes distinctes N, et N,
ayant un point conique commun qui est l'origine; on ne peut aller d’une
nappe a I'autre qu’en passant par origine. Adjoignons alors a I'équa-
tion (4) l'inegahté

2 > 0.

~
ot
e

Les relations (4) et (5) définissent une variété a deux dimensions qui
n’est autre chose que la nappe N, . Cette variété doit étre regardée comme
fermée; elle est homéomorphe i une sphere; on ne doit pas regarder le

point conique

L=)y=3%=0

comme un véritable point frontiéere.

En général, si une variété a p dimensions n'est pas fermee, sa frontiere
sera formée par une ou plusieurs variétés a p — 1 dimensions. Si l'en-
semble des points qu’on peut soupconner d’étre des points frontiéres
forme une ou plusieurs vari¢tés a moins de p — 1 dimensions, ¢’est qu'ils
ne sont pas de véritables points frontieres au point de vue qui nous oc-
cupe actuellement, et que la variété donnée est fermée.

Or, on obtiendra 1c1 les points qu'on peut soupconner d’étre fron-
tieres, quand on supposera que les points Q et ' se confondent, ¢’est-
a-dire que

)’i:Z” J’2=Z2, “ ey yq:"zq.

On obtiendra ainsi une variété i ¢ — 1 dimensions. Ainsi la frontiere
complete de V n’aura que ¢ — 1 dimensions, tandis que V en a 2¢4 — 2.
V sera donc fermée, & moins que

2 —2=(g—1)4 1

ou

(1'-:2.
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Pour mienx nous en rendre compte, comparons les deux exemples
qg=2etg= 3.

Soit d’abord ¢ — 2 et envisageons notre variété dans le voisinage du
point

Y,— %, = 0, Y g I,

¢’ est-i-dire du point

xr, =0, XTy= 0, Ty =9, r, =1, xry=o0.
Observons d’abord que, pour les valeurs petites de x, et de x,, les
trois autres variables .r,, r, et x, sont développables suivant les puis-
sances de x, et de x,: il nous suffira donc d’étudier les variations de «,
et de x,.
Nous voyons alors que x, et x, peuvent prendre toutes les valecurs gui
satisfont a

x> ha,,

I.e plan des x,, r, se trouve ainsi partagé en deux régions par la ligne

qui est une véritable ligne fronticre.
On obtiendrait le méme résultat si Pon étudiait la variéeté V dans le

voisinage d’un autre point frontiére quelconque. Cette varieté n’est donc
pas fermee. '

Soit maintenant ¢ = 3 ct

J)i"—_.'—y""i—z{, .L’2=_y'l:3i, 'b.‘i::}-ﬂﬂ_l_z&? -134:yn'52, xszy' z2+yzzlj

—_— - S —_— - - . - . L2
xﬂ—"ya_l— “39 'r-.'—‘r:iza’ ”Es‘—".yl*"a _!—.73""19 '19_‘.)’.2""3_1”3 3Z .

Etudions la variété V dans le voisinage du point ’, ui est tel que

Yi=— 5, =Y, Zq v, Y= Zy= 1,
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d'on

L

— X, X,y =, = =T;—== LHy— 0O, Ly — 2, L, — 1.

1 2

Nous voyons que, dans le voisinage de ce point, 2x,, r,, x,, x, sont
développables suivant les puissances de x,, x,, x,, x, et x;, de sorte
qu’il suffit d’étudier les variations de ces cinq derniéres variables.

Pour ne conserver que trois variables et rendre possible une repre-

sentation géométricque, je coupe ma varicte V par la variété plane

A, = 0, Lo — O,

1

de sorte que I'intersection sera une variété a denx dimensions V'

Soient x,, «x, et x, les coordonnées d’un point de V’; nous pourrons
regarder ces trois variables comme les coordonnées d'un point dans 1'es-
pace ordinaire et nous aurons ainsi une représentation géomeétrique de la
varieté V/ ou platot de la portion de cette varieté qui est voisine de P .

On tronve alors

Y= s Yo = T %a>»
puisque xr, ct x, sont supposeés nuls, el par conséquent

y 2
Xy = ""J’ﬂ, ’ Xy = —J 07 Ly = —2¥,V2s

d’ou

C'est I'équation d’un céne du second degré, mais une seule nappe de ce

cOne convient parce (u’on doit avoir

xr, < 0, xr, < 0.

La portion du cdne qui convient est ainsi séparée de celle qui ne con-
vient pas par le sommet qui ne saurait étre regardé comme un véritable
point frontiere. C'est ainsi que la variété V', de méme que V, est encore

fermee.
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On obtiendrait un résultat analogue en étudiant V dans le voisinage
d’un autre point {rontiere, ou en coupant V par d’antres variétés planes
que la variéeté

A = P, = 0.

- r

Je n’ai voulu donner qu’un exemple destiné a Celaireir le raisonnement
qui précede.

En résumé, la variété V est fermée si ¢ > 2 et ne Uest pas st ¢ = 2.

La varieté V est clle anilatére ou hilatere?

Je me propose d’établir qu’elle est bilatére si ¢ est impair et qu'elle est

au contraire unilatere si g est pair.

Posons
¥, == cosh | z, = cosf,
y,=sinf, cosb,, z, = sinf cosl,
¥y, = sinf, sinf, cosl,, z, = sinf sinf cosf,
..... ey e,
Yoi=sinl sinf, .. .smb _,cosf _, 5o, = sinf sinf .. .sinﬂ; . cosﬂ;q,
y,=sinb sinl,...sinf__ sinf__,, s,==sml sinf,...sinb  sin0_ .

La position d’un point sur W est définie par les 2 — 2 coordonnées

0,0, ..., 0 0,0, ...,0 .

p—-l’ 27 q i

D’autre part, le groupe G se compose (outre la substitution identicque)
de 'unique substitution qui permute 6, avec 6. Pour que la variété V soit
hilatere, 11 faut donc ct il suffit que le déterminant fonctionnel

(0, 8)

T(WJ (07:::[,2,...,(1—1)

SO1t poaitif. Or il est égal &

G
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c’est-d-dire & -+ 1 si ¢ est impaireta — si ¢ est pair. Donc

V est bilatere si ¢ est impair.

V est unilatere si g est pair. C. Q. F. D,

Occupons-nous maintenant de déterminer le nombre de Betti

P

g 1°

Déterminons d’abord les nombres de Betti pour W.

Nous pouvons construire sur W deux variétés a ¢ — 1 dimensions de
la maniere snivante . On sait que tout point de W correspond a un couple
de points QQ" de ’hypersphére S. Aux couples Q,Q ou Q, est fixe et ou
Q" déerit 'hypersphere tout entiére correspondra alors une variété fermdce
U, & g — 1 dimensions et faisant partie de W. De méme aux couples QQ,,
on Q déerit 'hypersphére entiere pendant que Q, est fixe, correspondra
une variété fermée U, & ¢ —1 dimensions faisant partie de W.

Ces denx variétés seront linéairement indépendantes (au point de vue
des homologies).

Considérons, en effet, I'intégrale d'ordre g — 1

s.infiq,__1 di, dl, ... (fﬁq_,,

g 3

J_:/‘sin“""ﬂﬁI sin?=*4, ... sin*0

et soit J' I'intégrale d’ordre ¢ — 1 obtenue en remplacant dans Jles 9, par
les 6 .

Envisageons ensuite l'intégrale
~ T/
J—+ A,

oll A est un nombre incommensurable.
Nous connaissons les .z en fonction des 6 et des §'; réciproquement,
nous pouvons calculer les 0 et les 6 ¢n fonctions des x et cela de telle

sorte que I'intégrale I -+ 21" prenne la forme

[y
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X étant une fonction entiére par rapport aux , et ¢ le produit de ¢ — 1
différentielles dux,.

J'observe en outre que lintégrale J 4+ 2] est nulle quand elle est
étendue a une variété fermée infiniment petite faisant partie de W.

Etendue & U,, elle est égale a ¢ (surface de 'hypersphére S): étendue
aU,, elle est égale & ho; et comme il n'y a aucune relation linéaire entre
G et ho; c'est que U, et U, sont linéairement indépendantes.

Le nombre de Betti P__, est done an moins égal a 3.

Pour aller plus loin, considérons la variété W’ obtenue en supprimant
dans W tous les points des deux variétés U, et U,; je me propose d’éta-
blir que W' est simplement connexe.

Considérons de méme la variété S’ en supprimant, dans 'hypersphére S,
le point (Q,. A tout couple de points Q) de la variété S’ correspondra un
point de W' et réciproquement.

Mais S’ est homéomorphe au domaine D,

2 2 A
nh, e <

faisant partie de l'espace & ¢ — 1 dimensions ou les coordonnées sont
désignées parm,, %,, .. ., N,

C’est ainsi que la surface d’une sphére ordinaire, quand on en supprime
un point, devient homéomorphe a la surface d’'un cercle.

A chaque couple de points du domaine D correspondra un point de W,
d’ou il suit que W' est homéomorphe au domaine A défini par les inéga-

lites

e, <

et situé dans I'espace & 24 — 2 dimensions, ou les covrdonnées sont dési-
gnées par,; et (..

Or le domaine A est simplement connexe parce qu’il est convexe. Soit,
en effet, v une variété fermeée d’un nombre qucleconque de dimensions et

faisant partie de A; je dis qqu’on peut, en la déformant d’une maniere con-
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tinue, la réduire & un point sans qu’elle sorte de A. Construisons une va-

rieté ¢ en multipliant par un facteur positil % plus petit que 1 les coordon-

nées de tous les points de ¢ (la variété ¢ sera homothétique a ¢, le centre

d’homothétie ¢tant I’origine, et le rapport d’homothétie étant égal a #).

La variété ¢ sera tout entiere a I'intérieur de A et, quand % décroitra de

1 a0; elle coincidera d’abord avec v et finira par se réduire & un point.
C. Q. F. D.

Done A et par conséquent W’ sont simplement connexes. Déterminons
maintenant les nombres de Betti pour W et d’abord le nowbre P, ou
/il << ¢—1. Considérons donec une variété fermée a /. dimensions contenue
dans W ; cette varicte, qu’elle rencontre ov non U, et U,, peut toujours
étre regardée comme homologue a une variété fermée i /2 dimensions, ne
rencontrant ni U, ni U,; celle-ci sera homologue a o dans W’ (puisque
W' est simplement connexe) et a fortior: dans W.

Ainsi P, est égal i 1.

Comme, d’autre part, les nombres de Betti également distinets des ex-
trémes sont égaux, P, sera encore egal a 1 51 4 est plus grand que ¢ — 1.

Il reste a déterminer P__,.

Considérons une variété fermée ¢ i ¢ — 1 dimensions, faisant partie
de W.

31 elle ne rencontre n1 U,, n1 U,, elle sera homologue a o; en effet,
elle fait partie de W', et par conséquent sera homologue a o par rapport
a W' et a fortior: par rapport 3 W,

Supposons qu’elle rencontre U, et U,.

Les points de W, qui correspondront au couple Q,Q)', ou Q, est fixe
et ou Q' déerit 'hypersphere entiére, formeront une variété U, qui sera
homologue & U,. Par tout point de W passe une variété U et une seule.

Les points de W qui correspondent an couple QQ,, ou Q, esi fixe et
ou Q décrit 'hypersphere entiere formeront une variété U, qui sera
homologue i U,. Partout point de W passe une variété U], et une scule.

Deux variétés U’ et U, ont un point commun et un seul (4 savoir le
point ui correspond au couple Q,Q,). Au contraire, deux variétés U’
(ou deux variétés U ) ne se rencontrent pas.
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Cela posé, revenons i la variété ¢ et supposons, pour fixer les idées,
qu’elle coupe U, en deux points M’ et M” et U, en un point N, Par le
point M’ je puis faire passer une variété U, par le point M” une variété
analogue U’ ; par le point N’ une variété U.

Je puis ensuite, en déformant infiniment peu la variété v, m’arranger
pour qu’elle ne coupe toujours U, et U, qu’aux points M, M"et N/, et
pour qu’elle admette autour de M’ une petite partie commune «, avec U, ;
antour de M” une petite partie commune «. avec U.; autour de N' une
petite partie commune «, avec U’ .

Alors Vensemble des varietés

’ 4 -T! 4 " i I 4 "
U—uw, U—u, U~—w, v—u —unu—u,

formera une variété fermée, qui ne rencontrerani U,, ni U,, et qui sera,

par conséquent, homologue & o; on aura donc

U—tu+U —t +~U—t"nAv—u —t. —u,
1 2 | 2 2

venU | + U +U.nU,+ 2 U,

Il pourrait aussi se faire que, par exemple, le nombre que nous avons
appelé plos haut S (M) n’ait pas la méme valeur pour le point M’ consi-
déré comme point d'intersection de v et de U,, ou pour le point M’ con-
sidéré comme point d’intersection de U et de U,. Dans ce cas, il faudrait

remplacer U, par la variété opposée et I'on aura
vinlU — U + UlenU,.

Dans tous les cas, ¢, U, et U, ne seront pas linéairement indépendants
et I'on aura

Déterminons enfin les nombres de Betti pour V.

Aux couples QQ et Q'Q correspond un seul et méme point de V; il
J.E.P., 2*s. (C.n° 1). 13
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en résulte qu’a U, eta U, correspond dans V une seule et méme variété,
de sorte que Je puis cerire

U, U,

D’autre part, I'intégrale ] ++ J', étendue a cette variété, n'est pas nulle;
ce qui montre ue I'on n’a pas

U, v»no.

Le nombre P__, est done au moins égal a ».

A toute variélé fermée ¢, faisant partie de V, correspondra une variété
 faisant partie de W; mais deux cas peuvent se présenter; nous savons
qu’a chaque point de V correspondent deux points de W; et je pourrai
dire, pour abréger le langage, que ces deux points sont symétriques,
puisqqu’on passe de 'un & U'autre en permutant les y, avec les z,.

Nous conslruirons & en prenant pour chaque point de ¢ un des deux
points ¢ui lul correspondent dans «; 1l pourra se faire alors ou bien que
v soit ferme ou bien que w ne soit pas fermé, mais que sa fronticre se
compose de parties symétriques deux i deux.

Considérons d’abord le cas ou w est fermé.

Si le nombre des dimensions est différent de g — 1, v (et, par consé-
quent, ¢) pourra, par déformation continue, se réduire a un point et

I’on aura
v 0.

Si le nombre des dimensions est égal & ¢ —1, on aura, par rapport
a W,
wenmlU, +nU,,

me et n étant entiers; mais par rapport a V, U, est homologue & U,.
On aura done, par rapport a V,

v (m+n)U,.

Considérons maintenant le cgs ou « n’est pas fermeé. Nous admettrons
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que le nombre des dimensions est inférieur ou égal & ¢ — 1; le cas ou ce
nombre serait supérieur & ¢ — 1 s’y ramene aisément, puisque les nombres
de Betti sont égaux deux a deux. La frontiere /" de w aura alors moins
de 4 — 1 dimensions.

Soit H la variété a ¢ — 1 dimensions, faisant partie de W, qui se com-
pose des points qui sont leur propre symétrique, ¢'est-a-dire des points

.}‘é ::zc‘

La frontiére f peut se déformer d’une maniere continue, sans que ses
points cessent d'étre symétriques deux i deux, et de telle sorte qu'a la
fin de la déformation la frontiere déformée fasse partie de H.

Done w peut se déformer d’une maniere continue, sans cesser de cor-
respondre 4 une variété ¢ fermée, et de telle sorte qu’a la fin de la défor-
mation la variété « déformée soit {fermee.

Donc ¢ est toujours homologue & une variété ¢ correspondant a une
variété v fermeée.

Done on a, suivant les cas,
¢LN O, v (m—+n)U,.

Done tous les nombres de Betti de V sont égaux a 1, sauf P__, qui est
égal a 2.

De la deux conséquences :

1 Soit ¢ impair, V sera bilatere; d’ou il suit que, pour une varieté
bilatere a 44 dimensions, le nombre P,, n’est pas forcément impair.

2° Si ¢ est pair, V sera unilatére; d’ou il suit que, pour une variéte
unilatére & 4k <+ 2 dimensions, le nombre P,,, , n'est pas forcément
impair, ainsi que cela aurait lieu pour une variété bilatere.

J'avals annoncé ces résultats a la fin du n® 9.
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§y 16. — 'T'neorene p’'EuLER.

On connait le théorcme d'Euler, d’aprés lequel, si S, A et I sont le

nombre des sommets, des arétes et des faces d'un polyédre convexe, on

doit avoir
S — A —+ F = .

Ce théoreme a €té¢ généralisé par M. I'amiral de Jonquieres, pour le
cas des polyédres non convexes. Si un polyédre forme une variété fermée

a deux dimensions, dont le nombre de Betti est P,, on aura
S"_""' A+F=\"),—_Pln

Le fait que les faces sont planes n’a évidemment aucune importance,
le théoréme s’applique également aux polyédres curvilignes; il s’applique
encore a la subdivision d'une surface fermée quelconque en régions
simplement connexes ; ces régions correspondent alors aux faces du po-
lyedre; les lignes, qui servent de frontiére & deux de ces régions, corres-
pondent aux arétes, et les extrémités de ces lignes aux sommets.

Je me propose de généraliser ces résultats pour un espace quelconque.

Soit donc V une variété fermée a p dimensions. Subdivisons-la en un
certain nombre de variétés ¢, a p dimensions; ces variétés ¢, ne seront
pas fermees et leurs frontiéres seront formées par un certain nombre de
variétés v,_, a p —1 dimensions; les frontiéres des ¢,_, seront formées a
leur tour par un certain nombre de variétés ¢,_, & p — 2 dimensions, et
ainsi de suite ; 'arriveral ensuite A un certain nombre de variétés ¢, it une
dimension, qui auront pour frontiéres un certain nombre de points isolés
ou de variétés a o dimension que j'appellerai ¢,.

La variét¢ 'V peut avoir des nombres de Betti quelconques, mais je

suppose expressément que les variétés ¢, ¢ . ., ¥, sont simplement

p—1i? '
connexes.
J'appellerai o, e, ,, ..., %, et a, le nombre des v, des v, ...,

des ¢, et des v,.



ANALYSIS SITUS. 101

La figure formée par toutes ces variétés pourra s’appeler un polyedre;
car l'analogie avec les polyedres ordinaires est évidente. Un polyedre
ordinaire est, en effet, une variété fermée V A 2 dimensions, (ui est
subdivis¢e en un certain nombre de variétés v,, qui sont les faces. Les
faces ont pour frontiéres un certain nombre de variétés ¢,, qui sont les
arétes et qui admettent & leur tour pour frontiéres un certain nombre de
varietes v, appelées sommets.

le me propose de calculer le nombre

Ne=o,—a,  +o,,—. .. Fo ta,.

Jintroduirai ict quelques dénominations nouvelles, peut-étre mal justi-
hées, mais commodes.

51 deux polyédres sont obtenus en subdivisant de deux manieres
différentes une variéte V, je dirai qu’ils sont congruents.

Soit maintenant le polyedre P formé par la variété V, par les régions v,

et par leurs frontieres successives ¢ Cea B,V

p—17 -
Subdivisons les ¢, en régions plus petites ¢ ; les frontieres complétes

des v; se composeront d'un certain nombre de régions nouvelles u; . et,

en outre, de régions v;ﬂ obtenues en subdivisant les ¢,_, ; les frontiéres

complétes des v;_ et des ¢’ | se composeront d’un certain nombre de

i
régions nouvelles ¢’

et, en outre, de régions ¢ _ obtenues en subdivi-
sant les v,_,, et ainsi de suite; nous arriverons enfin aux v, et aux ¢/, dont
les frontieres completes se composeront d’un certain nombre de points

nouveaux ¢, et, en outre, des points v,.

f N !

14 _‘,0

* ! . . ! ) L /
Soit P’ le polyedre formé par I'ensemble des régions Vo ¥, oV,

p-2?
4

s e3PV Vs Vs

Je dirai alors que le polyedre P’ est dérivé du polyedre P.

J'éclaircirai cette défimtion par un exemple emprunté a la Géométrie
ordinaire. Considérons un tétraedre régulier T. Dans chacune des faces,
Je joins chaque sommet au milieu du c6té opposé. Chaque face se trouvera
ainsl décomposée en six triangles ; en tout vingt-quatre triangles. Le po-

lyédre a vingtiqnatre faces ainsi obtenn sera dérivé de 'T.
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Soient maintenant P et P’ deux polyédres congruents, c’est-a-dire
obtenus par deux modes de¢ décomposition différents d’une méme va-
riété V; il existera toujours un polyédre P” qui sera dérivé a la fois de P
et de P’ et qu’on obtiendra en combinant les deux modes de décomposi-
tion; de telle fagon que, sinous appelons v, ¢ et ¢’ les subdivisionsde V
dans les trois modes de décomposition qui correspondent aux trois po-
lyédres P, P’ et P”, la condition nécessaire et suffisante pour que deux
points appartiennent a la méme région v, c’est qu'ils appartiennent a la
fois & la méme région ¢, et & la méme région e .

Je me propose d’établir que le nombre N est le méme pour deux po-
lyedres congruents et, comme nous venons de voir que deux polyedres
congruents ont toujours un dérivé commun, il nous suffira de montrer
que le nombre N est le meme pour un polyedre et pour tous ses deérives.

S1, dans le polyedre P, nous envisageons une des régions v,

—

.» elle ap-
partiendra toujours a deux régions ¢, et a deux seulement qu’elle séparera
I'une de I'autre. Au contraire, une région ¢,_, appartiendra, en general,
a plus de deux régions v, et 4 plus de deux régions ¢, ,. C'est ainsi que
dans les polyédres ordinaires, une aréte sépare toujours deux faces 'une
de l'autre, tandis qu'un sommet appartient en général a plus de deux
faces et & plus de deux arétes.

Nous n’excluons pas toutefois le cas oli une région v,_, appartiendrait

a deux régions seulement. Ainsi pour un polyédre ordinaire, nous

05
n'exclurions pas le cas ou le milien d’une aréte serait regardé comme un
sommet et ou cette aréte serait par conseéquent regardée comme formée
de deux arétes juxtaposées.

Les régions v, ,, qui n’appartiendraient ainsi qu’'a deux régions ¢, ,

seront dites singulieres. Soit donc v, _, une région singuliere appartenant
; > L1 1 : 3 y sfa » , TRy
a deux regions v,_, que Jappellev et v’ . Tl est clair que v, separera
Pune de 'autre les deux mémes régions ¢, (qui sont separées par ¢_; de
. * 3 I 1 ' AP
sorte que v, , n’appartiendra aussi qu'a deux régions ¢, seulement.
De méme je dirai que la varieté ¢ est singuliere si elle nappartient
qu’a deux variétés v__ ; et dans ce cas elle n’appartiendra non plus qu’a
deux variétés ¢

(%

g+2 Ygras + o oy Vpr
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L

Soit maintenant nne variété v,; a cette variété appartiendront un cer-
tain nombre de variétés ¢,_, ; si 'unc d’elles est singuliere, je dirai que la
varieté v, est irréguliere; elle sera réguliere dans le cas contraire.

Considérons donc le polyedre P avee les régionsv,, ¢ ... et le po-

p—1i?
.» + . - Gherchons i remonter du

!

lyedre dérivé P’ avec les régions u:p, 0,
polyedre P"au polyedre P. Soient denx régions ¢ que jappellerai c. et %;
Je suppose qu'elles soient séparées 'une de I'autre par une région ¢ que
Jappelleral v; qgu’elles solent par conséquent contigués et qu'elles fassent
partie d'une méme région ¢,. (Comme o et  font partie d'une méme
région v, la région ¥ n’est pas une subdivision de 'une des régions v,_,
qui séparent les régions ¢, les unes des autres; cette région vy est doncune
de celles que yavais appelées o dans la définition des polyedres dérivés;
mais ici je ne fais plus cette distinction et je désigne les variétés que
¥ ' ’ " s L - ¥ - _ r

j'avais appelées alors v aussi bien que celles que J'avais appelées alors
¢« par la méme notation ¢’ _.)

=i P

Cela posé, supprimons la région v, qui scrt de frontiere a o et a 3, et
annexons larégion o. ila région 3. Nous aurons ainsi supprimé une région v;
etunerégion¢ . 1)autre part, nous n’aurons supprimé aucune région ¢’

P p 2
si la région v est réguliere; s1, en effet, aucune des régions ¢, _, nest sin-
guliére, chacine d’elles appartiendra au moins i trois régions v; , et, apres
la suppression de 7, elle appartiendra encore an moins a deux régions ¢, .

A r - I 3 . +" .
De méme toute région ¢, (ou ¢ < p — 2) faisant partie de vy appartiendra
au moins i trois régions ¢,  et, apres la suppression de 7y, elle appar-
tiendra encore au moins 4 deux régions ¢ . La suppression de v ne
supprime donc aucune des régions v'q; elle ne change donc pas la valeur
die nombre N.

Si au contraire la région Y est irréguliere, nous n'avons plus le droit
de la supprimer, car il existera alors une région ¢ qui appartiendra
seulement & y et i une autre région ¢, apres la suppression de v, elle

’r - § . - j;\ R r . f - . . .
n’appartiendrait plus qu’a une seule région P> CE qui est inadmissible.

. _. . D P ’ . -3‘ .

Que faudra-t-il faire alors? La région y sépare deux régions v, que jai
appelées o et £; mais elle ne constitue pas a elle seule la frontiere entre o
et 2; en effet, comme 7 est irréguliére, il existera une région v, singu-
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liere que j'appellerai ¢ et qui appartiendra & ¥ et & une antre région u'p
que Jappellerai y'. Cette région ¥/, d’aprés ce que nous avons vu plus
haut, sépare les mémes régions que v, ¢’est-a-dire o et 3.

Si la région 6 est réguliére, nous pourrons la supprimer et annexer ¥
ay'. La région 7+ Y’ séparera alors o de 8. Nous aurons ainsi diminué
o, , et 3,_, d’'une unité, tandis que les autres nombres o, n’auront pas
changée. N n’aura donce pas changé non plus.

Si ¢ estirréguliére, il y aura une région o, singuliere que j'appellerai ¢
et qui la séparera d’une autre région &'; nous supprimerons ¢ et annexe-
rons ¢ a ¢, et ainsi de suite.

Nous pourrons ainsi supprimer une région v;, qui sépare 'une de I'autre
deux régions ¢, et annexer ces deux régions ¢ 1'une & Pautre, mais &
deux conditions :

1° Si g est plus petit que p-—1, il faut que la région v’ soit singuliére;

2° Lt dans tous les cas, 1l faut qu’elle soit réguliere.

Cela posé, voici dans quel ordre nous ferons les opérations :

Je veux remonter du polyédre P’ au polyedre P. Je puis sans inconvé-
nient supposer que le polyédre P n'admet pas de région singuliére, mais
le polyedre P’ et les polyedres intermédiaires en admettront.

Par une série de suppressions et d’annexions successives, nous remon-
terons de P’ a P en passant par une série de polyédres intermédiaires que
]'appellerai

p,=pP,P,P,,...,P__,,P

m—i1?r* - m*

Comment passerons-nous du polyedre P, an polyedre P, ,?

Si dans P, il y ades ¢ singuliers, J’en supprimerai un. S’il n'y en a pas,
tous les ¢, seront réguliers; s’il y a des ¢, singuliers, j'en supprimerai un.

S’il n’y a pas de ¢, singulier, tous les ¢, seront réguliers; s’il y a des
¢_singuliers, }"en supprimerai un.

Et amnsi de suite.

Si enfin il n’y a pasde ¢, singulier, tous les ¢ | seront réguliers et
I'on aura le droit de supprimer un quelconque d’entre eux; si 'une des

régions ¢, est subdivisée en plusieurs régions ¢ , je choisirai deux de ces
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régions ¢/ qui seront contigués et séparées1'une de I'autre par une région

¢

v__, qui sera leur frontiére commune; je les annexerai I'une a 'autre en
supprimant cette frontiére commune.

Aucune de ces opérations ne peut altérer le nombre N.

On ne sera arrété que quand il n’y aura plus de région singuliére et
(ue, d’autre part, aucune des régions v, ne sera plus subdivisce en plu-
sieurs régions ¢ . Mais alors on sera arrivé au polyédre .

Aucune de ces opérations ne peut altérer le nombre N.

Ce nombre a donc la méme valeur pour P et pour P C. Q. F. D.

Cette démonstration pourrait donner licu a certaines objections, car on
pourrait se demander si, dans cette série d’opérations, toutes les régions
resteront simplement connexes; mais, avant de modifier notre démonstra-
tion de facon i me mettre a 'abri de ces objections, je veux deéterminer
quelle doit étre la valeur du nombre N pour un polyedre simplement
connexe.

Si notre théoreme est vrai, le nombre N doit avoir la méme valeur
pour deux polyédres obtenus en subdivisant deux variétés homeéomorphes;
il a donc méme valeur pour deux polyédres simplement connexes quel-
conques.

Il nous suffira donc de faire cette détermination pour un polyedre
simplement connexe arbitrairement choisi.

Je choisirai le tétraedre géneralisé.

J'appelle ainsi le polyédre formé par la frontiere complete du domaine

X, > 0, X, > 0, ey L, >0,
X, ,>0, B A I %.rp{.:trp+,<0.
On a alors
~+- + 2
Ot.p=p+2; O:-P_q-—":(p |)£P ‘)? ‘e
_ {p+2) - __(p+n)(p+2) — ‘
YW= GEale—pr T T 2 SR R

¢'est-d-dire que les nombres o, sont égaux aux coefficients da binome.
J E.P., s (C.n° 1) 14
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On aura donc

(I—-I}pﬁ_‘z:I-—-O’vp-—}—O{.P_l—.. .i%,$0€.0+l=l—N“|__l.

On doit prendre devant le dernier terme le signe + si p est pair, et le
signe — s1 p est impair,

On aura done N = 2 si p est pair, N = o si 2 est impair.

Je serais arrivé au méme résultat en choisissant le cube généralisé.
J’appelle ainsi le polyedre formé par la frontiere complete du domaine

—1 <, <1, (t=1,2,...,p+1).

On a alors

o2 P+ 1)

(g+0lp—qV

e, QL —— g PP (p+1)!
=

g’p‘:z(p—'_l)’ U’"p—-l___

‘ i
ari —_"‘"-"‘" ‘.Jp(]) | ]), U\Jﬂ-‘—'— Jpﬂ- ]
d'ou

(1t—2)f"=1—a 4+, —.. .z, Fo,=1—N,
d ou
1
c'est-a-dire
N == 2 si p est pair,

N — o si 7 est impair.

Ainsi, pour un polyédre simplement connexe, le nombre N est égal
4 2 sl p est pair et & o s1 p est nnpair.

Cela posé, pour établir notre théoréme d'une facon complete et rigou-
reuse, je vais supposer qiv'il soit vrai pour les variétés de moins de p di-
mensions.

Considérons donc notre polyedre P et une région v, & ¢ dimensions
appartenant a ce polyedre. Cette région v fera partie d’un certain nombre
.., d’un certain

de regions v, ,, d’un certain nombre de régions ¢

g+12 q+2?

nombre de régions ¢,. L'ensemble de toutes ces régions formera ce que

.7

j'appelleral I'aster de »
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Je désignerai par v, le nombre des régions ¢, (£ > ¢) qui font ainsi
partie de l'aster de v,_.

+ Q0 ) +{| - . . I ] . Ly h -
Soit (=], x,, ..., x ) un point de v ; considérons I'hypersphére S qui
a pour équation

(2, —x) P+ (2, —x)) +. ..+ (x,—a, ) =€,

e étant tres petit.

Soit Il la variété plane définie par les ¢ équations

Al(e,— )+ A (e,—e))+. ..+ Al (2, —2)) =0,

(t=1,2,...,q9),

ol les A’ sont des constantes quelconques.

I.'intersection de S, Il et V sera une variét¢ & p — g — 1 dimensions
gue J'appellerai W et qui sera simplement connexe. Les intersections de
S et 1l avec les diverses régions qui forment I'aster de ¢, formeront par
leur ensemble un polyedre dii a la subdivision de W et qui sera simple-
ment connexe.

Pour ce polyédre, le nombre o, seraégal a v, ,,; commeil a moins de

p dimensions, notre théoreme lui sera apphcable, de sorte (que nous pour-
rons ecrire

(A) Yo Tt - E Y T T =2 OU O,

suivant que p -— g sera pair ou impair.

Définissons maintenant un polyedre Q qui sera formé par une opération
que I'on pourra appeler un quadrillage.

Soit V une variété a p dimensions située dans ’espace a n dimensions.

Construisons une infinité de variétés planes définies par les équations

(B) 'ri:: ﬁk.a?

(izl,ﬂ,...,?l; R:“—I,...,_I,O,—i—l,—{—g,...,ﬂ—m).
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Ces variétés planes décomposeront Pespace en une infinité de do-
maines I, assimilables & des parallelépipedes rectangles. lLes frontieres
des I, seront formdes par un certain nombre de domaines D,_, a n —1
dimensions faisant partie des diverses varietés planes r,== q, ; et égale-
ment assimilables a des parallélépipédes rectangles. Les frontiéres des D, _,
seront formées par un certain nombre de domaines D,_, assimilables a
des parallélépipedes rectangles dans U'espace a n — 2 dimensions, et ainsi
de suite.

Alors le polyedre Q sera defini de la facon suivante : les régions ¢,
seront formées par les intersections de V avec les domaines D,, les ré-

gions ¢, par les intersections de V avec les domaines D, _,, et ainsi de

=1
suite; enlin, les régions ¢, par les intersections de Vavec les domaines D, _,.

Il résulte de cette définition que le polyédre Q n’admet pas de région
singuliere.

Je consideéreral en outre un polytdre P quelconque congruent a Q, et
un polyedre P’ dérivé a la fois de P et de Q.

Je vais remonter, d’une part, de P’ & D et, d’autre part, de P"aQ, et
] €tabliral que, dans ces deux opérations, le nombre N n’a pas changé.

Remontons d’abord de P’ a P,

Soit x;== a une des variétés planesdelinies par 1'équation (B). Classons
les régions ¢_d’un nombre quelconque de dimensions qui composent le
polyedre P en quatre sortes.

Celles de la premiére sorte sont celles qui font partie de la variété

Celles de la deuxieme sorte sont celles qui admettent des points tels que
X, = a4+ €,
¢ étant positif et tres petit,
Celles de la troisieme sorte sont celles qui admettent des points tels que

X,— a— &.

"Toutes les autres sont de la (quatrieme sorte.
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™4

Soient ¢, & , ¢ le nombre des variétés a g dimensions qui sont respec-
tivement de la premiére, de la deuxiéme et de la troisieme sorte.

Toute varic¢tée de la deuxieme sorte sera contigué & une variété de la
troisiéme sorte et leur frontiére commune sera unc variété de la premiere
sorte (qui aura une dimension de moins. Les variétés des trois premieres

sortes se correspondent done chacune a chacune et 'on a

™./ Y ™
D —0 — 6
g q 7

1 [ ]

™ it i

11 est clair d’ailleurs (que 3'0 6, = C,== 0.

S1 dans 'ensemble des variétes planes (B) (__[ui constituent le quadril-

lage et qui ont donné naissance aux polyedres Q et P, on avait supprimé
la variété a,— a, on aurait obtenn deux polyédres Q, et I>| plus simples
que les premiers. Comparons P’ a P’

Quand on supprime la variété plane x,= a, on supprime les variétés
de la premiére sorte et 'on annexe chaque variété de la troisiéme sorte a
la variété correspondante de la denxiéme sorte. Done en passant de I &
P, le nombre o, diminue de

;‘wr » -~ ‘\
Jq—-l— Oq—- Oq——]—-O

g1

En particulier, les nombres extrémes o, et o., diminuent de g,_, et 6,.
Il résulte de la que le nombre N diminue de

Bp_i —(C, 4+ 0, )+ (0,a+6, ) —...E(C, +0,)F0,= o.

Done N ne change pas. Ainsi, en supprimant la variété x,=— a, on ne
change pas N, mais, en supprimant de la sorte toutes les variétés planes
définies par (B), on remontera au polyedre P. I.e nombre N est done le
méme pour P’ et pour P.

Remontons maintenant de P’ i Q.

Soient ', « cooyw,w les variétés, dont 'ensemble constitue le

}
p—1i?
polyedre QQ; soient de méme v;, Ve ¢ ,v lesvariétés dont 'ensemble
constitue le polyedre P’.

Nous répartirons les variétés ¢, en p -+ 1 classes.
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Celles de la premiére classe seront celles qui feront partie d’une des

régions v, sans faire partie d'une des régions w,_,. L.e polyedre P’ étant

p—1°
dérivé de Q, nous rangerons dans cette premiére classe toutes les va-
riétés ¢ (qui sont toutes des subdivisions des w,); celles des variétés v’ _,
qui séparent 'une de I'autre deux varietés ¢ faisant partie d’une méme
région w,; et leurs intersections.
Celles de la deuxieme classe seront celles qui feront partie d'une des
régions «,_,, sans faire partie d’'une des régions w, _,.
Celles de la troisieme classe seront celles qui feront partie d’une des
q P
régions w,_
Celles de la p"™ classe seront celles qui feront partie d'une des régions

.» sans faire partie d'une des régions «w,_,, ete.

w,, sans étre un des points .

Enfin, la (p 4 1) classe comprendra les points w,.

Pour remonter de P’ a Q, voici ce que je vais faire : je commencerai
par supprimer toutes les variétés de la premiere classe qui ont moins de
p dimensions, ce ¢ui a pour effet de réunir en une seule, par annexion,
toutes les régions ¢, qui sont les subdivisions d’'une méme région w,.

Je dis que cette opération n’altere pas le nombre N.

En effet, je puis supposer que les mailles du quadrillage qui a donné
naisasnce a () sont assez serrées, pour qu’a l'intérieur d'une de ces
mailles D), ¢’est-a-dire a 'intérieur «(’une des régions «,, on ne puisse

trouver des points appartenant a deux variétés dillérentes ¢, _,, sauf dans

p—i?
le cas oul'on y trouve des points appartenant a I'intersection de ces deux
variétés. (Je désigne tonjours pare_les variétés dont I'ensemble forme P.)
iné ent, je puis supposer qu’on ne peut pas trouver dans une
Plus généralement, je | pposer qu’ e peut pas tro dans une
3 . . L ] LI ! b .

region des 1?0111ts appartenant a p]uswurs varietes v, (g < p) a moins
quon n’y puisse trouver des points appartenant a 'intersection de ces
diverses variétés,

Dans une région «,, nous ponrrons donc avoir des points d'une région
v, et de toutes les régions v, (4 > ¢}, qui font partie de son aster.

Mais nous ne pourrons avoir des points de deux régions ¢, ou des
points de ¢, et d’une région v, (A > ¢) ne faisant partie de I'aster de ¢,
sans avoir, en outre, des points d’une région v _,.
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Si alors je suppose que ¢ est la plus petite valeur que I'on puisse donner
au nombre des dimensions d’une région ¢,, pour que cette région ait des
points i 'intérieur de w, si je suppose eela, dis-Je, nous n’aurons dans
w, que des points d’une seule région v et des régions de son aster.

Considérons alors une région «,, contenant des points de ¢, et des
régions de |'aster de ¢,. Soient

Ay 'y '
bg+1? b g+2 tr oty | p

les nombres que nous avons definis plus haut en définissant 1’aster.
Il en résulte qu’a I'intérieur de (, NOUS aurons

t

1 région ¢ de la premiere classe,

Tq+l ” pr;+1 »
!
~¢
l q+2 n Vq+_3 H
- I
b)) »
(P i}p

En supprimant les régions de la premiere classe de moins de p dimen-
sions et en annexant les unes aux autres les v, régions orp, dont I’ensemble
constitue w,, nous diminuons oo, de y,— 1,2, , dey,,,..., e« de

g+1
Yoe1s %, de 1. Done, en vertu de 'équation (A), le nombre N ne change

pus.

Cela fait, nous supprimerons toutes les variétés de la deuxieme classe
de moins de p =1 dimensions, en annexant les unes aux autres toutes les
varietes u’p . de la deuxiéme classe, qui font partie d’'une méme région

(1 Ensuite, nous supprimerons toutes les variéteés de la troisicme

ey
classe de moins de p — 2 dimensions, en annexant les unes aux antres
toutes les variétés v, qui font partie d'une méme région w, ,; et ainsi
de suite.

Nous arriverons enfin ainsi au polyedre Q.

On montrerait de la méme maniere que plus haut qu’aucune de ces
opérations n’altére le nombre N.

L.e nombre N est done le méme pour I et Q; il est done aussi le méme
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pour P et (Q et, par conséquent, pour deux polyedres congruents quel-

congjues. C. Q. F. D.
§17. — Cas oU p EST IMPAIR.

Je vais définir a I’égard d’un polyédre quelconque P de nouveaux
., L]
nombres remarquables que J’appellerai {2, .

Soit d’abord % > u.; Je considéreral toutes les variétés ¢, ; pour cha-
cune d’elles, ) envisageral le nombre des variétés v, qui en font partie; je
ferai la somme de tous ces nombres relativement aux diverses variétés ¢,

., e . )
et ce sera cette somme que jappellerai &, ,.

Commie les variétés v, sont toutes par hypothése simplement connexes,
on aura

B — Bt - EL FBL=2% ou o,
selon que A sera impair ou pair.

Soit maintenant A < 1.; je considéreral toutes les variétés v,; pour
chacune d’elles, j'envisageral le nombre des variétés v,, dont elle fait
partie (c'est-a-dire le nombre v, relatif 4 I'aster de ¢,); e ferai la somme
de tons ces nombres relatifs aux diverses variétés ¢, et ce sera cette somme
que jappellerai 2, .

En vertu de I'équation (A} du numéro précedent, on aura
) 2 3 —
B Prp - B F Baw =20, ou o,

selon que p— A sera impair ou pair.
1l résulte de cette définition que

Bl.y.: 1851..}.'

Cela posé, formons le Tableau suivant

—+ ﬁp.p—-ll‘ T Bp.p—‘z? -+ ﬁp p—~3? c e - Bp.l? —— :Bp.n?
+Bp—f.p—2’ _in—i.p-3? R :F‘Bp-i.li :l:ﬁ’p—i.o’

e e e e e . C e s , y . g e u e e ey

........ ] e

cheg he ey . ]

+B2.|1 Bz 0
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On voit que, dans chaque ligne et dans chaque colonne, chaque terme
est affecté alternativement du signe + et du signe —, de telle facon
que {3, , est affecté du signe -+, si A — p est impair et du signe — dans le
cas contraire.

FFaisons la somme des termes de ce Tableau; celte somme peut s’effec-
tuer de deux maniéres; en sommant d’abord les lignes et en sommant
d’abord les colonnes.

[.a somme des termes des diverses lignes du Tablean est, en commencant
par le haut :

2%,, O, 20%,,, O, ..., 20,, 0, 20,
si p est impair, et

o, 22 .,, O, 2% 2%, O, 20,

# ‘;, L] - * ,

S| p est pail'. La somme des termes du Tableau est done :

A%, ~+ DOy . .. 20,
81 p est impair, et
20 4~ 20, .. 20,
s1 p est pair.
La somme des termes des diverses colonnes du Tableau est, en commen-

cant par la gauche :

2%, 5 O, 20, ., O, ..., 30, O, 27,
sl p est impair, et
20, , 0, 20, ., O, ..., 0, 2%, O

s p est pair.

[.a somme des termes du Tableau est done :

20, 20,4+ ... T+ 2%, ,
¥

ALy = Ay L 200,

s1 p est impair et

Sl p est pair.
J.E.P., 2°s. (C.n°1). ,

[y |
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[in égalant les deux expressions de cette somme, on obtiendra unc
identité, si p est pair, et I'écuation

N-T-O

si p est impair.

D’on cette conséquence :

Le nombre N est nul et indépendant des nombres de Betti si p est
impair; il dépend, au contraire, des nombres de Betti si p est pair.

§18. — DEUXIEME DEVONSTRATION.

La deuxiéme démonstration va nous apprendre comment il en dépend.

Pour bien la faire comprendre, je vais d'abord I’exposer pour les po
lyédres ordinaires avec o, sommets, o, arétes et o, faces.

A chacun des o, sommets, Je fais correspondre un nombre arbitraire; &
chacune des o, arétes, je {ais correspondre un nombre & égal a la diffé-
rence des nombres correspondant a ses deux sommets.

Nous aurons ainsi o, différences 6; mais elles ne pourront pas toutes
étre choisies arbitrairement; en effet, elles seront determinées, qnand on
connaitra les o, nombres affectés aux divers sommets et méme quand on
connaitra les excés de oo,— 1 de ces nombres sur le dernier. Il y aura
donc en tout @, — 1 différences ¢, qui pourront étre choisies arbitraire-

ment.

[ doit donc y avoir entre les différences 6

0L, —- 0L, —+ 1
relations linéaires.

Il est clair que 'on pourra obtenir toutes ces relations linéaires de la
maniére suivante : Considérons une suite d'arétes formant un contour
fermé; la somme algébrique des différences 6 relations aux diverses arétes
de cette smte devra étre nulle.

Cherchons done a construire des contours fermés formés d’arétes.

Nous avons d’abord les contours polygonaux de chaque face; ils sont
au nombre de o,.



ANALYSIS SITUS. 115

S1 ensuile le polyedre n’est pas simplement connexe, nous pourrons
tracer a sa surface P, — 1 contours fermés linéairement indépendants au
sens donné a ce mot dans le paragraphe sur les homologies. Soit C P'un
de ces contours, 1l traversera successivement différentes faces; solent
A, Qyy Qytyy .« ., Q, ,a,, a,a, les arcs de ce contour, qui sout dans cha-
cune de ces faces.

Prenons le premier de ces ares @, a, et F la face correspondante.

Le point a, ct le point a, sont sur le périmetre de cette face; nous
pouvons alors aller de a, en @, en suivant ce périmetre par un chemin
que | appellerai @, m, a,. Nous aurons alors

a,m,a,+ a,a, "o,

c¢'est-a- dire que, dans le contour G, on peat remplacer I'are a, ¢, par 'arc
a,m,a,; opérons de méme pour les autres arcs de G; nous aurons linale-
ment remplacé G par le contour homologue

aim1a2+ a2m2a3+ " v w —i'—an,nrt(»&{’

(que j appellerai C'. Ce contour ¢ se composera (’un certain nombre
d’arétes et de portions d’arétes. Par exemple, 'arc @, m, @, se composera
d’un segment d aréte joignant a, au sommet le plus voisin, puis d’'un
certain nombre d’arétes complétes, puis d’un segment S, Joignant a, au
sommet le plus voisin.

Mais ce segment S, se retrouvera parcouru en sens contraire dans
I'are a,m,a,. Les portions d’aréles, qui font partic de €', sont donc par-
courues deux fols en sens contraires ; nous pouvons done les supprimer et
nous obtenons ainsi un contour G’ exclusivement formé d’arétes completes
et homologue d Coua ¢'.

Nous aurons P, — 1 contours analogues & C”, qui nous donuneront
P, —1 relations entre les ¢.

Nous obtenons ainsi o, -+ P, — 1 contours fermés formés d’arétes; je
dis qque tous les autres contours possibles n’en sont ue des combinaisons.

Soit d'abord un contour fermé formé d’arctes et homolocue a o, 1l
D b/
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partagera la surface du polyédre en deux régions. Soit R I'une d’elles,
elle sera évidemment formée d'un certain nombre ¢ de faces, puisque le
contour est exclusivement formé d’arétes; nous pourrons donc remplacer
le contour donné par g contours partiels formés par les périmetres de ces
g faces.

Si maintenant le contour donné n’est pas homologue a o, nous pour-
rons toujours le remplacer par une combinaison des contours C” et par
un contour homologue a o.

Nous avons donce

o, —+ P, —1

relations entre nos ¢ et nous n'en avons pas d’autres; mais sont-elles
toutes distinctes?

Pour le reconnaitre, 1l faut voir si 'on peut former une combinaison
linéaire de ces relations qui se réduise & une identité, ou, ce qui revient
au méme, si I'on peut former une combinaison de nos o.,+ P, — 1 con-
tours, une combinaison telle que chaque aréte soit parcourue deux fois
en sens contraire (ou, si elle I'est plus de deux fois, qu’elle le soit autant
de fois dans un sens que dans l'autre).

Peut-on d’abord former une telle combinaison avec les o, périmetres
II? Dire que chaque arete est parcourue ainsi deux fols en sens contraire,
c'est dire que I'ensemble des polygones, dont on parcourt ainsi les pé-
rimetres, forme un polyedre fermeé.

Or, on ne peut évidemment construire de la sorte qu’un seul polyédre
fermé, qui est le polyédre donneé.

Avec les o, relations correspondant aux e, périmetres I, nous pouvons
donc former une combinaison linéaire identique et une seule.

Peut-on former maintenant de pareilles combinaisons avec les péri-
metres II et les contours C? Si cela était, I'ensemble des polygones, dont
on parcourt ainsi les périmétres, formerait une surface polyédrique non
fermée, dont la frontiere complete serait formée par nne combinaison des
contours C”. Or, cela est impossible, puisque les contours C” sont linéai-
rement indépendants.
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On peut donc former avec nos o, —+ P, — t relations une combinaison
identique et une seule. Il y a donc entre les ¢

(o4 P, —1)—1
- . [ "y . .
relations distinctes. Le nombre des ¢ arbitraires est done

)
| o, — (=P, — 1)+ 1,
de sorte qu’ll vient

w,—1=&, — (e,+P,—1)+41,
ou

N—=3_—P,.

Etendons cette démonstration au cas o nous avons un polyedre a trois

dimensions, ou I'on distinguera :

Les sommets ¢, au nombre de o,

les varietes ¢ » o,,
{ )

» V2 » OL:”
» { b)) X

3 a*

A chacun des ¢, faisons correspondre un nombre, et a chacun des ¢,
la différence 4 des nombres correspondant i ces deux sommets. Nous
aurons ainsi «, différences 8, dont o., — 1 seront arbitraires.

On obtiendra les relations lindaires qui ont lieu entre les ¢, en construi-
sant tous les contours fermés exclusivement formés avec des ¢,.

Nous aurons d’abord les périmétres Il des v,, qui seront au nombre
de o, ; soit ensuite C un contour fermé quelconque non homologue a o,
il traversera successivement différents v, ; solent a, a,, a,a,, ... les arcs
de C qui se trouvent dans chacun de ces ¢,.

Considérons I'are a, a, qui se trouve dans un des v,, que j'appelle 0,
et dont les extrémités a, et a, se trouvent dans deux des ¢ , qui servent de
frontiere 4 ©, a savoir ¢, dans ¢, et a, dans ¢,.

Soient b, un sommet de ¢,, &, un sommet de ¢, ; joignons &, a b, par
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une ligne quelconque @, &,, puis 6, a &, par une ligne &, 6, formée exclusi-
vewent par des v, appartenant a la frontiere de @, et b, & @, par une ligne
quelcongue @, b, ; onaura

a,a, e b, +b,0,+b,a,,

de sorte quenous pourrons remplacer l'arc @, @, par 'are «, b, 6,a,; opc-
rons de méme pour les autres arcs de G. Nous aurons remplacé C par le
contour homologue

a, b, b,a,+a,b,b,a,+ ...

que j'appelle C'. Le contour G se compose d'un certain nombre de ¢,
et d’arcs analoguesa @, 6,,a,b,, ..., parcourus chacun deux fois en sens
contraire. On peut donc supprimer ces arcs, et il reste un contour (V'
homologue & G et exclusivement formé de v,.

Il y aura P, — 1 contours C”.

Je dis maintenant que tout contour fermé K formé de v, est une com-
binaison des II et des C”. Si

Kwo,

le contour K sera la fronticre compléte d’une certaine région R a deux
dimensions. Cette région R pourra étre subdivisée en un certain nombre
de variétés r, chacune des régions r étant la portion de R qui se trouve
intérieur de 'un des v;. Considérons une des variétés r, et soit ¢ la ré-
gion v, dans laquelle elle se trouve; la frontiére compléte de r sera une
variéte fermée « a une dimension, qui fera partie de la frontiére complete
de 0. Comme ¢ est simplement connexe, « partagera la frontiére complete
de ¢ en deux régions; soit 1" 'une de ces régions; elle se composera d'un
ccrtain nombre de ¢, qui en feront partic tout entieres et d’'un certain
nombre de portions de ¢, (puisque, parmi les v, qui forment la frontiere
compléte de ¢, il y en a qui sont partagées en deux parties par «). On
voit que r est homologue a 1’ nous pourrons remplacer  par r’; si nous

opérons de méme pour toutes les régions r, nous aurons obtenu une va-



ANALYSIS SITUS, 119

riété R homologue &4 R et qui se composera d’un certain nombre de ¢,
completes et d'un certain nombre de portions de ¢, prises chacune deux
fois en sens contraire. Nous pourrons supprimer ces portions de ¢, et nous
obtiendrons ainsi une variété R” homologue & R et limitée par le méme
contour K. Cette variété R’ pourra étre decomposée en un certain
nombre de polygones ¢,, de sorte que le contonr K pourra étre remplacé
par les périmetres Il de ces polygones.

Si K n’est pas homologue &4 o, on pourra le remplacer par un certain
nombre de contours G” et par un contour analogue i o,

Nous avons donc

o, + P, —1

relations entre les ¢, que j écrirai

et nous n’en aurons pas d’autres. Mais sont-elles toutes distinctes?

En d’autres termes, pouvons-nous former une combinaison linéaire
des ¢ qui soit identiquement nulle, ou encore une combinaison des II et
des C” ou chaque ¢, figure deux fois en sens contraire?

Si dans cette combinaison devaient figurer des C”, I'ensemble des poly-
gones v,, dont les périmetres I figureraient dans la combinaison, forme-
rait une variété i deux dimensions, qui ne serait pas fermée et dont la
frontigre compléte serait formée par un certain nombre de contours C’.
Or cela n’est pas possible, puisque les C” sont linéairement indépendants.

Il me reste donc & examiner les combinaisons ou ne figureraient que
des [I; 'ensemble des polygones ¢, dont les périmetres LI y figureraient
formerait alors une varieté fermce.

Nous sommes ainsi condults & examiner les variétés fermées exclusive-
ment formeées de ¢,.

Nous avons d’abord les frontiéres complétes des ¢y, frontiéres complétes
que J'appellerai ¢ et qui sont au nombre de a,.

Soit ensuite D une variété quelconque a deux dimensions, non homo-
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logue & o. Traitons-la comme nous avons traité R; nous verrons qu’elle
est homologue & une variété D" fermée et i deux dimensions, exclusive-
ment formeée de ¢,.

[.e nombre des D" est P, — 1.

Je dis maintenant que toute variété fermeée K formée de ¢, est une com-
binaison des II et des )", §i, en effet, elle est homologue a o, elle imite
une région S i trois dimensions qui se composera d'un certain nombre de
vy, puisque K se compose d’un certain nombre de ¢,; on pourra donc
remplacer K par les frontiéres compleétes ¢ de ces v,. Si K n’est pas homo-
logue & o, on pourra la remplacer par un certain nombre de D" et par
une variété homologue a o et exelusivement formée de v,.

Nous avons donc, entre les ¢,

%, + P,—1

relations linéaires, que | écrirai

C:":s

et nous n’en anrons pas d’autres. Sont-elles distinetes?

Pour former une combinaison linéaire des { qui soit identiquement
nulle, il faut former une combinaison des ¢ et des D) telle que chaque ¢,
y [igure deux fols en sens contraire. Nous verrions, comme plus haut, ue
les D” ne peuvent pas figurer dans cette combinaison et que I’ensemble
des v,, dont les [rontieres ¢ y figurent, doit former une variété fermée a
trois dimensions. Or, nous ne pouvons construire qu’'une seule variété
de cette sorte : ¢’est le polyédre donné lui-méme.

Il y a donc une combinaison lincaire des ¢ qui s’annule identiquement.

Il'y aura done

(&‘3'—'—1)2"— I) — 1

relations linéaires distinctes entre les ¢,
(g +P,—1) — (00, +P,—1) 41

relations linéaires distinctes entre les ¢.
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Parmi les o, il en restera donc

o — (o, +P, —1)4+ (o, 4+ P, —1)—1

qui seront arbitraires; on trouve ainsi

y—1 =20, — (o, +DP, —1)+ (o, +P,—1)—1

et I'on trouverait

ty—1 =0, — (%, +P, —1)+ (o, +P,— 1) — (2, + D,

pour les polyédres i (quatre dimensions,
On a done

N=DP,—-D

2 1

pour les polyédres a trois dimensions, et
N=3—-P +P,—P,

ponr les polyédres a quatre dimensions.
En général, on aura

N=D,,—P _,+...4~P,—P

2 {
s1 p2 est impair, et

N=3—-P, +P,—...+P,_,
sl 2 cst pair.

218

distants des extrémes, sont égaux, on verra que "on doit avoir

N=o

121

51 nous observons maintenant (ue les nombres de Betti, également

st p est impair, comme nous l'avions déja vu dans le numéro précédent

J.E P, s (C.n® 1),
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