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Vorwort.

Mun hat in den neuern Zeiten wohl mit Recht die Geo-
metrie der Lage von der Geometrie des Masses unterschie-
den, indessen gleichwohl Satze, in welchen von keiner Grosse
die Rede ist, gewohnlich durch Betrachtung von Verhilt-
nissen bewiesen. Ich habe in dieser Schrift versucht, die
Geometrie der Lage zu einer selbststiandigen Wissenschaft
zu machen, welche des Messens nicht bedarf. Um jedoch
diejenigen Eigenschaften der Curven und Flichen II. Ord-
nung, welche auf Mittelpunkte, Axen, Brennpunkte u. s. w.
sich beziehen, nicht ganz unberiihrt zu lassen, habe ich das
Wesentliche hievon in einen Anhang aufgenommen.

Jeder geometrische Unterricht muss von allgemeinen
Betrachtungen ausgehen, welche den Schiiler mit den ver-
schiedenen Arten von geometrischen Gebilden bekannt ma-
chen und sein Anschauungsvermogen iiben. Die meisten
Lehrbiicher der Geometrie gehen aber zu bald zum Beson-
dern, namlich zur Congruenz und Aehnlichkeit der Dreiecke
iber, daher sie auch manche Begriffe nicht in der geho-
rigen Allgemeinheit aufstellen. Aehnliche ebene Figuren
sind nichts anderes als homologe Stiicke von &hnlichen ebe-
nen Systemen, #hnliche Korper aber homologe Stiicke von
dhnlichen raumlichen Systemen. Der Betrachtung von cen-
trischen Figuren sollte die des centrischen ebenen Systems
und der Betrachtung von symmetrischen Figuren die des
symmetrischen ebenen Systems vorangeschickt werden. Uebri-
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gens ist in vielen Lehrbiichern der Geometrie, obgleich Na-
tur. und Kunst in allen ihren Gebilden nach Symmetrie
streben, dieser Begriff gar nicht entwickelt.

Wenn es fiir den Geiibtern keine Uebung mehr ist, zu
dem einen von zwei reciproken Sitzen den andern zu suchen,
so ist diess doch fiir den Anfinger eine zweckmissige Auf-
gabe, welche ihn veranlasst, durch eigene Thatigkeit Gebilde
zur Anschauung zu bringen. Dass aber das Gesetz der Re-
ciprocitit jeden fiir die Geometrie empfinglichen Schiiler
mehr anrege, als irgend ein einzelner Satz, wird jeder Leh-
rer erfahren, der seine Schiiler auf dasselbe aufmerksam
macht. Vielleicht wird diese Schrift einige Lehrer bestim-
men, ihrem Unterrichte in der Geometrie des Masses das
Wesentliche aus der Geometrie der Lage voranzuschicken,
damit ihre Schiiler gleich Anfangs denjenigen Ueberblick iiber
die Wissenschaft gewinnen, ohne welchen das rechte Ver-
standniss der einzelnen Sitze und ihrer Beziehung zum Gan-
zen nicht wohl moglich ist.

Erlangen, im August 1847.

Der Verfasser.
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Geometrie der Lage.

N N N

§ 1.
Einleitung. Der Strahlenbiindel. Winkelrdume und Winkelflichen.

1. Die Geometrie geht von der Vorstellung eines unbe-
grenzten Raumes aus; ein vollstindig begrenztes Stiick dessel-
ben heisst ein Korper.

Korper und tiberhaupt korperliche Rinme werden durch
Flichen, Flichen durch Linien, Linien durch Punkte getheilt
und begrenzt. Oberfliche eines Korpers ist die Fliche, welche
ihn einschliesst, oder der Inbegriff der Flicher, welche ihn be-
grenzen.

Jede Fliche hat zwei Seiten; dasselbe kann von jeder
Linie in einer Fliche, so wie auch von jedem Punkte in einer
Linie gesagt werden.

2. Ein Punkt ist untheilbar. Bewegt sich ein Punkt, so
beschreibt er eine Linie; durch die Bewegung einer Linie kann
eine Fliche, durch die Bewegung einer Fliche ein korperlicher
* Raum erzeugt werden. Eine Linie geht durch jeden in ihr
liegenden Punkt, eine Fliche aber durch alle in ihr liegenden
Punkte und Linien.

Kiorperliche Riume, Flichen, Linien, Punkte und Zusam-
mensetzungen auns denselben sind geometrische Gebilde. Unter
einer Figur versteht man gewdhnlich eine vollstindig begrenzte
Fliche. Umfang einer Figur ist die Linie, welche sie einschliesst,
oder der Inbegriff der Linien, welche sie begrenzen.

8. Jeder Punkt einer geschlossenen (in sich zurtickkehrenden)
Linie kann als Anfang und Ende derselben betrachtet werden.
Beschreibt ein Punkt eine geschlossene Linie, welcher die drei

Punkte A, B, C angehoren, so muss er entweder im Sinne ABC,
Staudt, Geometrie der Lage. 1
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welcher mit dem von BCA oder CAB ganz einerlei ist, oder in
dem dem erstern entgegengesetzten Sinne, welcher durch BAC
oder ACB oder CBA angezeigt werden kann, sich bewegen.
 Werden in einer Linie , welche sich nicht schliesst, drei
Punkte angenommen, so sind die beiden Hussern durch den
mittlern getrennt. Unter vier Punkten einer geschlossenen Linie
sind zwei Paar getrennte.
4. Von einer Fliche und einer Linie, welche durch einen
und denselben Punkt gehen, sagt man, dasssie in diesem Punkt

sich {berﬂl'lren}, wenn die ihm zuniichstliegenden Theile der
schneiden
Linie auf { einerlel }Seite (n) der Fliiche liegen. Wer-
entgegengesetzten

den in einem kdrperlichen Raume, welcher durch eine Fliche in
zwei Theile getheilt ist, zwei ausserhalb dieser Fliche befindliche
Punkte durch eine Linie verbunden, so schneidet diese die Fliche
parmal (gar nicht oder zweimal oder viermal u. s. w.) oder
unparmal, je nachdem jene Punkte auf einerlei oder entgegen-
gesetzten Seiten derselben liegen.
5. Zwei Linien, welche in einer und derselben Fliche liegen
‘ ' bertihren
, schneiden}
in diesen Punkte, wenn die ihm zuniichstliegenden Theile einer
einerlei } Seite (n)
entgegengesetzten
der andern liegen. Werden in einer Fliche, welche durch eine
Linie in zwei Theile getheilt ist, zwei ausserhalb dieser Linie
befindliche Punkte durch eine andere Linie verbunden, so schnei-
det diese die erstere parmal oder unparmal, je nachdem jene
Punkte auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten derselben liegen.
Eine Linie kann auch sich selbst schneiden oder beriihren
und daher ein zweien Linien gemeinschaftlicher Punkt ein viel-
facher (dfter als einmal zu zihlender) Schnitt- oder Beriihrungs-
punkt oder auch beides zugleich seyn.
6. Zwei Flichen, welche durch eine und dieselbe Linie gehen,
beriihren
{ schneiden

und durch einen und denselben Punkt gehen,{ sich

jeden von den beiden Linjen auf {

} sich in dieser Linie, wenn die ihr zuniichstliegenden
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Theile einer jeden von den beiden Flichen auf { einerlei }

entgegengesetzten
Seite (n) der andern liegen. Zwei Fliichen berithren sich in einem
Punkte, durch welchen beide gehen, wenn der zuniichst um ihn
herum liegende Theil einer jeden von den beiden Flichen ganz
auf einerlei Seite der andern liegt.

Wenn eine Linie, welche in der einen von zwei sich schnei-
denden Flichen liegt, die Schnittlinie derselben in einem Punkte

schneidet schneidet
{ berithrt } » %0 { bertihrt
andere Fliche. Berithren sich zwei Flichen in einem Punkte oder
in einer Linie, so wird auch jede von den beiden Flichen von
allen Linien bertihrt, welche in der andern liegen und durch den
Bertihrungspunkt oder einen Punkt der Bertihrungslinie gehen.

7. Eine Linie, welche, wenn sie in zwei Punkten festgehal-
ten ist, ihre Lage nicht #ndern kann, heisst gerade. Eine Linie
heisst gebrochen, wenn sie aus geraden Linien zusammengesetzt
ist, ohne gerade zu sein; — krumm, wenn kein Theil derselben
gerade ist; — gemischt, weénn sie aus geraden und krummen
Linien zusammengesetzt ist.

Ein gerades Gebilde ist im Allgemeinen der Inbegriff von
allen Punkten (Elementen), welche eine Gerade (unbegrenzte ge-
rade Linie) erfiillen, und von welchen man annehmen kann, dass
jeder seine Stelle in der Geraden, auch wenn diese bewegt wird,
unverrlickt beibehalte. Ein gerades Gebilde im engern Sinne
besteht aus einzelnen Punkten oder auch Stticken einer Geraden.

Eine Fliche, welche durch die Bewegung einer Geraden
erzeugt werden kann, heisst eine Regelfliiche.

8. Zwischen je zwei Punkten ist eine von ihnen begrenzte,
durch je zwei Punkte eine unbegrenzte gerade Linie moglich.
Zwei Gerade kbnnen hiernach, wenn sie nicht ganz in einander
fallen sollen, hchstens einen Punkt gemein haben. Ist ein nicht
gerades Gebilde nur in zwei Punkten festgehalten, so kann es
noch um die durch diese beiden Punkte bestimmte Gerade ge-
dreht werden.

Eine Gerade wird, wenn sie als Element erscheint, auch ein
Strahl genannt und durch jeden in ihp g.ngenomm:nen Punktin

}sie in demselben Punkte auch die
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zwei Halbstrahlen getheilt, welche eine gemeinschaftliche Spitze
aber entgegengesetzte Richtungen haben, und von welchen jeder
die Ergiinzung des andern heissen soll.

Aus einem gegebenen Mittelpunkte A wird ein anderer Punkt ‘
B durch den Strahl AB projicirt, welcher durch beide Punkte
geht. Der Halbstrahl AB projicirt den Punkt B aus der Spitze A.

9. Ein Strahlenbtindel ist der Inbegriff von allen Strahlen,
welche durch einen und denselben Punkt (Mittelpunkt) denkbar
sind. Der Inbegriff von allen nur denkbaren Halbstrahlen,
welche einen und denselben Punkt zur gemeinschaftlichen Spitze
haben, soll ein Halbstrahlenbtindel heissen. Bei einem Gebilde
der erstern Art werden Strahlen, bei einem Gebilde der letz-
tern Art aber Halbstrahlen als Elemente betrachtet.

10. Ein einfacher Winkelraum ist ein Theil von einem
Halbstrahlenbtindel und also so beschaffen, dass jeder Halbstrahl,
welcher mit ihm (dem einfachen Winkelraume) einerlei Spitze
hat und durch irgend einen Punkt in ihm geht, ganz in den-
selben fillt. Eine Fliche, welche die erwihnte Eigenschaft
hat, welche man also von Halbstrahlen, die eine gemeinschaft-
liche Spitze haben, erfiillt sich denken kann, soll eine einfache
Winkel - oder Kegelfliche heissen.

Einfache Winkelriume werden durch einfache Winkelfliichen,
einfach® Winkelflichen durch Halbstrahlen begrenzt. Die Grenze
eines Winkelraumes nennt man seinen Mantel, die Grenzen einer
Winkelfltiche aber ihre Schenkel.

Bewegt sich ein Halbstrahl um seine Spitze als festen Punkt,
so beschreibt er eine einfache Winkelfliche. Jeder Halbstrahl
in einer geschlossenen einfachen Winkelfliche kann als Anfang
und Ende derselben betrachtet werden, daher unter vier Ele-
menten einer solchen Fliiche nur zwei Paar getrennte sind.

11. Wenn einfache Winkelflichen, welche eine gemeinschaft-
liche Spitze haben, sich schneiden oder beriihren, so geschieht
solches in Halbstrablen. Wiirde gesagt, dass zwei geschlossene
einfache Winkelfliichen, welche nur die Spitze mit einander ge-
mein haben, in diesem Punkte sich beriibren, so wiirden nicht
mehr Halbstrahlen sondern Punkte als Elemente der beiden
Flichen betrachtet werden.
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Werden in einem Hélﬁstrahlehlfﬁndel, welcher durch eine
einfache Winkelflsiche in zwei Theile getheilt ist, zwei ausserhalb
dieser Fliche liegende Halbstrahlen durch eine andere einfache
Winkelfltiche verbunden, so schneidet diese die erstere parmal
oder unparmal, je nachdem jene Halbstrahlen auf einerlei oder
entgegengesetzten Seiten derselben liegen. Zwei geschlossene ein-
fache Winkelflichen, welche eine gemeinschaftliche Spitze haben,
schneiden sich also parmal.

12. Zwei einfache Winkel {r““me} sollen Scheitel { r"’“‘me}
flichen flichen

zu einander heissen, wenn jedér Halbstrahl, welcher dem einen
von den beiden Gebilden angehort, seine Erglinzung im andern
findet. Die Mintel von Scheitelriumen sind Scheitelflichen zu
einander. Jeder einfache Winkelraum, welcher ganz ausserhalb
seines Scheitelraumes liegt, ohne dass der Mantel des einen den
Mantel des andern bertihrt, heisst auch ein Halbstrahlenkegel.

13. Ein vollkommner Winkelraum ist ein Theil von einem
Strahlepbtindel und also so beschaffen, dass jeder Strahl, wel-
cher mit jhm (dem vollkommnen Winkelraume) einerlei Mittel-
punkt hat und durch irgend einen Punkt in-ihm geht, ganz in
denselben fillt. Eine Fliche, welche die erwihnte Eigenschaft
hat, welche man also von Strahlen, die einen’ gémeinschaftlichen
Mittelpunkt haben, erfiillt sich denken kann, soll eine voll-
kommne Winkel- oder Kegelfliche heissen.

Vollkommne Winkelriiume werden durch vollkommne Win-
kelflichen, vollkommne Winkelflichen durch Strahlen begrenzt.
Bewegt sich ein Strahl um seinen Mittelpunkt als festen Punkt,
S0 beschreibt er eine vollkommne Winkelfiiche. Unter vier’
Elementen einer geschlossenen vollkommiien Winkelfliche sind
nur zwei Paar getrennte.

14. Ein vollkommner Winkelraum, welcher aus zwei Halb-
strablenkegeln (Scheitelkegeln) besteht, von welchen aber wenn
Strahlen als Elemente betrachtet werden, nur wie von einem
Raume gesprochen wird, heisst auch ein Strahlenkegel. Von
jedem Strahle, welcher mit einem Strahlenkegel einerlei Mittel-
punkt hdt, aber nicht im Mantel desselben liegt, kann man
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sagen, dass er ganz auf einerlei, nfmlich entweder der innern
oder #ussern Seite dieser Fliche liege.

Vollkommne Winkelfliichen, welche einen gemeinschaftlichen
Mlttelpunkt haben (concentrisch sind), schneiden und bertihren
sich in Strahlen. Werden zwei Strahlen, welche mit einem
Strahlenkegel einerlei Mittelpunkt haben, aber nicht im Mantel
desselben liegen , durch eine vollkommne Winkelfliche verbun-
den, so schneidet diese die erstere parmal oder unparmal, je
nachdem jene Strahlen auf einerlei oder entgegengesetzten Sei-
ten derselben liegen.

15. Eine vollkommne Winkelfliiche heisst von parer Ordnung,
wenn sie aus zwei geschlossenen einfachen Winkelflichen (Schei-
telfliichen) besteht, und also ein Strahl, welcher die Fliche be-
schreibt, zuletzt wieder in seine anfingliche Lage kommt; —
von unparer Ordnung aber, wenn sie zugleich als eine einfache
Winkelfliche betrachtet werden kann, und also ein Strahl, wel-
cher die Fliche beschreibt, zuletzt in eine der anfinglichen
entgegengesetzte Lage kommt, nimlich mit Verwechslung seiner
beiden Hilften die urspriingliche Stelle wieder einnimmt. Von
der Ordnung einer Winkelfliche kann nur gesprochen werden,
wenn die Fliche eine geschlossene vollkommne Winkelfliiche ist.

Eine Winkelflliche { parer } Ordnung, welche sich selbst

unparer
schneidet oder bertihrt, kann als der Inbegriff von zwei oder

mehreren geschlossenen vollkommnen Winkelflichen betrachtet
werden, von welchen keine &6fter als einmal durch einen und

denselben Strahl geht, und unter welchen eine pare }Anzahl
unpare
von Winkelflichen unparer Ordnung sich befindet.

16. Durch eine Kegelfltiche parer Ordnung, welche sich
selbst weder schneidet noch beriihrt, wird ein Strahlenbtindel
in zwei Theile getheilt, von welchen der eine ein Strahlenkegel
ist, wihrend im andern unendlich viele Winkelflichen unparer
Ordnung denkbar sind.

Durch eine Winkelfltiche unparer Ordnung, welche sich selbst
weder schneidet noch bertihrt, wird ein Strahlenbiindel nicht
getheilt , indem kein Strahl desselben von einem andern durch
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die Fliiche getrennt ist. Ein Halbstrahlenbtindel wird durch eine
Fliche der erwihnten Art in ein Paar Scheitelriiume getheilt,
welche einen gemeinschaftlichen Mantel haben, daher die beiden
Hslften eines jeden Strahles, welcher der Fliche nicht angehort,
aber durch ihren Mittelpunkt geht, aunf entgegengesetzten Seiten
derselben liegen, und jede einfache Winkelfliiche, welche zwei
solche Halbstrahlen zu Schenkeln hat, die erstere unparmal
schneidet.

Da eine Winkelfltiche unparer Ordnung als einfache Winkel-
fiiche betrachtet, durch jeden in ihr liegenden Strahl in ein
Paar Scheitelfiiichen getheilt wird, und also die beiden H&lften
eines jeden andern Strahles der Fliche auf entgegengesetzten
Seiten des erstern liegen, so wird tiberhaupt von zwei Geraden,
welche durch einen und denselben Punkt gehen, gesagt, dass
sie in diesem Punkte sich schneiden.

17. Zwei geschlossene vollkommne Winkelflichen, welche
einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben, schneiden sich
parmal, wenn entweder beide von parer Ordnung sind, oder die
cine von parer und die andere von unparer Ordnung ist; —
nnparmal aber, wenn beide von unparer Ordnung sind. Folgt
aus 15 und 16.

§ 2
Die Ebene. Der Strahlenbiischel und der Ebenenbiischel.

18. Eine Ebene ist eine Winkelfliche unparer (erster)
Ordnung, in welcher jeder Punkt als Mittelpunkt betrachtet
werden kann.

Geht also eine Gerade durch zwei Punkte einer Ebene, so
fillt sie ganz in dieselbe. Von einer nicht in ihr liegenden Ge-
raden kann hiernach eine Ebene hichstens einen Punkt enthalten.

Haben eine Ebene und eine ausserhalb derselben liegende
Gerade einen Punkt gemein, so (16) schneiden sie sich in die-
sem Punkte, welcher die Spur der Geraden in der Ebene oder
auch die Spur der Ebene in der Geraden heisst.

19. Durch zwei Punkte und also auch durch eine Gerade
sind unendlich viele Ebenen denkbar. Durch drei Punkte, welche
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nicht in einer und derselben Geraden liegen, also auch durch eine
Gerade und einen ausserhalb derselben befindlichen Punkt, so wie
auch durch zwei sich schneidende Gerade ist eine Ebene mig-
lich. Von der Ebene, welche eine Gerade a mit einem aus-
serhalb derselben befindlichen Punkte P verbindet, soll gesagt
werden, dass sie aus der Axe a den Punkt P oder aus dem
Mittelpunkte P die Gerade a projicire.

Wird eine Ebene um eine in ihr liegende Gerade als feste
Axe gedreht, bis sie mit Verwechslung ihrer beiden Hilften
(der beiden Halbebenen) die urspriingliche Stelle wieder ein-
nimmt, so fillt sie nach und nach mit jeder darch jene Gerade
gehenden Ebene zusammen.

20, Eine Winkelﬂé‘mche{ parer } Ordnung wird (17) von

unparer
parmal }
unparmal
geschnitten; die Schnittlinien sind Strablen. Eine geschlossene
einfache Kegelfliche wird von einer jeden durch ihre Spitze ge-
henden Ebene parmal geschnitten.

Zwei Ebenen, welche durch einen und denselben Punkt ge-
hen, schneiden sich in einer Geraden, welche ebenfalls durch je-
nen Punkt geht, ausserhalb welcher aber (19) die beiden Ebenen
keinen Punkt mit einander gemein haben. Drei Ebenen, welche
durch einen und denselben Punkt gehen, schueiden sich entweder
in einer Geraden oder in drei Geraden: Im letztern Falle haben
die drei Ebenen ausser jenem Punkte, welcher ibr Schnittpunkt
heisst, weil in ihm jede der Ebenen- die Schnittlinie der beiden
iibrigen schneidet, keinen Punkt mit einander gemein.

21. Jedes Gebilde, welches ganz in einer und derselben
Ebene liegt, wird ein ebenes Gebilde, jedes Stiick einer Ebene,
so wie auch die Ebene selbst, eine ebene Fliche genannt. Eine
Fliche Lieisst gebrochen, wenn sie aus ebenen Flichen zusam-
mengesetzt ist, ohne eben zu sein; — krumm, wenn kein
Theil derselben eben ist; — gemischt, wenn sie aus ebenen:und
krummen Flichen zusammengesetzt ist.

Eine krumme Linie (Curve) heisst einfach gekriimmt, wenn
sie ganz in- einer und derselben Ebene liegt; — doppelt ge-

einer jeden durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebene{
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krtimmt aber, wenn es keine Ebene giebt, welche durch alle
Punkte der Linie geht. Gew®hnlich versteht man unter einer
doppelt gekrtimmten oder gewundenen Curve eine Linie, von
welcher kein Sttick eben ist.

22. Der Inbegriff von allen Strahlen, welche einen gemein-
schaftlichen Mittelpunkt haben und in einer und derselben Ebene
liegen, heisst ein Strahlenbiischel. Ein Halbstrahlenbiischel ist
der Inbegriff von allen Halbstrahlen, welche von einem und
demselben Punkte ausgehen und in einerlei Ebene liegen. Bei
einem Gebilde der erstern Art erscheint die Ebene als eine
vollkommne, bei einem Gebilde der letztern Art aber als eine
einfache Winkelfliche. Unter vier Elementen eines Gebildes
der einen oder andern Art sind nur zwei Paar getrennte.

Jede von zwei Schenkeln begrenzte ebene Winkelfliiche heisst
auch ein ebener Winkel. Ein Halbstrahlenbiischel wird durch n
Halbstrahlen in n einfache, ein Strahlenbiischel durch n Strah-
len in n vollkommne ebene Winkel getheilt. Jede gebrochene
{ einfache }Winkelﬂﬁche ist aus{ einfachen }ebenen Win-

vollkommne vollkommnen
keln zusammengesetzt. Unter einer Kegelﬂﬁché versteht man
gewdhnlich eine krumme Winkelfliche.

28. Der Inbegriff von allen Ebenen (Elementen), welche
durch eine und dieselbe Gerade (Axe) denkbar sind, heisst ein
Ebenenbiischel. Alle Halbebenen (Elemente), welche von einer
und derselben Geraden (Kante) begrenzt sind, bilden einen Halb-
ebenenbiischel. -

Ein einfacher Flichenwinkel ist ein Theil von einem Halb-
ebenenbiischel und also so beschaffen, dass jede Halbebene, wel-
che von seiner Kante begrenzt ist und durch irgend einen Punkt
in ihm geht, ganz in denselben fillt. Man kann einen solchen
Winkel auch als einen einfachen Winkelraum betrachten, dessen
Mantel aus zwei Halbebenen zusammengesetzt ist. Ein vollkomm-
ner Flichenwinke! ist ein Theil von einem Ebenenbiischel oder
ein von zwei Ebenen begrenzter vollkommner Winkelraum. Die
beiden Grenzen eines Flichenwinkels heissen seine Schenkel.

. Ein Halbebenenbiischel wird durch n Halbebenen in n ein-
fache, ein Ebenenbiischel aber durch n Ebenen in n vollkommne
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Flichenwinkel getheilt. Unter vier Elementen eines Biischels
der einen oder andern Art sind nur zwei Paar getrennte.
24. Ein einfacher Winkel heisst hohl, wenn die Erginzun-

gen seiner Schenkel ausserbalb desselben liegen; — flach oder
auch gestreckt, wenn seine Schenkel zu einer Geraden oder
Ebene sich ergiinzen; — erhaben, wenn er die Erglnzungen

seiner Schenkel in sich enthilt. Die Schenkel eines flachen
Winkel sind zugleich die Schenkel seines Scheitelwinkels. Durch
zwei seiner Elemente wird ein Halbstrahlen- oder Halbebenen-
biischel entweder in zwei gestreckte oder in einen hohlen und
einen erhabenen Winkel getheilt.

Ein hohler ebener Winkel kann von einer durch seine Spitze
gchenden Ebene hochstens in einem Halbstrahle und also nur
dann geschnitten werden, wenn seine Schenkel auf entgegenge-
setzten Seiten der Ebene liegen. Der. Schnitt eines hohlen Fli-
chenwinkels mit einer Fbene, welche seine Kante und also auch
seine beiden Schenkel schneidet, ist ein hohler ebener Winkel.

25. Zwei hohle Winkel heissen Nebenwinkel zu einander,
wenn sie einen Schenkel gemein haben und ihre beiden tibrigen
Schenkel zu einer Geraden oder Ebene sich erginzen.

Ein Strahlen- oder auch Ebenenbiischel wird durch zwei
Elemente a, b in zwei vollkommne Winkel ab, a" b getheilt,
welche Nebenwinkel zu einander heissen sollen. Unter den vier
einfachen Winkeln, aus welchen zwei solche Winkel bestehen,
gind vier Paar Nebenwinkel und zwei Paar Scheitelwinkel.

Sind a, b, ¢ drei Elemente eines Biischels, so ist der Win-
kel ab, welcher das Element ¢ nicht in sich enthilt, im Sinne
abe, welcher mit dem von bea oder cab ganz einerlei ist, der
Winkel a*b aber, welcher das Element c in sich enthlt, in dem
dem erstern entgegengesetzten Sinne, welcher durch acb oder
cba oder bac angedeutet werden kann, beschrieben.

26. Das gerade Gebilde, der Strahlenbiischel (oder auch
Halbstrahlenbtischel) und der Ebenenbiischel (oder auch Halb-
ebenenbiischel) sollen die einfdrmigen Grundgebilde oder die
Grundgebilde der ersten Stufe heissen. Der Punkt kommt im
geraden Gebilde, die Ebene aber im Ebenenbiischel als Element
vor. Die Gerade, welche zwischen Punkt und Ebene gleichsam
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die Mitte hult, erscheint im Strahlenbiischel als Element, wih-
rend sie am geraden Gebilde der Triger von Punkten und am
Ebenenbtiscbel die Schnittlinie von Ebenen ist.

27. Hiufig wird . ein Gebilde in einem Biischel, wenn es
auch nur aus einzelnen Elementen des vollstindigen Biischels
besteht, selbst ein Biischel genannt. Indessen soll solches in
der Folge nur geschehen, wenn durch nihere Angaben jede
Zweideutigkeit beseitigt ist.

Ein aus vier Punkten bestehendes gerades Gebilde AB(CD
wird aus einem ausserhalb der Geraden befindlichen Punkte
durch einen Strahlenbtischel abecd projicirt, welcher aus vier
Strahlen bdsteht, und von welchem das gerade Gebilde ABCD
ein Schnitt ist, Das gerade Gebilde BA DC, welches vom
ersten wohl zu unterscheiden ist, wird durch den Biischel bade,
das gerade Gebilde CADB durch den Biischel cadb projicirt.
Auf diese Weise muss allgemein, wenn fiir das eine von zwei
Gebilden, welche auf einander bezogen sind, eine Permutation
desselben gesetzt wird, auch die ihr entsprechende Permutation
mit dem andern vorgenommen werden, wenn die vorige Bezie-
hung noch fortbestehen soll.

28. Da in einem Strahlenbiindel unendlich viele Strahlen-
btischel oder Ebenen enthalten sind, alle Ebenen aber, welche
einen Strahl mit einander gemein haben, einen Ebenenbtischel
bilden, so erscheinen in einem Strahlenbiindel nicht nur Strah-
len sondern auch Ebenen als Elemente, obgleich das Gebilde
gewdhnlich nach den Elementen der erstern Art genannt wird.
Eben so enthilt ein Halbstrahlenbiindel nicht nur unendlich viele
Halbstrahlenbtischel sondern auch unendlich viele Halbebenen-
biischel.

Eine Ebene soll, in so ferne unendlich viele gerade Gebilde
und Strahlenbiischel in ihr enthalten sind, auch ein ebenes Sy-
stem heissen. Das ebene System und der Strahlenbiindel (oder
auch Halbstrahlenbiindel) sind die Grundgebilde der zweiten
Stufe. Es entsprechen ihnen zwei besondere Theile der Geome-
trie, nimlich die Geometrie der Ebene und die des Strahlen-
biiudels. Der Strahlenbiischel erscheint im ebenen Systeme als
der Inbegriff von allen Geraden, welche durch einen und den-
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selben Punkt gehen, im Strahlenbiindel aber als der Inbegriff
von allen Geraden, welche in einerlei Ebene liegen.

Das Grundgebilde der dritten Stufe ist das riumliche Sy-
stem oder der unbegrenzte Raum, in welchem unendlich viele
Grundgebilde der ersten und zweiten Stufe denkbar sind. Jede
Ebene ist der Triger eines ebenen Systems, jeder Punkt der
Mittelpunkt eines Strahlenbiindels, jede Gerade der Triger eines
geraden Gebildes und die Axe eines Ebenenbfischels.

29. Wenn zwei Linien aus einem als Spitze angenommenen
Punkte durch eine und dieselbe einfache Winkelfliche projicirt
werden, so sagt man, dass die beiden Linien von jenem Stahd-
punkte aus betrachtet nur eine und dieselbe Linie zu sein schei-
nen oder dem Scheine nach einerlei seyen. Ein Gebilde im Halb-
strahlen- oder auch Strahlenbiindel soll daher ein Schein von ei-
nem andern Gtebilde heissen, wenn jedes Element des erstern
Gebildes aus seiner Spitze oder seinem Mittelpunkte ein Element
des letztern projicirt, und jedes Element des letztern” durch ein
Element des erstern projicirt wird.

Der Schein einer begrenzten geraden Linie, aus einer nicht
in derselben Geraden befindlichen Spitze genommen, ist ein hoh-
ler cbener Winkel, welchen die gerade Linie spannt. Der Schein
einer ebenen Figur, aus einem ausserhalb der Ebene befind-
lichen Mittelpunkte genommen, ist ein Strahlenkegel, von wel-
chem die ebene Figur ein Schnitt ist.

30. Der Schein einer unbegrenzten geraden Linie, aus
einer nicht in ihr liegenden Spitze genommen, ist ein flacher
ebener Winkel. Der Winkel kann nimlich nicht erhaben seyn,
weil jedes Element desselben die Gerade schneidet und also keine
zwei seiner Elemente zu einem Strahle sich ergiinzen. Der Win-
kel kann aber auch nicht hohl seyn, weil, was als Grundsatz
angenommen werden darf, eine Gerade oder ein flacher ebener
Winkel nicht ganz in einem hoblen ebenen' Winkel liegen kann.

Da die Schenkel des Winkels als Grenzen desselben die
Gerade nicht schneiden, so folgt, dass jeder Strahlenbtischel,
welcher mit einer Geraden in einerlei Ebene liegf, aber seinen
Mittelpunkt ausserhalb der Geraden hat, einen Strahl enthiilt,
welcher die Gerade nicht schneidet.
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§ 3.

Von den Parallelen,

81. Zwei Gerade, welche in einerlei Ebene liegen, ohne
sich za schneiden, heissen zu einander parallel. Der zwischen
zwei solchen Geraden (Schenkeln) liegende Theil einer Ebene
soll ein Parallelstreifen heissen.

Zwei in einerlei Ebene liegende Gerade miissen entweder
sich schneiden oder zu einander parallel seyn. Wenn zwei Ge-
rade sich nicht schneiden, so sind sie entweder zu einander pa-
rallel oder sie liegen nicht in einerlei Ebene, je nachdem nim-
lich eine Ebene, welche die eine von den beiden Geraden mit
irgend einem Punkte der andern verbindet, durch die andere
geht oder die andere schneidet. 19.

32. Durch jeden ausserhalb einer Geraden befindlichen
Punkt gibt es (80) eine zur erstern parallele Gerade. Da
hiernach zwei sich schneidende Gerade nicht zu einer und dersel-
ben dritten Geraden parallel seyn kénnen, so muss, wenn drei
Gerade in einerlei Ebene liegen, einer von folgenden vier
Fillen statt finden:

a) Die Geraden schneiden sich in drei Punkten.

b) Die Geraden schneiden sich alle drei in einem Punkte.

¢) Zwei von den drei Geraden sind zu einander parallel, wer-
den aber beide von der dritten geschnitten.

d) Die Geraden sind alle drei zu einander parallel.

83. Schneiden sich drei Ebenen in drei Geraden, so schnei-
den sich diese entweder alle drei in einem Punkte oder sie sind
alle drei zu einander parallel. Wenn nfimlich irgend zwei von
den drei Geraden sich schneiden und also die drei Ebenen einen
Punkt mit einander gemein haben, so geht durch diesen (20)
auch die drifte Gerade.

84. Werden zwei zu einander parallele Gerade und noch
eine dritte Gerade angenommen, so ist diese entweder zu jeder
von den beiden erstern oder zu keiner derselben parallel.” Lie-
gen nimlich die drei Geraden in einerlei Ebene, so folgt der Satz
aus 32. Wenn aber die Geraden nicht alle drei in einer und
derselben Ebene liegen, so miissen zwei Ebenen, welche die bei-
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den erstern Geraden mit einem ausserhalb ihrer Ebene befind-
lichen Punkte der dritten verbinden, entweder in der dritten
oder in einer vierten Geraden sich schneiden. Im erstern von
diesen beiden Fillen ist (83) die dritte, im andern aber die
vierte Gerade zu den beiden erstern parallel, daher alsdann (32)
die dritte zu keiner derselben parallel ist.

Wenn also von beliebig vielen Geraden die zweite zur er-
sten und so jede folgende zu einer der vorhergehenden parallel
ist, so sind alle zu einander parallel.

35. Zwei gerade Linien, welche Stiicke von parallelen Ge-
raden sind, heissen einstimmig- oder entgegengesetat-parallel, je
nachdem sie auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten der durch
ibre Anfangspunkte gehenden Geraden liegen. Da nun ein Halb-
strabl durch seine Spitze und seine Richtung, diese aber durch
irgend eine zu ihm einstimmig-parallele gerade Linie bestimmt
ist, und hiebei jede von zwei einstimmig-parallelen geraden
Linien die Stelle der andern vertreten kann, so kann von sol-
chen Linien auch gesagt werden, dass sie einerlei Richtung
haben oder darstellen.

Eine Richtung (die Richtung einer geraden Linie) soll in
einer Winkelfliche oder einem Winkelraume enthalten heissen,
wenn irgend ein Element dieses Gebildes jene Richtung hat. Alle
nur denkbaren Richtungen werden durch einen Halbstrahlen-
biindel, alle Richtungen aber, welche in einer und derselben
Ebene sich vorfinden, durch irgend einen in ihr liegenden Halb-
strahlenbiischel dargestellt.

36. Von den beiden einander entgegengesetzten Richtungen,
welche in einer Geraden enthalten sind, wird hiufig nur wie
von einer Richtung (mit einem Doppelsinne) gesprochen, so dass
‘alsdann zwei Gerade einerlei oder verschiedene Richtungen ha-
ben, je nachdem sie parallel oder nicht parallel sind, und alle
nur denkbaren Richtungen durch einen Strahlenbiindel, alle Rich-
tungen aber, welche in einer und derselben Ebene sich vorfin-
den, durch irgend einen in ihr liegenden Strahlenbtischel darge-
stellt werden. Es ergeben sich hieraus leicht folgende Sktze:

Wenn eine Gerade und eine Ebene sich schneiden, so
ist in dieser die Richtung der Geraden nicht enthalten.  Ent-
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hilt eine Ebene von einer Geraden einen Punkt und die Rich-
tung, so liegt die Gerade in der Ebene. — Sind von einer Ebene
ein Punkt und eine Richtung gegeben, so ist auch eine Gerade
gegeben, durch welche die Ebene gehen muss. — Alle Ebenen,
welche dureh einen und denselben Punkt gehen und eine und
dieselbe Richtung enthalten, bilden einen Ebenenbtischel, dessen
Axe durch jenen Punkt geht und jeme Richtung hat. — Zwei
sich schneidende Ebenen enthalten nur eine Richtung gemein-
schaftlich, nimlich die Richtung ihrer Schnittlinie. — Durch
jede Gerade, welche eine gegebene Richtung nicht hat, ist eine
Ebene mbglich, welche die gegebene Richtung enthiilt. — Durch
jeden Punkt ist eine Ebene miglich, welche zwei gegebene
Richtungen enthilt.

87. Eine Ebene und eine Gerade beissen zu einander pa-
rallel, wenn sie keinen Punkt mit einander gemein haben, und
also jede Ebene, welche die Gerade mit einem Punkte der er-
stern Ebene verbindet, diese in einer zu jemer Geraden paral-
lelen Geraden schneidet.

Werden eine Ebene und eine Gerade angenommen, so muss
die Gerade entweder in der Ebene liegen oder zu ihr parallel
seyn oder sie schneiden. Da nun die Richtung der Geraden so-
wohl im ersten als auch (nach dem Obigen) im zweiten Falle in
der Ebene enthalten, im dritten aber (86) micht in ihr enthalten
ist, so folgt, dass eine Ebene und eine Gerade sich nicht schnei-
den oder sich schneiden, je nachdem die Ebene die Richtung der
Geraden enthiilt oder nicht enthilt. Wenn daher eine Ebene
zu der einen von zwei parallelen Geraden parallel ist oder durch
die eine geht, so schneidet sie auch die andere nicht. Wenn aber
eine Ebene und eine Gerade sich schneiden, so schneidet die
Ebene auch jede zur erstern Geraden parallele Gerade.

Durch jede von zwei Geraden, welche nicht in einerlei
Ebene liegen, giebt es eine zur andern parallele (die Richtung
der andern enthaltende) Ebene. — Ist eine Gerade zu zwei
sich schneidenden Ebenen parallel, so ist sie auch zur Schnitt-
linie derselben parallel. 36.

88. Zwei Ebenen, welche sich nicht schneiden und also
keinen Punkt mit einander gemein haben, heissen zu einander
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parallel. Der zwischen zwei solchen Ebenen (Schenkeln) befind-
liche Raum soll ein Parallelraum heissen.

Wenn zwei Ebenen zwei Richtungen gemeinschaftlich ent-
halten, so sind sie (36) zu einander parallel. Da aber jede Ge-
rade, welche in der einen von zwei parallelen Ebenen liegt, zur
andern parallel ist, so folgt, dass parallele Ebenen alle Richtun-
gen, welche in ihnen sich vorfinden, gemeinschaftlich enthalten.
Es ergeben sich hieraus noch nachstehende Sitze:

Ist eine Gerade zu der einen von zwei parallelen Ebenen
parallel, so ist sie entweder auch zur andern parallel oder sie
liegt in der andern. Weunn aber eine Gerade und eine Ebene
sich schneiden, so schneidet die Gerade auch jede zur erstern
Ebene parallele Ebene. — Zwei Ebenen, welche zu einer und
derselben dritten Ebene parallel sind, sind auch unter sich pa-
rallel. Wenn aber eine Ebene die eine von zwei parallelen Ebe-
nen schneidet, so muss sie auch die andere schneiden; die Schnitt-
linien selbst sind zu einander parallel. — Durch jede zu einer
gegebenen Ebene parallele Gerade, so wie auch durch jeden
ausserhalb der Ebene befindlichen Punkt giebt es eine zur er-
stern parallele Ebene (eine Ebene, welche von der erstern zwei
und folglich alle Richtungen enthilt).

89. Werden drei Ebenen angenommen, so muss nach dem
Bisherigen einer von folgenden fiinf Fillen statt finden;

a) Die Ebenen schneiden sich in drei Geraden und in einem

Punkte. .

_ b) Die Ebenen schneiden sich in drei zu einander parallen

Geraden. .

¢) Die Ebenen schneiden sich alle drei in einer Geraden.

d) Zwei von den drei Ebenen sind zu einander parallel, wer-
den aber beide von der dritten geschnitten.

e) Die Ebenen sind alle drei zu einander parallel.

40. Parallele Ebenen haben etwas Gemeinschaftliches, was
an jeder derselben aufgefasst werden kann und ihre Stellung
heissen soll, so dass also die Stellung einer Ebene durch jede zn
ihr parallele Ebene bestimmt ist, und zwei Ebenen einerlei oder
verschiedene Stellungen haben, je nachdem sie parallel sind oder
sich schneiden. Ob in einer Ebene eine gegebene Richtung ent-
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halten oder nicht enthalten ist, hingt (38) nur von der Stel-
lung der Ebene ab, daher man sagen kann, dass diese Stellung
in dem einen Falle jene Richtung enthalte, im andern aber sie
nicht enthalte. Kommen mchrere Richtungen und Stellungen in
Betrachtung, so ist es in der Regel vortheilhaft, sie durch Strah-
len und Ebenen anzuzeigen, welche alle durch einen und den-
_ selben Punkt gehen. Alle Richtungen, welche in einer und der-
selben Stellung enthalten sind, werden alsdann durch einen Strah-
lenbiischel, alle Stellungen aber, welche eine und dieselbe Rich-
tung enthalten, durch einen Ebenenbiischel angezeigt.

Durch zwei Richtungen ist eine Stellung bestimmt, welche
nimlich beide Richtungen enthdlt. Durch zwei Stellungen ist
eine Richtung bestimmt, welche nimlich in beiden Stellungen
enthalten ist.

41. Der Inbegriff von allen Geraden, welche nach einerlei
Richtung in einer und derselben Ebene liegen, heisst ein Pa-
rallelstrahlenbiischel, der Inbegriff von allen Ebenen aber, welche
einerlei Stellung haben, ein Parallelebenenbtischel. Der Parallel-
strablenbiischel ist als eine besondere Art von Strahlenbiischel,
der Parallelebenenbiischel als eine besondere Art von Ebenen-
biischel zu betrachten. Ein Strahlenbiischel hat hiernach ent-
weder einen Mittelpunkt oder eine bestimmte Richtung, ein Ebe-
nenbiischel aber entweder eine Axe oder eine bestimmte Stellung.

Der Inbegriff von allen nur denkbaren Geraden, welche eine
und dieselbe Richtung haben, soll ein Parallelstrahlenbiindel
heissen. In einem Parallelstrahlenbtindel sind also nicht nur
unendlich viele Parallelstrahlenbiischel, sondern auch unendlich
viele gewthnliche Ebenenbiischel und Parallelebenenbiischel ent-
halten. Eine Ebene gehort néimlich jedem Strahlenbtindel an,
dessen Mittelpunkt oder Richtung sie enthilt.

Geraden
42. Von ei
n einer { Ebeno

} sagt man, dass sie nach ihrer

Richtung
{ Stellung
Gebilde wird also nach einer von seiner Richtung verschiedenen
Richtung durch einen Parallelstrahlenbiischel, nach einer Stellung

aber, welche seine Richtung nicht enthilt, durch einen Parallel-
Staudt, Geometrie der Lage. 2

} jeden in ihr liegenden Punkt projicire. Ein gerades
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ebenenbtischel projicirt. Jedes begrenzte Sttick der Geraden wird
im erstern Falle durch einen Parallelstreifen, im letztern aber
durch einen Parallelraum projicirt, welchen dasselbe spannt,

Ein ebenes System wird nach einer Richtung, welche in ihm
nicht enthalten ist, durch einen Parallelstrahlenbiindel projicirt,
von welchem das ebene System ein Schnitt ist. Jedem Punkte
der Ebene entspricht ein Strahl des Biindels, jeder Geraden eine
Ebene, jeder begrenzten geraden Linie ein Parallelstreifen, jedem
Parallelstroifen ein Parallelraum, jedem ebenen Winkel ein Fls-
chenwinkel, jeder Linie eine Cylinderfliche und jeder Figur
ein Strahlencylinder, dessen Mantel dem Umfange der Figur
entspricht.

Die Ebene kann man als eine unbegrenzte, die Halbebene
als eine einseitig begrenzte und dep Parallelstreifen als eine von
zwei Schenkeln begrenzte Cylinderfliche betrachten. Gewdhnlich
versteht man jedoch unter einer Cylinderfliche eine krumme
Fliche, welche man von Parallelstrahlen erfiillt sich denken kann

§ 4.

Von den nEcken, nKanten und Polyedern.

43. Eine ebene Figur, welche von geraden Linien (Seiten)
eingeschlossen ist, wird geradlinig und entweder nach der Anzahl
n der Ecken ein nEck oder nach der Anzahl der Seiten, deren
eben so viele sind, ein nSeit genannt.

Ein Viereck, welches zwei zu einander parallele Seiten hat,
heisst ein Trapez. Ein Parallelogramm ist ein Viereck, in wel-
chem je zwei Gegenseiten zu einander parallel sind oder in
welchem zwei Parallelstreifen sich darchschneiden.

44. Statt Kegel sagt man lieber Pyramide, statt Cylinder
aber Prisma, wenn der Mantel des (ebildes eine gebrochene
Fliche ist. Der Mantel einer nseitigen Halbstrahlenpyramide ist
aus n einfachen, der Mantel einer nseitigen Strahlenpyramide
aus n vollkommnen ebenen Winkeln, der Mantel eines nseitigen
Strahlenprismas aus n Parallelstreifen (Seiten) zusammengesetat.
Gewdhnlich wird aber ein solches Gebilde nach der Anzahl n
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seiner Kanten ein nKant genannt, so dass also ein ebenes nEek
aus jedem ausserhalb seiner Ebene befindlichen Punkte, so wie
auch nach jeder Richtung, welche in seiner Ebene nicht enthal-
ten ist, durch ein nKant projicirt wird.

45. Der unbegrenzte Raum wird durch drei Ebenen, welche
in einem Punkte sich schneiden, in acht einfache oder vier voll-
kommne Dreikante getheilt. Durch vier Ebenen, welche durch
seinen Mittelpunkt gehen, von welchen aber keine drei in einer
und derselben Geraden sich schneiden, wird ein gewdhnlicher
Strahlenbtindel in vier Dreikante und drei Vierkante getheilt.
Die vierte Ebene wird nimlich durch die dreiStrahlen, in wel-
chen die drei erstern Ebenen sie schneiden, in drei Winkel ge-
theilt, deren jeder eines von den vier Dreikanteu, welche die
drei erstern Ebenen mit einander bilden, in ein Dreikant und
ein Vierkant theilt.

46. Ein Korper, welcher von ebenen Flichen eingeschlossen
ist, wird ebenflichig und nach der Anzahl n seiner Flichen,
welche simmtlich geradlinige Figuren sind, ein n Flach genannt.
In jeder Kante eines Polyeders (ebenflichigen Korpers) stossen
zwei seiner Flichen, in jedem Eckpunkte aber drei oder meh-
rere Flichen (eine Raumecke bildend) und eben so viele Kan-
ten zusammen.

Der Mantel einer Pyramide, der ein nEck zur Grundfiiche
dient, ist aus n Dreiecken zusammengesetzt, welche die Seiten
des nEcks zu Grundlinien und einen ausserhalb seiner Ebene be-
findlichen Punkt zur gemeinschaftlichen Spitze haben. Wird von
einer Pyramide durch eine zu ibrer Grundfliche parallele Ebene
ein Stiick abgeschnitten, welches selbst wieder eine Pyramide
ist, so bleibt eine abgestumpfte Pyramide iibrig, deren Deck-
fliche zur Grundfliche parallel ist und deren Seitenflichen Tra-
peze sind. Ein nseitiges Strahlenprisma und ein Parallelraum,
dessen Stellung die Richtung des erstern Gebildes nicht ent-
h#lt, durchschneiden sich in einem nseitigen Prisma, dessen
Mantel nimlich aus n Parallelogrammen zusammengesetzt ist.

47. Betrachtet man irgend eines von den vier Dreieckens
welche ein Tetraeder (Vierflach) begrenzen, als Grundfliche und

also die tibrigen als Seitenflichen, so erscheint der Korper als
9%
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eine dreiseitige Pyramide. Ein Tetraeder wird durch eine Ebene,
welche dasselbe schneidet, entweder in zwei Tetraeder oder in
eine dreiseitige und eine vierseitige Pyramide oder in ein Te-
traeder und einen von zwei Dreiecken und drei Vierecken ein-
geschlossenen Korper oder in zwei solche Ftinfflache getheilt, je
nachdem n#mlich die Ebene eine oder zwei oder drei oder vier
Kanten des Tetraeders schneidet. In den drei erstern Fillen ist
der Schnitt des Tetraeders mit der Ebene ein Dreieck, im vier-
ten aber ein Viereck. Ist die schneidende Ebene zu zwei ein-
ander gegeniiberliegenden Kanter parallel, so ist der Schnitt ein
Parallelogramm.

48. Ein Parallelepipedon ist ein Korper, welcher von sechs
Parallelogrammen eingeschlossen ist, oder in welchem drei Pa-
rallelriume, deren Stellungen nicht alle drei eine und dieselbe
Richtung enthalten, sich durchschneiden. Je zwei von drei sol-
chen Parallelriumen schneiden sich nimlieh in einem vierseiti-
gen Strahlenprisma, dessen Schnitt mit dem dritten ein Paral-
lelepipedon ist.

Durch drei Gerade, deren Richtungen nicht in einer und
derselben Stellung enthalten sind, und von welchen auch keine
zwei sich schneiden, ist ein Parallelepipedon bestimmt, von wel-
chem n#mlich jede der drei Geraden eine Kante enthilt, und
welches entsteht, wenn man durch je zwei von den drei Gera-
den zwei zu einander parallele (die Richtung beider enthaltende)
Ebenen legt.

49. Wenn jeder Eckpunkt eines Polyeders mit jedem an-
dern durch eine Kante oder eine aus Kanten zusammengesetate
Linie verbunden werden kann, und seine Oberfliche durch jede
aus Kanten zusammengesetate geschlossene Linie, welche nicht
ofter als einmal durch einen und denselben Punkt geht, in zwei
Theile getheilt wird, so ist die Anzahl E der Eckpunkte mehr
der Anzahl F der Flichen gleich der Anzahl K der Kanten
mehr zwei.

Wenn nimlich der Korper E Eckpunkte hat, so sind E—1
Kanten, von welchen die erste zwei Eckpunkte unter sich, die
zweite einen derselben mit einem dritten, die dritte einen der-
drei vorigen mit einem vierten u. s. w. verbindet, hinreichend
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um von jedem Eckpunkte auf jeden andern tibergehen zu kdnnen.
Da nun in einem solchen Systeme von Kanten keine geschlos-
sene Linie enthalten ist, jede der tibrigen (noch freien) Kanten
aber mit zwei oder mehrern Kanten des Systems eine geschlos-
sene Linie bildet, so sind die tibrigen Kanten hinreichend aber
auch alle erforderlich, um durch sie von jeder der F Flichen
des Korpers auf jede andere iibergehen zu kdnnen, woraus man
schliessen kann, dass die Anzahl der iibrigen Kanten F—1, mit-
hin die Anzabl aller Kanten E4 F—2 und demnach E+F
=K+ 2 sey.

50. An den vorigen Satz lassen sich noch folgende Bemer-
kungen kniipfen.

I. Weil in jedem Eckpunkte wenigstens drei Kanten zusam-
menstossen, aber jede Kante nur zwei Eckpunkte verbindet, so
ist 3E nicht grésser als 2K. Weil ferner jede Fliche wenig-
stens von drei Kanten begrenzt ist, aber in jeder Kante nur
zwel Flichen zusammenstossen, so ist auch 8F nicht grosser als
2K. Da hiernach keine von den beiden Zahlen 3E, 3F, deren
Summe — 3K+6 ist, grosser als 2 K ist, so ist auch keine
kleiner als K 4 6, folglich jede grosser als K, woraus man
schliessen kann, dass weder in jedem Eckpunkte mehr als funf
Kanten zusammenstossen kbnnen, noch jede Fliche von mehr
als fiinf Kanten begrenzt sein kannm,

II. Wenn in jedem Eckpunkte mKanten zusammenstossen,
so ist mE — 2K und mithin

E:F—2:K—2:m — 2:m.
Ist jede Fliche von nKanten begrenzt, so ist nF—2K
. und mithin
F:E—2:K—=2:n—2:n.

III. Wenn in jedem Eckpunkte mKanten zusammenstossen
und jede Fliche von nKanten begrenzt, folglich EF:(E — 2)
(F—2) = 4:(m —2) (n—2) und mithin (m — 2) (0 -2) < 4
ist, so muss entweder m—3 und n—3 oder m—8 und n—4
oder m=—=4 und n==3 oder m==38 und n—J5 oder m—5 und
n=—3 seyn. Im ersten von diesen Fillen ist, wie aus Il leicht
hervorgeht, der Korper ein Tetraeder, im zweiten ein 8eckiges
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6 Flach, im dritten ein 6eckiges 8 Flach, im vierten ein 20 ecki-
ges 12 Flach und im finften ein 12 eckiges 20 Flach.

51, Da die aus den beiden Schenkeln eines einfachen ebe-
nen Winkels zusammengesetzte Linie durch ein beliebiges die
Spitze des Winkels in sich enthaltendes Stiick derselben bestimmt
ist, so sagt man, dass jede aus zwei geraden Linien zusammen-
gosetzte gebrochene Linie einen hohlen und einen erhabenen
ebenen Winkel und eben so jede aus zwei ebenen Flichen zu-
sammengesetzte gebrochene Fliche einen hohlen und einen erha-
benen Flichenwinkel bilde.

Von den beiden einfachen Winkeln, welche zwei aufeinan-
derfolgende Seiten eines ebenen nEcks oder einfachen nKants
oder StrahlenpriSmas oder zwei aneinanderstossende Flichen
eines Polyeders mit einander bilden, betrachtet man gewshnlich
entweder nur den innern oder nur den hohlen, welcher im
Falle er zugleich der innere ist, ein ausspringender, im entge-
gengesetzten Falle aber ein einspringender Winkel genannt wird.
Die Nebenwinkel eines ausspringenden Winkels sollen positive,
die Nebenwinkel eines einspringenden Winkels aber negative
Aussenwinkel heissen.

52. In der Folge ist, wenn nicht ausdriicklich das Gegen-
theil bemerkt wird, unter einem Winkel immer ein vollkomm-
ner Winkel und unter einem nKante immer ein nKant im Strah-
lenbitndel zu verstehen.

Alle Strahlen, welche den Umfang eines ebenen nEcks in
einem und demselben Eckpunkte beriihren, erfiillen, je nachdem
die Bertihrung auf der Hussern oder innern Seite statt findet,
einen positiven oder negativen Aussenwinkel, dessen Nebenwinkel
im erstern Falle ein ausspringender, im letztern Falle aber ein
einspringender Winkel der Figur ist und alle Strahlen enthilt,
welche den Umfang derselben in jedem Eckpnnkte schneiden.
Eben so erfiillen alle Ebenen, welche den Mantel eines nKants
oder die Oberfliche eines Polyeders in einer und derselben
Kante (von aussen oder von inmen) bertihren, einen Aussen-
winkel , welcher von einem (ausspringenden oder einspringen-
den) Winkel des Gebildes der Nebenwinkel ist.

53. Wenn der Umfang eines ebenen nEcks oder der Mantel
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eines nKants oder die Oberfliche eines Polyeders von keiner
Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten wird, so hat das
Gebilde offenbar lauter ausspringende Winkel. Umgekehrt kann
man, wie man sich leicht tiberzeugt, aus der letztern Eigenschaft
immer auf die erstere schliessen.

Der Umfang eines nEcks kann von einer Geraden hichstens
in n Punkten und folglich, wenn n eine unpare Zahl ist, hoch-
stens in n—1 Punkten geschnitten werden. Hat ein ebenes nEck
lauter ausspringende Winkel, so gilt diess auch von jeder Pyra-
mide, welche das nEck zur Grundfliche hat. Hat ein Polyeder
lauter ausspringende Winkel, so gilt diess auch von jedem
Schnitte desselben, so wie auch von jedem der beiden Theile

in welche das Polyeder durch die schneidende Ebene getheilt,
wird.

§ 5.

Unendlich ferne Elemente.

54. Aus den Sutzen des vorletzten §. ist zu ersehen, dass
in vielen Fillen ein Punkt durch eine Richtung, eine Gerade
aber durch eine Stellung vertreten wird, und dass also zu den
Elementen einer Geraden auch noch ihre Richtung, zu den Ele-
menten einer Ebene aber auch noch ihre Stellung und alle in
derselben enthaltenen Richtungen gehoren. Zwei Gerade, welche
in einerlei Ebene liegen, haben entweder einen Punkt gemein
oder einerlei Richtung. Zwei Ebenen haben entweder eine Ge-
rade gemein oder einerlei Stellung. Eine Ebene enthilt von
einer micht in ihr liegenden Geraden entweder nur einen Punkt
oder nur die Richtung. Es wird hiernach nicht unzweckmissig
seyn fir Ricktung und Stellung noch andere Ausdriicke einzu-
fihren, welche an das, was sie vertreten, unmittelbar erinnern
und Sitze, welche nur besondere Modificationen von andern
sind, auch als solche bezeichnen.

55. Wenn in einer Ebene die eine von zwei sich schnei-
denden Geraden um einen ausserhalb der andern befindlichen
Punkt in unveriindertem Sinne gedrehit wird, so riickt der Schnitt-
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punkt in der andern (festen) Geraden immer weiter fort, bis er
bei der parallelen Lage der beiden Geraden sich ganz verliert.
Von parallelen Geraden sagt man daher, dass sie in einem un-
endlich fernen (uneigentlichen) Punkte sick schneiden. Wird die
Drehung im vorigen Sinne fortgesetzt, so kommt der Schnitt-
punkt der beiden Geraden auf der entgegengesetzten Seite zum
Vorschein und gelangt am Ende, wenn die sich drehende Gerade
einen Strahlenbiischel beschrieben bat, wieder an seine anfing-
liche Stelle. Eine Gerade erscheint hiernach, wenn man ihr
einen unendlich fernen Punkt zuschreibt, in welchem sie von al-
len zu ibr parallelen Geraden und Ebenen geschnitten, als eine
geschlossene Linie, daher alsdann unter vier Punkten in ihr nur
zwei Paar getrennte sind.

56. Von allen unendlich fernen Punkten einer Ebene wird
gesagt, dass sie in einer unendlich fernen (uneigentlichen) Linie
liegen, welche, weil sie von einer jeden (andern) mit ibr in
einerlei Ebene liegenden Geraden in einem Punkte geschnitten
wird, selbst eine Gerade heisst. Gleichwie in 'jeder Richtung
ein unendlich ferner Punkt liegt, so liegt in jeder Stellung eine
unendlich ferne Gerade, in welcher alle Ebenen, die diese Stel-
lung haben, sich schneiden.

Parallelstrahlenbiischel, welche in einerlei Ebene liegen,
haben einen Strahl, nimlich die unendlich ferne Gerade, welche
von jedem der Biischel den uneigentlichen Mittelpunkt enthilt,
mit einander gemein,

57. Von allen unendlich fernen Punkten und Linien wird
gesagt, dass sie in einer unendlich fernen (uneigentlichen) Fliiche
liegen, welche, weil sie von einer jeden nicht in ihr liegenden
Geraden in einem Punkte und von jeder (andern) Ebene in
einer Geraden geschnitten wird, selbst eine Ebene heisst. Alle
Parallelebenenbtischel haben hiernach ein Element, nimlich die
unendlich ferne Ebene, in welcher alle ihre uneigentlichen Axen
liegen mit einander gemein. Eine Gerade, welche sich bewegt,
ohne ihre Richtung zu #indern, dreht sich um einen unendlich
fernen Punkt, eine Ebene aber, welche sich bewegt, ohne ihre
Stellung zu 4ndern, um eine unendlich ferne Axe.

Ein unendlich ferner Punkt liegt in einer unendlich fernen
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Geraden, wenn die Stellung, welcher diese Gerade entspricht,
die Richtung enthilt, welcher jener Punkt entspricht. Ein unend-
lich fernes (uneigentliches) gerades Gebilde entspricht also dem
Inbegriffe von allen Richtungen, welche in einer und derselben
Stellung enthalten sind, ein unendlich ferner (uneigentlicher)
Strahlenbiischel aber dem Inbegriffe von allen Stellungen, welche
eine und dieselbe Richtung enthalten. Zu den Elementen eines
Parallelstrahlenbiindels gehtren auch die unendlich ferne Ebene
und jede unendlich ferne Gerade, welche durch seinen (uneigent-
lichen) Mittelpunkt geht.

58. Durch die in diesem §. aufgestellte Ansicbt, welche im
Gegensatze zur gewShnlichen die perspektivische heissen soll, wer-
den oft anscheinend ganz verschiedene Sttze in eine Aussage zu-
sammengefasst und die Ausnahmen beseitigt, welche ausserdem der
Aufstellung allgemeiner Gesetze hiufig im Wege stehen wiirden.

Der Satz, dass eine Gerade durch zwei Punkte bestimmt
sey, begreift zwei besondere Fille in sich, indem der eine von
den beiden Punkten oder auch beide im Unendlichen liegen kén-
nen. Eine eigentliche Gerade ist nfimlich auch durch einen Punkt
und ihre Richtung, eine Stellung (unendlich ferne Gerade) aber
durch zwei Richtungen bestimmt.

Von dem Satze, dass durch eine Gerade und einen ausser-
halb derselben befindlichen Punkt eine Ebene bestimmt ist, ist
der besondere Fall, in welchem der gegebene Punkt im Unend-
lichen liegt (statt des Punktes eine Richtung gegeben ist), in 36
und der besondere Fall, in welchem die gegebene Gerade im
Unendlichen liegt (statt einer eigentlichen Geraden die Stellung
der Ebene gegeben ist), in 38 enthalten. Liegen die gegebenen
Elemente beide im Unendlichen, so ist die durch sie bestimmte
Ebene die unendlich ferng Ebene selbst.

59. Zwei Grundgebilde heissen auf einander bezogen, wenn
jedem Elemente eines jeden ein Element des andern zugewiesen
ist, welches jenem entsprechend heisst. Wenn also von beliebig
vielen Gebilden das zweite auf das erste und jedes folgende auf
eines der vorhergehenden bezogen ist, so sind alle auf einander
bezogen.

Die einfachste Art, ein gerades Gebilde s und einen Ebenen-
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biischel, dessen Axe das erstere Gebilde nicht schneidet, auf ein-
ander zu beziehen, besteht darin, dass man das gerade Gebilde
als einen Schnitt des Ebenenbiischels (mit der Geraden s) be-
trachtet. Es liegt alsdann jeder Punkt des geraden Gebildes in
der ihm entsprechenden Ebene des Btischels. Ist von einem
Ebenenbiischel ein Strahlenbiischel und von diesem ein gerades
Gebilde ein Schnitt, so ist auch das gerade Gebilde ein Schnitt
des Ebenenbtischels.

In zwei Strahlenbiischeln, welche Schnitte eines und dessel-
ben Ebenenbiischels sind, entsprechen einander je zwei Strahlen,
welche in einer und derselben Ebene des Ebenenbiischels liegen,
in zwei Strahlenbtischeln aber, welche Scheine eines und dessel-
ben geraden Gebildes sind, je zwei Strahlen, welche einen und
denselben Punkt des geraden Gebildes projiciren.

60. Betrachtet man ein ebenes System S als Schnitt eines
Strahlenbtindels S;, dessen Mittelpunkt nimlich ausserhalb der
Ebene 8 liegt, und also den Strahlenbtindel als einen Schein des
ebenen Systems, so entspricht jedem Gebilde in S, ein Gebilde
in 8, welches vom erstern die Spur ist, und jedem Gebilde in S
ein Gebilde in S;, welches das erstere projicirt. Ist S, ein ge-
wiohnlicher Strahlenbtindel und 8 eine eigentliche Ebene, so ent-
spricht der zu dieser Ebene parallelen Ebene P des Btindels die
unendlich ferne Gerade des ebenen Systems, jeder andern Ebene
eine eigentliche Gerade, jedem Ebenenbiischel, dessen Axe in der
Ebene P liegt, ein Parallelstrahlenbtischel, jedem andern Ebenen-
biischel ein gewthnlicher Strahlenbiischel u. s. w. Ist S; ein Pa-
rallelstrahlenbiindel, so entspricht jedem eigentlichen Elemente ein
eigentliches Element und jedem uneigentlichen Elemente ein unei-
gentliches Element. Wenn endlich S die unendlich ferne Ebene
ist, so entspricht jedem Strahle des Biindes ein unendlich ferner
Punkt, jeder Ebene eine unendlich ferne Gerade, jedem Strah-
lenbiischel ein unendlich fernes gerades Gebilde und jedem Ebe-
nenbiischel ein unendlich ferner ‘Strahlenbiischel.

Nennt man in zwei gewdhnlichen Strahlenbtindeln jo zwei
Strahlen welche einerlei Richtung haben, einander entsprechend,
80 betrachtet man die Strahlenbiindel als Scheine eines und des-
selben ebenen Systems, dessen Triger ni#mlich die unendlich



27

ferne Ebene ist. Merkt man bei der Bewegung einer eigent-
lichen Geraden nur auf die Aenderung ihrer Richtung, so be-
trachtet man die (uneigentliche) Linie, welche ihr unendlich
ferner Punkt beschreibt.

61. Jede Gerade wird durch je zwei in ihr befindliche Punkte
A, B in zwei Strecken AB, A'B (oder AB, B'A) getheilt, von
welchen jede die Erginzung der andern heissen soll. Eine Strecke
ist also entweder eine endliche oder ins Unendliche oder durch
das Unendliche gehende oder im Unendlichen liegende Strecke.
Eine eigentliche Gerade wird durch zwei eigentliche Punkte in
eine Strecke der ersten und eine Strecke der dritten Art, durch
einen eigentlichen und ihren unendlich fernenm Punkt aber in
zwei Strecken der zweiten Art (in zwei Halbstrahlen) getheilt.
Jedes Stiick einer unendlich fernen Geraden ist eine Strecke
der vierten Art.

Nach der perspektivischen Ansicht sind Halbstrahlen und
Halbebenen nicht Elemente sondern Stiicke von Gebilden, daher
auch in der Folge unter einem Btischel ein Strahlen- oder Ebe-
nenbiischel und unter einer Kegelfliche, wenn sie nicht ausdriick-
ich eine einfache genannt wird, eine Fliche im Strablenbiindel
zu verstehen ist. Eine Cylinderfliche ist eine (uneigentliche)
Keogelfliiche, deren Mittelpunkt im Unendlichen liegt.

62. Nach der perspektivischen Ansicht wird jeder Biischel
durch je zwei seiner Elemente in ein Paar Nebenwinkel getheilt,
80 dass es filnf Arten von ebenen Winkeln und vier Arten von
Flichenwinkeln giebt.

Zwei Gerade, welche in einem eigentlichen Punkte sich
schneiden, bilden mit einander zwei ebene Winkel der ersten
Art (eigentliche ebene Winkel). Ein Parallelstrahlenbiischel
wird durch zwei eigentliche Strahlen in einen ebenen Winkel
der zweiten Art (Parallelstreifen) und einen ebenen Winkel der
vierten Art, welcher den unendlich fernen Strahl in sich ent-
hiilt, durch einen eigentlichen Strahl und den unendlich fernen
Strahl aber in zwei ebene Winkel der dritten Art (Halbebenen)
getheilt. Je zwei unendlich ferne Gerade sind die Schenkel von
zwei ebenen Winkeln der fiinften Art.

Zwei Ebenen, welche in einer eigentlichen Geraden sich
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schneiden, bilden mit einander zwei Flichenwinkel der ersten
Art (eigentliche Flichenwinkel). Ein Parallelebenenbiischel wird
durch zwei eigentliche Ebenen in einen Flichenwinkel der zwei-
ten Art (Parallelraum) und in einen Flichenwinkel der vierten
Art, welcher die unendlich ferne Ebene in sich enth&lt, durch eine
eigentliche Ebene und die unendlich ferne Ebene aber in zwei
Flichenwinkel der dritten Art getheilt.

Ist ein ebenes System S ein Schnitt von einem Strahlen-
biindel 8y, so entspricht jeder Strecke in S ein ebener Winkel
in S;, jedem Winkel in 8 ein Flichenwinkel in §;, jedem ebe-
nen Winkel in 8; eine Strecke in S und jedem Flichenwinkel
in 8; ein Winkel in 8.

63 Hat man von zwei nicht in einerlei Ebene liegenden Ge-
raden die eine als Axe, aus welcher und die andere als Projek-
tionslinie, auf welche projicirt werden soll, angenommen, so ver-
steht man unter der Projektion eines Punktes den Schnittpunkt
der Projektionslinie mit der Ebene, welche aus der angenom-
menen Axe jenen Punkt projeirt. Die Projektion einer Strecke,
welche mit der Projektionsaxe nicht in einerlei Ebene liegt,
ist der Schnitt der Projektionslinie mit dem Flichenwinkel, wel-
cher jene Strecke projicirt. Liegt eine Linie mit der Projek-
tionsaxe in einerlei Ebene, so ist ihre Projektion nur ein Punkt.
Wenn die Projektionsaxe im Unendlichen liegt und also nach
einer bestimmten Stellung projicirt wird, so ist die Projektion
einer jeden endlichen Strecke, deren Richtung in jener Stellung
nicht enthalten ist, ebenfalls eine endliche Strecke.

Ein gerades Gebilde und seine Projektion auf eine andere
Gerade aus einer Axe, welche mit keiner von den beiden erstern
Geraden in einerlei Ebene liegt, sind nichts anderes als Schnitte
eines und desselben Ebenenbiischels mit zwei Geraden. Liegen
diese in einerlei Ebene, so sind die geraden Gebilde zugleich
Schnitte eines und desselben Strahlenbiischels, so dass es alsdann
einerlei ist, ob man sie aus jener Axe oder aus deren Spur in
jener Ebene auf einander projicirt.

64. Unter der Projektion eines Gebildes auf eine Ebene (Pro-
jektionsebene) aus einem ausserhalb derselben gegebenen Mittel-
punkte (Projektionscentrum) versteht man den Schnitt der Pro-
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jektionsebene mit dem aus jenem Mittelpunkte genommenen
Scheine des Gebildes. Die Projektion einer Strecke, welche mit
dem Projektionscentrum nicht in einer und derselben Geraden
liegt, ist also der Schnitt der Projektionsebene mit dem ebenen
Winkel, welcher jene Strecke projicirt. Die Projektion eines
ebenen Winkels, welcher mit dem Projektionscentrum nicht in
einerlei Ebene liegt, ist der Schnitt der Projektionsebene mit dem
Flichenwinkel, welcher jenen ebenen Winkel projicirt. Liegt eine
gerade Linie mit dem Projektionscentrum in einer und derselben
Geraden, so ist ihre Projektion nur ein Punkt. Liegt eine
Fliche mit dem Projektionscentrum in einerlei Ebene, so ist
ibre Projektion nur eine Linie.

Ein ebenes System und seine Projektion auf eine andere
Ebene aus einem ausserhalb beider Ebenen befindlichen Punktesind
nichts anderes als Schnitte eines und desselben Strahlenbiindels
wit zwei Ebenen. Wenn diese Ebenen zu einander parallel sind
oder der Mittelpunkt des Strahlenbtindels im Unendlichen liegt
(also nach einer bestimmten Richtung projicirt wird) oder beides
zugleich der Fall ist, so entspricht jedem eigentlichen Punkte
einer jeden von den beiden Ebenen ein eigentlicher Punkt in der
andern, jeder endlichen Strecke eine endliche Strecke, jedem
gewdhulichen Strahlenbiischel ein gewShnlicher Strahlenbiischel,
jedem Parallelstrahlenbiischel ein Parallelstrahlenbiischel u. s. w.
Wenn aber die Ebenen in einer eigentlichen Geraden sich schneiden
und das Projektionscentrum ein eigentlicher Punkt ist, so entspricht
der unendlich fernen Geraden einer jeden von den beiden Ebenen
eine eigentliche Gerade in der andern, daher es alsdann nur
ein Paar einander entspreehende Parallelstrahlenbiischel giebt,
und weder zwei einander entsprechende Strecken noch zwei
einander entsprechende Winkel nothwendig von einerlei Art sind.

65. In dem Satze, dass eine Fliche und eine Linie in einem
Punkte sich schneiden, wenn die ihm zunichstliegenden Theile
der Linie auf entgegengesetzten Seiten der Fliche liegen, wird
vorausgesetzt, dass man unter den beiden Seiten der Fliche zwei
korperliche Réume sich denken kinne, welche in der Fliche, aber
nicht zugleich in einer andern durch jenen Punkt gehenden Fliche
zusammenstossen. Um daher zu entscheiden, ob eine Ebene E
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und eine ausserhalb derselben befindliche Linie L, welche durch
einen und denselben unendlich fernen Punkt P. gehen, in diesem
Punkte sich schneiden oder berithren, nehme man irgend eine
Ebene F an, welche nicht durch P geht. Wenn nun die Linie
L im Punkte P von einem der beiden Flichenwinkel EF, EF
in den andern tibergeht, so ist P ein Schnittpunkt, im entge-
gengesetzten Falle aber ein Bertihrungspunkt der Ebene E und
der Linie L.

Zwei zu einander parallele Halbstrahlen AP, BP treffen die
unendlich ferne Ebene in einem und denselben Punkte und zwar
auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten je nachdem sie ein-
stimmig- oder entgegengesetzt-parallel sind. Die gebrochene Li-
nie APB wird nimlich im Punkte P von der unendlichen fernen
Ebene im erstern Falle beriihrt, im letztern aber geschnitten.
Ein Strahlenkegel wird durch das in ibm liegende Sttick der
unendlich fernen Ebene in zwei Halbstrahlenkegel getheilt, welche
auf entgegengesetzen Seiten ihrer gemeinschaftlichen unendlich
fernen Grundfliche liegen.

§. 6.
Gesetz der Reciprocitit.

66. Schon die ersten Sitze der Geometrie lassen ein gewis-
ses Gresetz der Reciprocitit oder Dualitdt erkennen, nach welchem
im Raume der Punkt und die Ebene einander gegentiberstehen
(reciproke Begriffe sind), und jeder Satz, in welchem zwischen
eigentlichen und uneigentlichen Elementen kein Unterschied ge-
macht wird, seine Ergéinzung in einem andern findet, der aus dem
erstern hervorgeht, wenn man Punkt und Ebene (also auch gera-
des Gebilde und Ebenenbitischel, Strecke und Fliichenwinkel u.s. w.)
mit einander vertauscht. Gewthnlich werden zwei solche Sitze
wie die beiden Seiten eines Satzes neben einander gestellt z. B.

;) Durch zwei Punkte A, B
ist eine Gerade A B bestimmt,
welche nimlich durch beide
Punkte geht.

#1) Durch eine Gerade a und
einen ausserhalb derselben be-

‘uzs) Durch zwei Ebenen A, B
ist eine Gerade A B bestimmt,
in welcher niimlich die beiden
Ebenen sich schneiden.

£2) Durch eine Gerade a und
eine nicht durch sie gehende



findlichen Punkt Bist eine Ebene
a B bestimmt, welche die Ge-
rade mit dem Punkte verbindet.

71) Durch drei Punkte A, B,
C, welche nicht in einer und
derselben Geraden liegen, ist
eine Ebene A B C bestimmt,
welche durch die drei Punkte
geht.

0;) Zwei Gerade, welche ei-
nen Punkt gemein haben, lie-
gen auch in einerlei Ebene.
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Ebene B ist ein Punkt aB be-
stimmi, in welchem die Gerade
und die Ebene sich schneiden.

72) Durch drei Ebenen A, B,
C, welche nicht durch eine und
dieselbe Gerade gehen, ist ein
Punkt ABC bestimmt, in wel-
chem die drei Ebenen sich
schneiden.

d;) Zwei Gerade, welche in
einerlei Ebeneliegen, habenauch
einen Punkt gemein.

67. Die vorigen Sitze fiihren auf folgende Aufgaben (For-

derungen):

;) Durch zwei gegebene
Punkte eine Gerade zu ziehen.

B1) Durch eine gegebene
Gerade und einen ausserhalb
derselben gegebenen Punkt eine
Ebene zu legen.

71) Durch drei gegebene nicht
in einer und derselben Geraden
liegende Punkte eine Ebene zu
legen.

;) Durch zwei gegebene Ge-
rade, welche einen Punkt mit
einander ,gemein haben, eine
Ebene zu legen.

ay) Die Schnittlinie von zwei
gegebenen Ebenen zu finden.

£2) Den Schnittpunkt einer
gegebenen Ebene mit einer nicht
in ihr liegenden Geraden zu
finden.

72) Den Schnittpunkt von
drei gegebenen nicht in einer
und derselben Geraden sich
schneidenden Ebenen zu finden.

03) Den Schnittpunkt von
zwei gegebenen in einerlei
Ebene liegenden Geraden zu
finden.

Legt man durch einen gegebenen eigentlichen Punkt eine

Ebene, welche zwei gegebene Richtungen enthilt, so hat man
durch drei gegebene Punkte, von welchem zwei im Unendlichen
liegen, eine Ebene gelegt. Weiss man von zwei Geraden, dass
sie zu einander parallel sind, so ist durch die eine von beiden
auch ihr Schnittpunkt gegeben.
68. Wenn A, B, C, D vier
Punkte sind, und die Geraden
A B, CD sich schneiden, so lie-

Wenn A, B, C, D vier Ebe-
nen sind, und die Geraden A B,
CD sich schneiden, so gehen
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gen dic vier Punkte in einerlei | die vier Ebenen durch einen
Ebene, daher alsdann auch die | und denselben Punkt, daber
Geraden AC, BD, so wie auch | alsdann auch die Geraden AC,
die Geraden AD, BC sich | BD, so wie auch die Geraden
schneiden. AD, BC sich schneiden.

69. Wenn von beliebig vielen Geraden je zwei sich schnei-
den, aber nicht alle in
einem Punkte sich schneiden, | einerlei Ebene liegen, so schnei-

so liegen alle in einerlei Ebene. | den sich alle in einem Punkte.

70. Gleichwie ein Gebilde, welches aus den Elementen A,
B, C, D besteht, gewthnlich durch ABCD bezeichnet wird, so
soll ein Gebilde, welches aus den Elementen SA, SB, SC, SD
besteht, durch S (ABCD) bezeichnet werden. Sind A, B, C, D
Punkte, so muss S entweder | Ebenen, so muss S entweder
ein Punkt oder eine Geradeseyn. | eineEbeneodereine Gerade seyn.

71. Soll in einer gegebenen Ebene durch einen in ihr ge-
gebenen Punkt eine Gerade gezogen werden, welche eine ausser-
halb der Ebene gegebene, nicht durch jenen Punkt gehende Ge-
rade schneide, so wird man entweder den Schnittpunkt der ge-
gebenen Ebene mit der gegebenen Geraden suchen und alsdann
durch diesen und den gegebenen Punkt eine Gerade ziehen, oder
man wird durch den gegebenen Punkt und die gegebene Gerade
eine Ebene legen und alsdann die Schoittlinie dieser Ebene mit
der gegebenen Ebene suchen. Jede von diesen beiden Aufls-
sungsarten kann der andern, die Aufgabe aber sich selbst gegen-
iiber gestellt werden.

72, Durch einen gegebenen | In einer gegebenen Ebene
Punkt eine Gerade zu ziehen, | eine Gerade zu ziehen, welche
welche zwei gegebene Gerade, | zwei gegebene Gerade, von wel-
von welchen keine durch den | chen keine in der gegebenen
gegebenen Punkt geht, wund | Ebene liegt, und welche auch
welche auch nicht beide mit thm | nicht beide mit ihr einen und
in einer und derselben Ebene | denselben Punkt gemein haben,
liegen, schneide. — Man lege | schneide. — Man suche den
durch den gegebenen Punkt | Schnittpunkt der gegebenen
und die eine von den gegebenen | Ebene, mit der einen von der
Geraden eine Ebene, so ist die | gegebenen Geraden, so ist die
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Aufgabe auf die vorige zuriick-
gefiihrt.

Aufgabe auf die vorige zuriick-
gefiihrt.

Soll eine Gerade gezogen werden, welche drei gegebene Go-
rade, deren keine zwei in einerlei Ebene liegen, schneide, so
wird man entweder in einer von den gegebenen Geraden einen
beliebigen Punkt annebmen und alsdann durch diesen eine Ge-
rade legen, welche die beiden andern schmeidet; oder man wird,
was das Reciproke ist, darch eine von den gegebenen Geraden
eine beliebige Ebene legen und alsdann in dieser eine Gerade
ziehen, welche die beiden andern schneidet.

73. Wenn zwei Gebilde auf einander bezogen sind und ein
Element des einen Gebildes mit dem ihm entsprechenden Ele-
mente des andern zusammenfillt (identisch ist), so soll von die-
sem Elemente gesagt werden, dass es den beiden Gebilden ent-

sprechend gemein sey.

In zwei ebenen Systemen,
welche Schnitte eines und des-
selbenStrahlenbiindels sind, ent-
sprechen einander je zwei Ele-
mente, welche von einem und
demselben Elemente des Biin-
dels die Spuren sind. Die
Schnittlinie der beiden Ebenen
entspricht sich selbst; dasselbe
gilt von einem jeden in dieser
Geraden befindlichen Punkte.
Die beiden ebenen Systeme ha-
ben hiernach ein gerades Ge-
bilde (alle Punkte desselben)
entsprechend gemein.

74. Zwei Strahlenbtischel,
welche Schnitte eines und des-
selben Ebenenbiischels sind, ha-
ben entweder einen Strahl ent-
sprechend gemein, oder sind
zugleich Scheine eines und des-

selben geraden Gebildes, je-
Staudt, Geometrie der Lage.

Inzwei Strahlenbiindeln, wel-
che Scheine eines und desselben
ebenen Systems sind, entspre-
chen einander je zwei Elemente,
welche ein und dasselbe Ele-
ment des ebenen Systems pro-
jiciren. Der den beiden Biindeln
gemeinschaftliche Strahl ent-
spricht sich selbst ; dasselbe gilt
von einer jeden durch ihn
gehenden Ebene. Die beiden
Strahlenbiindel haben hiernach
einen Ebenenbiischel (alle Ele-
mente desselben) entsprechend
gemein.

Zwei Strahlenbiischel, welche
Scheine eines und desselben ge-
raden Gebildes sind, haben ent-
weder einen Strahl entspre-
chend gemein, oder sind zugleich
Schnitte eines und desselben

Ebenenbtischels, je nachdem sie
3
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nachdem sie n#mlich concen-
trisch oder nicht concentrisch
sind.
75,
Punkten wird durch zwei Ebe-
nen A, B in zwei Systeme ge-
theilt, welche die beiden Ebe-
nen (als Triger von Punkten)
zu gemeinschaftlichen Grenzen
haben und von welchen das eine
im Winkel A B und das andere
im Winkel A'B enthalten ist.

!

némlich in einerlei oder nicht
in einerlei Ebene liegen.

Das System von allen im Raume denkbaren

Ebenen wird durch zwei Punkte
P, Q in zwei Systeme getheilt,
welche die Ebenenbiindel P, Q
zu gemeinschaftlichen Grenzen
haben und von welchen das
eine die Strecke PQ und das
andere die Strecke P*Q schnei-
det.

Sind zwei Elemente durch zwei andere getremnt, so sind
auch diese durch jene getrennt. Wenn z. B. der eine von den
beiden Punkten P, Q in dem Winkel AB und der andere in dem
Winkel A°B liegt, so schneidet auch die eine von den beiden
Ebenen A, B die Strecke PQ und die andere die Strecke P'Q.

76. In der Ebene stehen der Punkt und die Gerade, im Strah-
lenbiindel aber der Strahl und die Ebene einander gegentiber. Z. B.

DasSystem von allen in einer und derselben Ebene befindlichen

Punkten wird durch zwei Ge-
rade A, B in zwei Systeme ge-
theilt, welche die beiden Gera-
den zu gemeinschaftlichen Gren-
zen haben und von welchen das
eine in dem Winkel AB und
das andere in dem Winkel A'B
enthalten ist.

Geraden wird durch zwei Punkte
A, Bin zwei Systeme getheilt,
welche die beiden Strahlenbii-
schel A, B zn gemeinschaftlichen
Grenzen haben und von wel-
chen das eine die Strecke AB
und das andere die Strecke
A'B schneidet.

Das System von allen einem Strahlenbiindel zugehirigen

Strahlen wird durch zwei Ebe-
nen A, B in zwei Systeme ge-
theilt, welche die Ebenen (Strah-
lenbiischel) A, B zu gemein-
schaftlichen Grenzen haben und
von welchen das eine in dem
Winkel ABund das andere in
dem Winkel A'B enthalten ist.

Ebenen wird durch zwei Strah-
len A, B in zwei Systeme ge-
theilt, welche die Ebenbiischel
A, B zu gemeinschaftlichen
Grenzen haben und von welchen.
das eine den Winkel AB und
das andere den Winkel A'B
schneidet.
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77.0;) Werden in einer Ebene
zwei Punkte (als Mittelpunkte)
angenommen, 8o ist jeder dritte
Punkt der Ebene, welcher mit
Jjenen beiden nicht in einer und
derselben Geraden liegt, durch
die beiden Strahlen bestimmt,
welche ihn aus den angenom-
menen Punkten projiciren.

o3} Werden in einem Strah- -

lenbiindel zwei Strahlen als Axen
angenommen, 80 ist jeder dritte
Strahl desselben, welcher mit
jenen beiden nicht in einer und
derselben Ebene liegt, durch
die beiden Ebenen bestimmt,
welche ihn aus den angenom-
menen Axen projiciren.

aty) Werden in einer Ebene
zwei Gerade angenommen, so
ist jede dritte . Gerade der
Ebene, welche nicht durch den
Schnittpunkt der beiden erstern
geht, durch ihre Spuren in den
angenommenen Geraden be-
stimmt.

;) Werden in einem Strah-
lenbtindel zwei Ebenen ange-
nommen, so ist jede dritte Ebene
desselben, welche nicht durch
die Schnittlinie der beiden er-
stern geht, durch ihre Spuren
(Strahlen) in den angenomme-
nen Ebenen bestimmt.

In der Folge werden von vier solchen zusammengehdrigen

Sitzen, von welchen zwei der Geometrie der Ebene und zwei
der Geometrie des Strahlenbiindels angehtren, gewihnlich nur
die beiden erstern ausgesprochen werden, da aus ihnen die beiden
letztern hervorgehen, wenn man ein ebenes System als Schnitt
eines Strahlenbiindels betrachtet, und also fiir die Ausdriicke:
Punkt, Gerade, gerades Gebilde u. s. w. die Ausdriicke: Strahl,
Ebene, Strahlenbiischel u. s. w. substituirt. Stellt man Punkt
und Ebene einander gegeniiber, so ist «; das Reciproke von o
und o3 das Reciproke von «s.

.78. Die einfachsten Arten, die Elemente eines kbrperlichen
Systems durch die Elemente von andern Grundgebilden zu be-
stimmen, sind in nachstehendén Sitzen enthalten.

oy) Werden eine Gerade und
ein Punkt angenommen, welcher
mit der Geraden eine Ebene
bestimmt, so ist jeder ausser-
halb dieser Ebene befindliche
Punkt dureh die Ebene und den

o) Werden eine Gerade und
eine Ebene angenommen, welche
in einem Punkte sich schneiden,
so ist jede nicht durch diesen
Punkt gehende Ebene durch ihre
Spuren in der angenommenen

3*
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Strahl bestimmt, welche ihnaus | Geraden und der angemomme-
der angenommenen Geraden und | nen Ebene bestimmt,

dem angenommenen Punkte
projiciren.

B1) Werden in einer Ebene 82) Werden drei Gerade an-
drei Gerade angenommen, wel- | genommen, welche nicht in ei-
che nicht in einem und dem- | nerlei Ebene liegen, aber durch
selben Punkte sich schneiden, | einen und denselben Punkt ge-
so ist jeder ausserhalb jemer | hen, so ist jede nicht durch
Ebene befindliche Punkt durch | diesen Punkt gehende Ebene
die drei Ebenen bestimmt, wel- | durch ikre Spuren in den drei
che ihn aus den angenommenen | angenommenen Geraden be-
Geraden projiciren. stimmt.

71) Werden zwei Punkte an- 72) Werden zwei Ebenen
genommen, so ist jede Gerade, | angenommen, so ist jede Ge-
welche nicht mit beiden in ei- | rade, welche nicht beide in einem
ner und derselben Ebene liegt, | und demselben Punkte schnei-
durch die beiden Ebenen be- | det, durch ihre Spuren in den
stimmt, welche sie aus den an- | angenommenen Ebenen be-
genommenenPunkten projiciren. | stimmt.

8§ 7.

Von den nEcken, nKanten u. s. w. in einer andern Bedeutung.

79. Unter einem ebenen n Ecke versteht man hiiufig nur den
Inbegriff von n in einerlei Ebene liegenden Punkten (Eckpunkten)
und den n Geraden (Seiten), deren jede zwei aufeinanderfol-
gende Eckpunkte verbindet. Man denkt sich hiebei die nPunkte
in einer bestimmten Aufeinanderfolge, so dass auf den letzten
wieder der erste folgt, und setzt voraus, dass keine drei auf-
einanderfolgende in einer und derselben Geraden liegen.

Die 2n Elemente des ebenen nEcks A; A, A;. ««A  sind der
Ordnung nach der Punkt A;, die Gerade A, Ay, der Punkt A,,
die Gerade Ay Az u. s. w. Dem ersten Elemente heisst das
(n+1)te, dem zweitem das (n+2)% u. s. w. gegentiberliegend,
so dass also, wenn n eine pare Zahl ist, jedem Eckpunkte ein
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Eckpunkt und jeder Seife eine Seite gegeniiberliegt, wihrend
im entgegengesetzten Falle das eine von zwei einander gegeniiber-
liegenden Elementen ein Eckpunkt, das andere aber eine Seite ist.

Jede Gerade, welche zwei nicht auf einanderfolgende Eck-
punkte eines ebenen n Ecks verbindet, heisst eine Diagonale des-
selben. Die beiden Diagonalen des ebenen Vierecks ABCD sind

gemeinsehaftliche Seiten der Vierecke ACBD, ACDB.

80. Ein vollstindiges ebenes
nEck besteht aus nPunkten
(Eckpunkten), welche in einerlei
Ebene, von welchen aber keine

drei in einer und derselben Ge-

—1
raden liegen, und denn(—n2—)
Geraden (Seiten), deren jede
zwei von den nPunkten mit ein-
ander verbindet. In jedem Eck-
punkte schneiden n—1 Seiten,
daher die Anzahl aller Seiten
an—) (nz— 1) ist.

Ein vollstéindiges ebenes nSeit
besteht aus n in einerlei Ebene
liegenden Geraden (Seiten), von
welchen keine drei durch einen
und denselben Punkt gehen, und

n(n—1)
den —
punkten), in deren jedem zwei
von den nGeraden sich schnei-
den. In jeder Seite liegen n—1
Eckpunkte, daher die Anzahl

- n(n—1),
3 18t.

Punkten (Eck-

aller Eckpunkte

81. Wenn in zwei reciproken Sitzen der ebenen Geometrie
dem Ausdrucke nEck derselbe Ausdruck gegeniibersteht, so ver-
steht es sich von selbst, dass ein nEck gemeint sey, welches

zugleich ein n Seit ist.

Dasselbe ist der Fall, wenn von den

Diagonalen eines nEcks gesprochen wird.

Die vier Seiten und die bei- |

den Diagonalen eines Vierecks
sind die sechs Seiten eines voll-
stindigen Vierecks. Jezwei Sei-
ten, welche nicht durch einen
und denselben Eckpunkt gehen,
heissen einander gegeniiberlie-
gend.

Die vier Eckpunkte einesVier-
ecks und die beiden Punkte, in
deren jedem ein Paar Gegen-
seiten sich schneiden, sind die
sechs Eckpunkte eines vollstin-
digen Vierseits. Je zwei Eck-
punkte, welche nicht in einer
und derselben Seite liegen, heis-
sen einander gegentiberliegend.

82. Ist ein ebenes System ein Schnitt einesStrahlenbtindels,
so entspricht jedem nEcke, welches zugleich ein nSeit ist, ein
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nKant, welches zugleich ein n Seit ist, jedem vollstindigen nEcke
ein vollstindiges n Kant, jedem vollstindigen nSeite ein vollstin-
diges nSeit. Ist von den Eckpunkten oder von den Kanten
eines n Seits die Rede, so versteht es sich von selbst, dass im
erstern Falle ein ebenes nSeit, im letztern aber ein n Seit im

Strahlenbiindel gemeint sey.

Die vier Seiten und die bei-
den Diagonalen (Diagonalebe-
nen) eines Vierkants sind die
sechs Seiten eines vollstindigen
Vierkants.

Die vier Kanten eines Vier-
kants und die beiden Geraden,
in deren jeder ein Paar Gegen-
seiten sich schneiden, sind die
sechs Kanten eines vollstindi-

gen Viergeits.
’ 83. Unter einem nEcke, welches zugleich nFlach ist, ver-
steht man den Inbegriff von nPunkten (Eckpunkten), den n Ge-
raden (Seiten, Kanten), deren jede zwei aufeinanderfolgende
Eckpunkte verbindet, und den nEbenen (Flichen), deren jede
durch drei aufeinanderfolgende Eckpunkte geht. Man denkt sich
hiebei die nPunkte in einer bestimmten Aufeinanderfolge, so
dass auf den letzten wieder der erste folgt, und setzt voraus,
dass keine vier aufeinanderfolgende in einerlei Ebene liegen.
Wenn in einem Sechsecke, welches zugleich Sechsflach ist,
je zwei einander gegeniiberliegende Seiten (Kanten) sich schnei-
den, so gehen die drei Geraden, deren jede ein Paar Gegen-
punkte verbindet, (als Schnittlinien von drei Ebenen) durch einen
und denselben Punkt, wiihrend die drei Geraden, in deren jeder
ein Paar Gegenflichen sich schneiden, (als Verbindungslinien
von drei Punkten) in einer und derselben Ebene liegen.

84. Ein vollstindiges nEck im
Raume besteht aus nPunkten
(Eckpunkten), von welchen keine
vier ineinerlei Ebene liegen, den
Geraden (Kanten), deren jede
zwei, und den Ebenen (Flichen),
deren jede drei von den n Punk-
ten verbindet. In jedem Eck-
punkteschneiden sichn—1 Kan-
. ten, in jeder Kante n—2 Fli-

Ein vollstiindiges nFlaeh be-
steht aus n Ebenen (Flichen),
von welchen keine vier durch
einen und denselben Punkt ge-
hen, den Geraden (Kanten), in
deren jeder zwei, und den Punk-
ten (Eckpunkten), in deren je-
dem drei von den nEbenen sich
schneiden. In jeder Fliche lie-
gen n—1 Kanten, in jeder Kan-
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chen, daher die Anzahl aller | te n—2 Eckpunkte, daher die

Ka.nten—]i(nT—l—) und die An- | Anzahl aller Kanten n(n2-— D
zahlallerFlschen n(n —1)(n—2) | und die Anzahl aller Eckpunkte
2.8 n(n—1) (n—2)
ist, 2.3 st
Ist n—=4, so wird das Gebilde gewthnlich nach der Anzahl
seiner Flichen ein Tetraeder genannt. — In der Bedeutung von

§. 4 sind die Ausdriicke nEck, nKant, nFlach in der Folge
nur dann zu nehmen, wenn solches ansdriicklich bemerkt wird,

oder von einem Umfange oder Mantel u. s. w. die Rede ist.

85, Die vier Eckpunkte und
sechs Kanten eines Tetraeders
werden aus jedem Mittelpunkte,
welcher in keiner seiner Fli-
chen liegt, durch die vier Kan-
ten und sechs Seiten eines voll-
stindigen Vierkants projicirt.

Anm. Wo Punkt und Ebene

Die vier Flichen und sechs
Kanten eines Tetraeders wer-
den von jeder Ebene, welche
durch keinen seiner Eckpunkte
geht, in den vier Seiten und
sechs Eckpunkten eines vollstin-
digen Vierseits geschnitten.

einander gegeniiberstehen, steht

das vollstindige ebene nEck dem vollstindigen nSeite im
Strahlenbiindel und das vollstindige ebene nSeit dem voll-
stindigen nKante gegeniiber.

86. Die zehn Kanten und
zehn Fliichen eines vollstiindigen
Fiinfecks im Raume sind die
Kanten undFlichen von fiinf Te-
traedern und zugleich (85) die
Kanten und Seiten von flinf
vollstéindigen Vierkanten, und
werden daher von jeder Ebene,
welche durch keinen der fiinf
Eckpunkte geht, in den zehn
Eckpunkten und den zehn Sei-
ten von ftinf vollstiindigen Vier-
geiten und finf vollstindigen
Vierecken geschnitten.

Die zehn Kanten und zehn
Eckpunkte eines vollstiindigen
Fiinfflachs sind die Kanten und
Eckpunkte von ftinf Tetraedern
und zugleich die Seiten und
Eckpunkte von fiinf vollstindi-
gen Vierseiten, und werden da-
her aus jedem Mittelpunkte,
welcher in keiner der fiinf F1i-
chen liegt, durch die zehn Sei-
ten und zehn Kanten von fiinf
vollstindigen Vierkanten und
fiinf vollstindigen Vierseiten
projicirt.

87. Zwei ebene nEcke heissen auf einander bezogen, wenn
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jedem Eckpunkte eines jeden ein Eckpunkt des andern, welcher
jenem entsprechend (homolog) heisst, und dadurch auch jeder
Seiten eines jeden eine Seite des andern zugewiesen ist. Ana-

loges gilt von nSeiten, nKanten u. s. w.

Wenn zwei auf einander be-
zogene Dreiecke in zwei Ebe-
nen liegen, derenSchnittlinie mit
keiner der sechs Seiten zusam-
menfillt, aber je zwei homologe
Seiten sich schneiden (in einer-
lei Ebene liegen), so sind die
beiden Dreiecke Schnitte eines
und desselben Dreikants.

88. Wenn zwei auf einander
bezogene vollstindige ebene
Vierecke in zwei Ebenen liegen,
deren Schnittlinie durch keinen
der acht Eckpunkte geht, und
filnf Seiten des einen Vierecks
die homologen Seiten des an-
dern schneiden, so sind die
beiden Vierecke Schnitte eines

und  desselben vollstindigen
Vierkants, daher auch ihre
beiden tibrigen Seiten sich
schneiden.

Wenn zwei auf einander be-
zogene Dreikante zwei Strahlen-
biindeln angehren, deren ge~
meinschaftlicher Strahl mit kei-
ner der sechs Kanten zusam-
menfillt, aber je zwei homologe
Kanten sich schneiden (einen
Punkt gemein haben), so sind
die beiden Dreikante Scheine
eines und desselben Dreiecks.

Wenn zwei auf einander be-
zogene vollstindige Vierseite
zweiStrahlenbiindeln angehoren,
deren gemeinschaftlicher Strahl
in keiner der acht Seiten liegt,
und fiinf Kanten des einen Vier-
seits die homologen Kanten des
andern schneiden, so sind die
beiden Vierseite Scheine eines
und  desselben vollstéindigen
ebenen Vierseits, daher auch
ihre beiden {ibrigen Kanten
sich schneiden.

Folgt aus 87, wenn man bemerkt, dass Dreikante, welche
zwei Kanten gemein haben, concentrisch sind, Dreiecke aber,
welche zwei Seiten gemein haben, in einerlei Ebene liegen.

89. Zwei in einerlei Ebene liegende nEcke oder n Seite,

welche auf einander bezogen sind, heissen zu einander perspekti-
visch (perspektivisch liegend), wenn sie von einem und demselben
dritten ebenen nEcke oder nSeite N die Projektionen (aus zwei
Punkten M, M;) sind, und also die Geraden, deren jede ein
Paar homologe Eckpunkte jemer Gebilde verbindet, alle durch
einen und denselben Punkt (die Spur der Geraden MM,) gehen,
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die Punkte aber, in deren jedem ein Paar homologe Seiten sich
schneiden, alle in einer und derselben Geraden (der Spur der

Ebene N) liegen.

90. Wenn zwei auf einander bezogenme Dreiecke A BC,
A B C; in einerlei Ebene liegen, aber kein Element mit ein-

ander gemein haben, und

die drei Punkte, in deren je-
dem ein Paar homologe Seiten
sich schneiden, in einer und
derselben Geraden u liegen, wel-
che von keinem der beiden Drei-
ecke eine Seite ist, so liegen
die Dreiecke perspektivisch, da-
her auch die drei Geraden, de-
ren jede ein Paar homologe Eck-
punkte verbindet, in einem
Punkte sich schneiden. — Proji-
cirt man niimlich das Dreieck
A BC auf irgend eine andere
durch die Gerade u gehende
Ebene, so erhilt man ein drit-
tes Dreieck AyB;Cy, von wel-
chem (nach 87) auch das Drei-
eck A B, C, eine Projektion ist.

-die drei Geraden, deren jede

ein Paar homologe Eckpunkte
verbindet, in einem und dem-
selben Punkte S sich schneiden,
welcher von keinem der beiden
Dreiecke ein Eckpunkt ist, so
liegen die Dreiecke perspekti-
visch, daher auch die drei
Punkte, in deren jedem ein Paar
homologe Seiten sich schneiden,
in einer Geraden liegen. — Pro-
jicirt man nimlich das Dreieck
ABC aus irgend einem Punkte
M und das Dreieck A; B, C,
aus einem andern Punkte M
der Geraden MS, so erbilt man
zwei Dreikante, welche (87)
Scheine eines und desselben drit-
ten Dreiecks Ay B, Cp sind.

Es kommen in den obigen Sitzen, welche im Grunde nur

durch die Form der Aussage sich von einander unterscheiden,
zehn Punkte und zehn Gerade vor, welche die Spuren von den
zehn Kanten und den zehn Flichen eines vollstindigen Fiinfecks
im Raume und daher auch die Eckpunkte und Seiten von zehn
 Paar perspektivischen Dreiecken sind. Anstatt zu sagen: die drei

Punkte D, E, F, in welchen die Seiten A B, AC, BC des Drei-
ecks ABC von den homologen Seiten des Dreiecks A; B;C; ge-
schnitten werden, liegen in einer Geraden, kann man auch sagen:
die drei Geraden, deren jede ein Paar homologe Eckpunkte der
Dreiecke B B; D, CC; E verbindet, schneiden sich in einem
Punkte. o
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91. Wenn zwei auf einander
bezogene vollstindige Vierecke
in einerlei Ebene liegen, und
eine Gerade u, welche durch
keinen ihrer Eckpunkte geht,
von fiinf Seiten des einen Vier-
ecks in denselben Punkten ge-
schnitten wird, in welchen die
homologen Seiten des andern
sie schneiden, so liegen die Vier-
ecke perspektivisch, daher auch
ihre beiden tibrigen Seiten jene
Gerade in einem und demselben
Punkte schneiden u. s. w.

Wenn zwei auf einander be-
zogene vollstindige Vierseite in
einerlei Ebene liegen, und. aus
einem Punkte S, welcher in kei-
ner ihrer Seiten liegt, fiinf Eck-
punkte des einen Vierseits durch
dieselben Strahlen projicirt wer-
den, welche aus ihm die homo-
logen Eckpunkte des andern pro-
jiciren, so liegen die Vierseite
perspektivisch, dalier auch ihre
beiden tibrigen Eckpunkte aus
jenem Punkte durch einen und
denselben Strahl projicirt wer-
den u. 8. w.

Diese Siitze lassen sich eben so auf 88 zuriickftihren, wie
die vorigen auf 87 zurtickgefithrt wurden.
92. Wenn zwei Tetraeder, welche kein Element mit einander

gemein haben, auf einander bezogen sind, und die vier Geraden
(p), deren jede ein Paar homologe Eckpunkte verbindet, durch
einen und denselben Punkt gehen, welcher von keinem der bei-
den Tetraeder ein Eckpunkt ist, so liegen die vier Geraden (@,
in deren jeder ein Pasr homologe Flichen sich schneiden, in
einer und derselben Ebene, welche von keinem der beiden Te-
traeder eine Fliche ist; und umgekehrt. Zwei solche Tetraeder

heissen zu eimander perspektivisch.

Gehen die Geraden (p) durch
einen und denselben Punkt, wel-
cher von keinem der beiden
Tetraeder ein Eekpunkt ist, so
schneiden sich auch (68) je zwei
homologe Kantenineinem Punk-
te, welcher von keinem der Te-
traeder ein Eckpunkt ist. Da
ferner von den sechs Punkten,
in deren jedem ein Paar homo-
loge Kanten sich schneiden, je

Liegen die Geraden (q) in
einer und derselben Ebene, wel-
che von keinem der beiden Te-
traeder eine Fliche ist, so lie-
gen auch (68) je zwei homologe
Kanten in einerlei Ebene, wel-
che von keinem der beiden Te-
traeder eine Fliche ist. Da fer~
ner von den sechs Ebenen, de-
ren jede ein Paar homologe Kan-
ten verbindet, je drei, welche
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drei, welche in einer und der-
selben Fliiche des einen Tetrae-
ders liegen, auch in der homo-
logen Fliche des andern und
mithin in einer und derselben
Geraden liegen, so sind jene
sechs Punkte die Eckpunkte ei-
nes vollstiindigen Vierseits, des-
sen Seiten die Geraden (q) sind.

durch einen und denselben Eck-
punkt des einen Tetraeders ge-
hen, auch durch den homologen
Eckpunkt des andern und mit-
hin durch eine und dieselbe Ge-
rade gehen, so sind jene sechs
Ebenen die Seiten eines voll-
stindigen Vierkants, dessen
Kanten die Geraden (p) sind.

Es kommen hier 15 Punkte, 20 Gerade und 15 Ebenen in
Betrachtung, welehe die Eckpunkte, Kanten und Flichen von 15
Paar perspektivischen Tetraedern, dann von 6 vollstindigen Fiinf-
ecken und 6 vollstindigen Fiinfflachen sind. Die 10 Eckpunkte
und die 10 Kanten eines jeden dieser Filnfflache liegen in den
10 Kanten und den 10 Flichen des vollstindigen Flinfecks, wel-
ches die fiinf tibrigen von den 15 Punkten zu Eckpunkten hat.

§. 8.
Harmonische Gebilde.

93. Wenn in einer Geraden drei Punkte A, B, C gegeben
sind, und alsdann ein Viereck so construirt wird, dass eine Dia-
gonale durch den aweiten der gegebenen Punkte geht, in jedem
der beiden iibrigen aber zwei einander gegeniiberliegende Seiten
sich schneiden, so schneidet die andere Diagonale des Vierecks
jene Gerade in einem vierten Punkte D, welcher durch die drei
gegebenen Punkte bestimmt ist und zu denselben der vierte har-
monische Punkt heisst. Ist nimlich EF G H ein anderes Viereck,
von welchem eine Diagonale EG durch den Punkt B geht, ein
Paar einander gegeniiberliegende Seiten EF, GH im Punkte A
und die beiden iibrigen Seiten FG, HE im Punkte C sich schnei-
den, so schneidet seine andere Diagonale (nach 88 und 91) die
Gerade AB in demselben Punkte D, in welchem diese Linie
von der andern Diagonale des erstern Vierecks geschnitten wird.

Die Punkte A, C sind durch die Punkte B, D getrennt.
Betrachtet man nimlich das ebene System , dessen Triger die
Ebene ACB ist, als Schnitt eines gewthnlichen Strahlenbiindels S,
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%o entspricht der aus den drei Strecken CHE, EFA, ABC
zusammengesetzten Linie der Mantel der dreiseitigen Strahlen-
pyramide, welche die drei Strahlen SC, SE, SA zu Kanten hat
und den Strahl SG in sich enthilt. Da nun die Gerade HF
die Strecken CHE, EFA und also die Ebene SHF die diesen
Strecken entsprechenden Seiten der erwibnten Strahlenpyramide
schneidet, so folgt, dass die dritte Seite von der Ebene SHF
und also auch die Strecke ABC von der Geraden HF nicht
geschnitten werde.

94. Ein harmonisches gerades Gebilde ABCD wird aus je-
dem ausserhalb der Geraden befindlichen Punkte S durch einen
harmonischen Strahlenbtischel projicirt, welcher nimlich von jeder
Geraden, die mit ihm in einerlei Ebene liegt, aber nicht durch
seinen Mittelpunkt geht, in einem harmonischen geraden Gebilde
Ay By C; D; geschnitten wird.

. Man construire in einer Ebene, welche durch die Gerade
AB aber nicht durch den Punkt S geht, ein Viereck, so dass
zwei einander gegeniiberliegende Seiten desselben im Punkte A,
die beiden tibrigen Seiten im Punkte C sich schneiden, eine
Diagonale durch den Punkt B und also die andere durch den
Punkt D geht. Projicirt man nun dieses Viereck aus dem Punkte S
auf eine durch die Gerade A;B; gehende Ebene, so erbilt man
ein Viereck, von welchem zwei einander gegeniiberliegende Sei-
ten im Punkte A;, die beiden tibrigen Seiten im Punkte C,; sich
schneiden, die eine Diagonale durch den Punkt B; und die
andere durch den Punkt D; geht, was zu beweisen war.

95. Ein harmonisches gerades Gebilde A B CD wird aus jeder
Axe s, welche mit ihm nicht in einerlei Ebene liegt, ein harmo-
nischer Strahlenbiischel also aus jedem ausserhalb seiner Ebene
befindlichen Punkte durch einen harmonischen Ebenenbiischel
projicirt, welcher niimlich von jeder Geraden, die seine Axe nicht
schneidet, in einem harmonischen geraden Gebilde Ay B, C, D,
und also von jeder Ebene, die nicht durch seine Axe gebt, in
einem harmonischen Strahlenbiischel geschnitten wird.

Man nehme in der Axe s zwei beliebige Punkte an und pro-
Jicire aus dem einen das Gebildle ABCD und aus dem andern
das Gebilde A, B, C; D,, so erhilt man zwei Strahlenbiischel,
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welche (74) Scheine eines und desselben dritten geraden Gebildes
A; B, 0D, sind. Da nun das Gebilde ABCD harmonisch ist, so
gilt diess auch {94) von dem Gebilde A, B, C; Dy und mithin auch
von dem Gebilde Ay B, C, D,.

96. Wenn A BC D ein harmonisches Gebilde ist, so sind auch
BCDA, CDAB, DABC, DCBA, CBAD, BADC, ADCB
harmonische Gebilde.

Es sey ABCD ein harmonisches gerades Gebilde, so kann
man ein Viereck EF GH construiren, so dass die Seiten EF, GH
im Punkte A, die Seiten FG, HE im Punkte C sich schneiden,
die Diagonale E G durch den Punkt B und die Diagonale FH
durch den Punkt D geht, woraus sogleich erhellt, dass auch ADCB,
CDAB, CBAD harmonische Gebilde sind. Es sey ferner K
der Schnittpunkt von EG und FH, so sind (90) EFC, DBK
zwei zu einander perspektivische Dreiecke, daher die drei Gera-
den ED, E‘EA CK in einem und demselben Punkte L sich schnei-
den. Bemerkt man nun, dass von dem Vierecke EKFL zwei
einander gegeniiberliegende Seiten im Punkte B, die beiden iibri-
gen im Punkte D sich schneiden, die eine Diagonale durch A und
die andere durch C geht, so folgt, dass auch BADC, BCDA,
DABC, DCBA harmonische Gebilde sind.

- 97. Nach dem Bisherigen ist durch drei Elemente eines har-
monischen Gebildes und durch die Angabe, von welchem dersel-
ben das vierte getrennt ist, auch das vierte bestimmt. Wenn da-
her ABCD, abed zwei ungleichartige harmonische Gebilde sind,
und die Elemente A, B, C beztiglich in den Elementen-a, b, ¢
liegen, so ist das erstere Gebilde ein Schnitt des letztern.

Liegen drei Punkte A, B, C Schneiden drei Ebenen a,b, ¢
eines harmonischen geraden Ge- | eines harmonischen Ebenenbii-

bildes ABCD in drei gegebe-
nen Ebenen, welche in einer und
derselben Geraden sich schnei-
den, so liegt auch der vierte
Punkt in einer gegebenen, durch
diese Gerade gehenden Ebene.

schels abcd eine Gerade in ge-
gebenen Punkten, so wird diese
Gerade auch von der vierten
Ebene in einem gegebenen Punk-
te geschnitten.

98. Je zweigetrennte Elemente eines harmonischen Gebildes
sollen durch die beiden tibrigen harmonisch getrennt heissen. Ist
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das eine von zwei harmonischen Gebilden ein Schnitt des andern,
S0 kann man auch sagen, dass je zwei getrennte Elemente oines
jeden durch die ihnen nicht entsprechenden Elemente des andern

harmonisch getrennt sind.
Durch zwei Ebenen und ei-
nen ausserhalb derselben befind-
lichen Punkt ist eine dritteEbene
bestimmt, - welche durch die
Schnittlinie der beiden erstern
geht und jeden Punkt enthilt,
der von dem gegebenen Punkte
durch die gegebenen Ebenen
harmonisch getrennt ist.

Durch eine Ebene und zwei
ausserhalb derselben befindliche
Punkte ist ein dritter Punkt be-
stimmt, in welchem jede Ebene, -
welche von der gegebenen Ebene

‘durch die gegebenen Punkte har-

monisch getrennt ist, die durch
diese Punkte bestimmte Gera de
schneidet.

Man kann hier fiir die Ausdrticke: Ebene, Schnittlinie, die
Ausdriicke: Gerade, Schnittpunkt setzen, wenn man nur Ele-
mente einer und derselben Ebene betrachtet.

99. Die beiden Diagonalen eines ebenen Vierecks sind (93)
durch die beiden Punkte, @ie beiden Diagonalen, eines Vierkants
also durch die beiden Strahlen)}in derén jedem ein Paar Gogen-
seiten sich schneiden, harmonisch getrennt.

In einem vollstindigen ebenen
Vierecke sind je zwei Gegen-
seiten durch die beiden Punkte,
in deren jedem von den vier
itbrigen Seiten zwei einander
gegentiiberliegende sich schnei-
den, harmonisch getrennt.

In einem vollstindigen Vier-
seite sind je zwei Gegenpunkte
durch die beiden Geraden, de-
ren jede von den vier iibrigen
Eckpunkten zwei einander ge-
genitberliegende verbindet, har-
monisch getrennt.

100. Wenn von zwei zu einander perspektivischen Dreiecken
das eine ABC um das andere A,;ByC; und also dieses in das
erstere beschrieben ist, so dass niimlich die Eckpunkte A,,B,,C,
beziehlich in den Seiten BC, CA, AB liegen, so ist (99)

der Punkt S, welcher mit je
zwei homologen Eckpunkten in
einer und ‘derselben Geraden
liegt, von jedem Punkte, in wel-
chem ein Paar homologe Beiten
sich schneiden, sowohl durch die

die Gerade u, welche je zwei
homologe Seiten in einem und
demselben Pankteschneidet, von
jeder Geraden, welche eéin Paar
homologe Eckpunkte verbindet,
sowohl durch die tibrigen Eck-



iibrigen Seiten des einen als auch
durch die tibrigen Seiten des
andern Dreiecks harmonisch ge-
trennt.

Projicirt man den Punkt S
aus jedem Eckpunkte des Drei-
ecks A; B; C; auf die diesem
Eckpunkte gegeniiberliegende
Seite, so erhilt man die Eck-
punkte eines Dreiecks Ay B, Cy,
welches mit den beiden Drei-
ecken ABC, A; B;C; perspek-
tivisch liegt, und in das letztere
beschrieben ist. Je drei homo-
loge Seiten der -drei Dreiecke
schneiden sich in einem und
demselben Punkte, weil es in
" jeder Seite des Dreiecks Ay By
C; nur einen Punkt giebt, wel-
cher durch die beiden iibrigen
Seiten desselben vom Punkte S
harmonisch getrennt ist.

47

punkte des einen als auch durch
die tibrigen Eckpunkte des an-
dern Dreiecks harmonisch ge-
trennt. '
Projicirt man jeden Punkt, in
welchem die Gerade u von ei-
ner Seite des Dreiecks ABC ge-
schnitten wird, aus dem dieser
Seite gegeniiberliegenden Eck-
punkte, so erhilt man die Sei-
ten eines Dreiecks Al B! (l,
welches mit den beiden Drei-
ecken ABC, A, B, C; perspek-
tivisch liegt, und um das erstere
beschrieben ist. Je drei homo-
loge Eckpunkte der drei Dreiecke
liegen in einer und derselben
Geraden, weil es durch jeden
Eckpunkt des Dreiecks ABC
nur eine Gerade giebt, welche
durch die beiden iibrigen Eck-
punkte desselben von der Ge-
raden u harmonisch getrennt ist.

Durch irgend eines von den beiden Dreiecken ABC, A; B, (4
und irgend eines von den beiden Elementen S, u ist auch das
andere Dreieck, so wie auch das andere der erwihnten Elemente

bestimmt.

101. Wenn von zwei zu einander perspektivischen Tetraedern
das eine ABCD um das andere AyB; C;D; und also dieses in

i

das erstere beschrieben ist, so dass nimlich die Eckpunkte A,,
By, C;, Dy beziehlich in den Flichen BCE, ACD, ABD, ABC

liegen, so ist (99)

der Punkt S, welcher mit je
zwei homologen Eckpunkten in
einer und derselben Geraden
liegt, von jedem Punkte, in
welchem einPaar homologe Kan-

die Ebene U, welche je zwei
homologe Fliichen in einer und
derselben Geraden schneidet,
von jeder Ebene, welche ein Paar
homologe Kanten verbindet, so-
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ten sich schneiden, sowohl durch | wohl durch zwei Eckpunkte des
zwei Fliichen des einen als auch | einen als auch durch zwei Eck-
durch zwei Flichen des andern | punkte des andern Tetraeders
Tetraedersharmonisch getrennt. | harmonisch getrennt.

Projicirt man den Punkt 8 Projicirt man jede Gerade, in
aus jedem Kckpunkte des Te- | welcher die Ebene U von einer
traeders Ay By C; D, auf die die- | Fliche des Tetraeders ABCD
semEckpunkte gegeniiberliegen- | geschnitten wird, aus dem die-
de Fliche, so erhilt man die | ser Fliche gegeniiberliegenden
Eckpunkte eines Tetraeders Ay | Eckpunkte, so erhilt man die
B, C; Dy, welches mit den bei- | Flichen eines Tetraeders A'Bl
den Tetraedern ABCD, A; B, | C!D!, welches mit den beiden
Cy Dy perspektivisch liegt, und | Tetraedern ABCD, A,B,C, D,
in das letztere beschrieben ist. | perspektivisch liegt, und um das
Je drei homologe Kanten der | erstere beschrieben ist. Je drei
drei Tetraeder schneiden sich in | homologe Kanten der drei Te-
einem und demselben Punkte, | traeder liegen in einerlei Ebene,
weil esin jeder Kante des Tetrae- | weil es durch jede Kante des
ders A;B,CD; nur einen Punkt | Tetraeders ABCD nur eine Ebe-
giebt, welcher durch die in der | ne giebt, welche durch diein der
gegeniiberliegenden Kante sich | gegeniiberliegenden Kante be-
schneidendenFléchen vom Punk- | findlichen Eckpunkte von der
te S harmonisch getrennt ist. | EbeneU harmonischgetrenntist.

Durch irgend eines von den beiden Tetraedern A BC D,
A,B;C,Dy und irgend eines von den beiden ElementenS, U ist
auch das andere Tetraeder so wie auch das andere von den
erwiihnten Elementen bestimmt.

102. Versteht man unter der Projektion eines Punktes
auf eine Seite eines Dreiecks seine Projektion aus dem dieser
Seite gegentiberliegenden Eckpunkte und unter der Projektion
eines Punktes auf eine Kante eines Tetraeders seine Projektion
aus der derselben gegeniiberliegenden Kante, so hat man {(nach
100 und 101) folgende Sitze:

Wenn in jeder Seite eines Dreiecks zwei Punkte angenom-
men werden, welche durch die in derselben Seile befindlichen
Eckpunkte harmonisch getrennt sind, und von den sechs ange-
nommenen Punkten drei.
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die Projektionen eines und des- | die Spuren ciner und derselben
selben Punktes sind, so sind die | Geraden sind, so sind die drei
drei tibrigen die Spuren einer | fibrigen die Projektionen eines
und derselben Geraden. und desselben Punktes.

Wenn in jeder Kante eines Tetraeders zwei Punkte ange-
nommen werden, welche durch die in derselben Kante befind-
lichen Eckpunkte harmonisch getrennt sind, und von den zw&lf
angenommenen Punkten sechs
die Projektionen eines und des- | die Spuren einer und derselben
selben Punktes sind, so sind | Ebene sind, so sind die sechs
die sechs iibrigen die Spuren | iibrigen die Projectionen eines
ciner und derselben Ebene. und desselben Punktes.

§ 9

Projektivische Verwandtschaft zwischen einformigen Gebilden.

103. Zwei einférmige Grundgebilde heissen zu einander pro-
jektivisch (%), wenn sie so auf einander bezogen sind, dass je-
dem harmonischen Gebilde in dem einen ein harmonisches Ge-
bilde im aundern entspricht.

Wenn von beliebig vielen Gebilden das zweite dem ersten,
Jedes folgende einem der vorhergehenden projektivisch ist, so
sind alle zu einander projektiviseh. Dieser Satz gilt nicht nur
von einfbrmigen, sondern auch, wie aus spitern Erklirungen her-
vorgehen wird, von andern Gebilden, daher er auch, um Wieder-
holungen zu vermeiden, sogleich allgemein ausgesprochen wurde.

104 Zwei projektivische einformige Gebilde knnen tiber-
diess perspektivisch liegen. Es heissen'aber zu einander perspek-
tivisch, nimlich projektivisch und zugleich perspektivisch liegend :

) ein gerades Gebilde und ein Btischel oder ein Strahlenbil-
schel und ein Ebenenbiischel, wenn das eine Gebilde ein
Schnitt des andern ist;

f) zwei gerade Gebilde, wenn sie Schunitte eines und desselben
Strahlenbiischels sind;

v) zwei Strahlenbiischel, wenn sie entweder Scheine eines
und desselben geraden Gebildes oder Schnitte eines und

desselben Ebenenbiischels oder beides zugleich sind;
Staudt, Geometrie der Lage. 4
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0) zwei Ebenenbiischel, wenn sie Scheine eines und desselben

Strahlenbiischels sind.

105.
ein gerades Gebilde u aus zwei
Punkten 8;, 8; auf eine und
dieselbe andere Gerade v, so
erhilt man zwel zu einander
projektivische gerade Gebilde
uy, ug, welche in einer und der-
selben Geraden v liegen und
einen oder zwei Punkte ent-
sprechend gemein haben, je
nachdem die Geraden u, v,

Projicirt man in einer Ebene

zwei gerade Gebilde, welehe
Schnitte eines und desselben
Strahlenbtischels sind, aus einem
und demselben andernPunkte, so
erhilt man zwei zu einander pro-
jektivischeStrahlenbiischel, wel-
che concentrisch sind und einen
oder zwei Strahlen entsprechend
gemein haben, je nachdem der
Schnittpunkt der geraden Ge-’

S; 8, in einem Punkte oder in
drei Punkten sich schneiden.

bilde mit den beidenMittelpunk-
ten der drei Bitschel in einer
oder nicht in einer und der-
selben Geraden liegt.

Dem Punkte A; des Gebildes u; entspricht der Punkt A, des
Geobildes uy, wenn die Strahlen S; A;, S, A, die Gerade u in
einem und demselben Punkte A schneiden. Die drei Gebilde u,
u;, U haben also den Punkt u v, die beiden Gebilde u,, u, aber,
wenn die Gerade v von der Geraden S; S, in einem von uv
verschiedenen Punkte geschnitten wird, auch noch diesen Punkt
entsprechend gemein.

106. Wenn zwei projektivische einfti.rmige Gebilde drei Ele-
mente entsprechend gemein haben, so haben sie alle ihre Ele-
mente entsprechend gemein.

Es ist hier hinreichend, zwei projektivische gerade Gebilde
zu betrachten, welche in einer und derselben Geraden liegen.
Haben nun die Gebilde die Punkte A, B und jeden Punkt der
Strecke »A B entsprechend gemein, so haben sie auch (108) jeden
Punkt, welcher von einem Punkte dieser Strecke durch die Punkte
A, B harmonisch getrennt ist, n#mlich jeden Punkt der Strecke
B'A entsprechend gemein. Wiirden aber die Gebilde keine ste-
tige Aufeinanderfolge von Elementen, jedoch mehr als zwei ein-
zelne Elemente entsprechend gemein haben, so wiirde, wenn A, B
zwei - aufeinanderfolgende sind, die eine von den beiden Strecken
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A B, B'A gar kein, die andere aber wenigstens ein sich selbst
entsprechendes Element P enthalten, was auf einen Widerspruch
fithrt, da es in der Strecke AB einen Punkt Q giebt, welcher
vom Punkte P durch die Punkte A, B harmonisch getrennt ist.
Zwei projektivische einformige Gebilde knnen also, wenn nicht
jedes Element des einen mit dem homologen Elemente des andern
zusammenfallen soll, hochstens zwei Elemente entsprechend ge-
mein haben.

107. Wenn ein gerades Gebilde und ein Biischel oder ein
Strahlenbtischel und ein Ebenenbiischel zu einander projektivisch
sind, und drei Elemente des einen Gebildes in den ihnen ent-
sprechenden Elementen des andern liegen (also das eine Gebilde
mit einem Schnitte der andern drei Elemente entsprechend ge-
mein hat), so ist (106) das eine Gebilde ein Schnitt des andern.

108. Wenn zwei projektivi-
sche gerade Gebilde u,uy, wel-
chein einerlei Ebene, aber nicht
in einer und derselben Geraden
liegen, ihrenSchnittpunkt A ent-
sprechend gemein haben, sosind
sie Schnitte eines und desselben
Strahlenbiischels. — Es sei 8
der Schnittpunkt von zwei Ge-
raden BBy, CC;, deren jede
einen Punkt des Gebildes u mit
dem homologen Punkte des Ge-
bildes u; verbindet. Da nun
(108) der Strahlenbiischel, wel-
cher aus dem Punkte S das ge-
rade Gebilde u; projicirt, auch
dem geraden Gebilde u projek-
tivisch ist, und drei Punkte A,
B, C dieses Gebildes in den ho-
mologen Strahlen des Biischels
liegen, so folgt der Satzaus 107.

Haben zwei projektivische
Strahlenbiischel, welche concen-

Wenn zwei projektivische
Strahlenbtischel 8,S;, welche in
einerlei Ebeneliegen, aber nicht
concentrisch sind, den Strahl a,
welcher ihre Mittelpunkte ver-
bindet, entsprechend gemein ha-
ben, so sind sie Scheine eines
und desselben geraden Gebil-
des.—Man verbinde denSehnitt-
punkt b by von zwei homologen
Strahlen mit dem Schnitt-
punkte cec; von zwei andern ho-
mologen Strahlen durch eine Ge-
rade. Danun (103) der Schnittu
des Btischels 8; mit jener Ge-
raden auch dem Biischel 8 pro-
jektivisch ist, und drei Strablen
a, b, ¢ dieses Biischels durch
dieihnen entsprechenden Punkte

| des geraden Gebildes u gehen,
| so folgt der Satz aus 107.
,  Haben zwel projektivisehe

i Ebenenbiischel, deren Axen sich
4%
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trisch sind, aber in zwei Ebenen schneiden, die durch diese Li-
liegen, die Schnittlinie dieser | nien bestimmte Ebene entspre-
Ebenen entsprechend gemein, so | chend gemein , s0 sind sie Scheine
sind sie Schnitte eines und des- | eines und desselben Strahlen-
selben Ebenenbiischels. biischels.

109. Wenn zwei projektivi- | Wenn zwei projektivischeStrah-
sche gerade Gebilde in einerlei | lenbtischel in einerlei Ebene lie-
Ebene, aber nicht in einer und | gen, aber nicht concentrisch sind,
derselben Geraden liegen, und | und von den Punkten, in deren
von den Geraden, deren jede | jedem ein Paar homologe Strah-
ein Paar homologe Punkte ver- | len sich schneiden, irgend drei
bindet, irgend drei in einem | in einer Geraden liegen, so sind
Punkte sich schneiden, so sind | die beiden Biischel Scheine ei-
die beiden geraden Gebilde | nes und desselben geraden Ge-
Schnitte eines und desselben | bildes. Sind also zwei in ei-
Strahlenbtischels. Sind also nerlei Ebene liegende, nicht con-
zwei sich schneidende gerade | centrische Strahlenbiischel pro-
Gebilde projektivisch, ohne per- | jektivisch, ohne perspektivisch
spektivisch zu liegen, so schuei- | zu liegen, so liegen von den
den sich von den Geraden, deren | Punkten, in deren jedem ein
jede ein Paar homologe Punkte | Paar homologe Strahlen sich
verbindet, keine dreiin einem | schneiden, keine dreiin einer
Punkte. Geraden.

Die Bewoeise dieser Sitze, welchen zwei Sitze aus der Geo-
metrie des Strahlenbiindels entsprechen, stimmen mit den vo-
rigen ganz iiberein.

110. Will man zwei einférmige Grundgebilde projektivisch
auf einander beziehen, so kann man zu drei Elementen des einen
drei Elemente des andern, welche jenen entsprechen sollen, nach
Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem Elemente des
einen Gebildes ein Element im andern zugewiesen ist.

L. Sollen zwei sich schneidende gerade Gebilde u, w pro-
jektivisch so aufeinander bezogen werden, dass sie ihren Schnitt-
punkt A entsprechend gemein haben und den Punkten B, C des
einen die Punkte By, C; des andern entsprechen, so muss (108)
das eine eine Projektion des andern aus dem Punkte sein, in
welechem die Geraden BB;, CC; sich schneiden.
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IT. Sollen zwei gerade Gebilde u, up, welche nicht in einer
und derselben Geraden liegen, projektivisch so auf einander be-
zogen werden, dass den Punkten A, B, C des erstern die Punkte
Ag, By, C; des letatern entsprechen, so projicire man aus einem
Punkte 8, welcher ausserhalb der beiden Gebilde, aber mit zwei
Punkten A, A,, die einander entsprechen sollen, in einer und
derselben Geraden liegt, das Gebilde up auf eine Gerade w, wel-
che die Gerade u im Punkte A und die Gerade up in irgend ei-
nem von A; verschiedenen Punkte schneidet. Da nun die gera-
den Gebilde uy, uy projektivisch auf einander bezogen sind, so
ist dieser Fall auf den vorigen, nimlich darauf zurlickgefithrt, die
Gebilde u, u; projektivisch so auf einander zu beziehen, dass
den Punkten A, B, C des erstern die Punkte A, By, C; des
letztern entsprechen, welche von den Punkten Ao, By, G, die
Projektionen sind. Gehen die drei Geraden A A,, BB,, CC,
durch einen und denselben Punkt M, so muss (109) u eine
Projektion von u, aus dem Punkte M sein.

III.  Sollen zwei gerade Gebilde u, ug, welche in einer und
derselben Geraden liegen, projektivisch so auf einander .bezogen
werden, dass den Punkten A, B, C des erstern die Punkte A,
By, C; des letztern entsprechen, so darf man nur , um diesen
Fall auf II zurtickzufiihren, das Gebilde ug auf irgend eine an-
dere Gerade up projiciren. Ist etwa A mit Aj identisch, so
kann man diesen Fall, indem wman die Projektionslinie durch
den Punkt A legt, sogleich auf I zurtickfiihren.

IV. Die Fille, in welchen ein gerades Gebilde und ein Bii-
schel oder zwei Biischel projektivisch so auf einander bezogen
werden sollen, dass drei bestimmten Elementen des einen Gebil-
des drei bestimmte Elemente des andern entsprechen, lassen sich,
da fiir jeden Bischel sein Schnitt mit einer Geraden substituirt
werden kann, auf die bereits betrachteten zurtickfiihren.

111. Zwei projektivische ge-
rade Gebilde u, u;, welche in
einer und derselben Geraden
liegen und einen Punkt A ent-
sprechend gemein haben, ki¥n-
nen als Projektionen eines und

Zwei projektivische concentri-
sche Strahlenbtischel 8, S;, wel-
che in einerlei Ebene liegen und

' einen Strahl a entsprechend ge-

mein haben, kénnen als Scheine
von zwei geraden Gebilden be-



desselben dritten geraden Ge-
bildes betrachtet werden. Pro-
jicirt man ndmlich das gerade
Gebilde u aus irgend einemPunk-
te M und das gerade Gebilde uy
aus einem andern Punkte M
der Geraden M A, so erhiilt man
zwei zu einander projektivische
Strahlenbiischel, welche den
Strahl M M; entsprechend ge-
mein haben und also (108)
Scheine eines und desselben
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trachtet werden, welcheSchnitte
eines und desselben dritten Bii-
schels sind. Wird niimlich der
Biischel S von irgend einer Ge-
raden v und der Biischel S; von
einer andern dureh den Punkt
av gehenden Geraden v, ge-
schnitten, so erhilt man zwei
zu einander projektivische ge-
rade Gebilde, welche den Punkt
vvy entsprechend gemein haben
und also Schnitte eines und des-

dritten Gebildes u, sind.’ [ selben Strahlenbiischels sind.

Wenn die Gerade up, welche von je zwei homologen Strah-
len MB, M; B; der Biischel M, M; in einem und demselben
Punkte geschnitten wird, nicht durch den Punkt A geht, so ha-
ben die Gebilde u, u; noch einen Punkt entsprechend gemein.
Sollen also zwei in einer und derselben Geraden befindliche ge-
rade Gebilde (oder zwei concentrische Strahlenbtischel, welche
in einerlei Ebene liegen, oder zwei Ebenenbiischel, welche eine
gemeinschaftliche Axe haben) projektivisch so aufeinander bezogen
werden, dass sie nur ein Element A, welches gegeben ist, ent-
sprechend gemein haben, so kann man nur noch zu einem Ele-
lemente B des einen Gebildes das homologe Element B; des an-
dern nach Belieben annehmen.

In 104 wurde noch nicht beachtet, dass projektivische gerade
Gebilde in einer nnd derselben Geraden liegen konnen. Zwei
solche Gebilde heissen perspektivisch liegend, wenn wenigstens
ein Element des einen mit dem homologen Elemente des andern
zusammenflillt. Eben so heissen zwei Strahlenbiischel, welche con-
centrisch sind und zugleich in einerlei Ebene liegen, so wie auch
zwei Ebenenblischel, welche eine gemeinschaftliche Axe haben,
perspektivisch liegend, wenn sie wenigstens ein Element ent-
sprechend gemein haben.

112. Aus 110 geht hervor, dass zwei projektivische gerade
Gebilde, wenn sie auch nicht Schnitte eines und desselben Strah-
lenbtischels sind, doch als das erste und letzte von drei oder vier
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geraden Gebilden betrachtet werden konnen, von welchen jedes
folgende eine Projektion des vorhergehenden aus einem Punkte ist.
Es ist hierdurch nicht nur der Ausdruck ,projektivisch® erklirt,
sondern zugleich bewiesen, dass jeder stetigen Aufeinanderfolge
von Elementen in dem einen von zwel zu einander projekti-
vischen einfSrmigen Gebilden eine stetige Aufeinanderfolge von
Elementen im andern entspricht.

Wenn in zwei zu einander projektivischen einformigen Gebil-
den u, u; zwei homologe Elemente sich bewegen, so dass sie
niimlich immer homologe Elemente bleiben, so muss, wenn das
cine Element das Gebilde u beschreibt, dasandere das Gebilde u,
beschreiben. Sind u, u; zwei in einer und derselben Geraden
liegende gerade Gebilde oder zwei concentrische Strahlenbiischel |
welche iiberdies in einerlei Ebene liegen, oder zwei Ebenenbii-
schel, welche eine gemeinschaftliche Axe haben, so sollen sie ein-
stimmig- oder entgegengesetzt-projektivisch heissen, je nachdem
zwei sich bewegende homologe Elemente in einem und demselben
Sinne oder im entgegengesetzten Sinne sich bewegen. Im letztern
Falle haben die Gebilde offenbar zwei Elemente entsprechend ge-
mein, durch welche je zwei homologe Elemente getrennt sind.
Liegt ein Stiick AB (eine Strecke AB oder ein Winkel A B) des
Gebildes u in dem ihm entsprechenden Stiicke A; B, des Gebil-
des u;, ohme dass eines von den beiden Elementen A, B mit
dem ihm entsprechenden Elementen zusammenfillt, so kann man
cbenfalls schliessen, dass die Gebilde zwei Elemente entsprechend
gemein haben, von welchen das eine in dem Stticke AB und
das andere in dem Stiicke A;'B; liegt, welches dem Stiicke A'B
entspricht. .

113 Wenn einem Dreiecke ein anderes einbeschrieben ist,
so giebt es unendlich viele Dreiecke, deren jedes in das letztere
und zugleich um das erstere beschrieben ist.

Bezieht man niimlich (110) die drei geraden Gebilde, welche
die Seiten des letztern Dreiecks zu Trégern haben, projektivisch
sq aufeinander, dass sie von jeder Seite des erstern Dreiecks in
homologen Punkten geschnitten werden, so sind je drei andere
homologe Punkte die Eckpunkte eines Dreiecks, welches in das
letztere und zugleich (108) um das erstere beschrieben ist.
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114. Wenn die nEckpunkte Wenn in einer Ebene die
eines ebenen nEcks in festen | nSeiten eines nEcks um feste
Geraden sich bewegen, welche | Punkte sich drehen, welche alle
alle durch einen und denselben | in einerund derselben Geraden u
Punkt 8 gehen, wiihrend n—1 | liegen, whhrend n—1Eckpunkte
Seiten desseiben um festePunkte | in festen Geraden sich bewegen,
sich drehen, so dreht sich auch | so bewegt sich auch der noch
(108) die noch tibrige Seite um | ibrige Eckpunkt in einer festen
einen festén Punkt. Die nEck- | Geraden. Die Seiten des n Ecks
punkte des nEcks sind n#mlich | sind nimlich homologe Strahlen
homologe Punkte von n zu ein- | von n zu einander projektivi-
ander projektivischen geraden | schen Strahlenbiischeln, welche
Gebilden, welche alle den Punkt | alle den Strahl u entsprechend
Sentsprechend gemeinhaben.— | gemein haben. — Zwei nicht
Zwei nicht aufeinaﬁderfolgende aufeinanderfolgende Seiten kin-
Eckpunkte kdnnen auch in ei- | nen auch um einen Punkt sich
ne r Geraden sich bewegen. Be- | drehen. Drehen sie sich aber
wegen sie sich aber in zwei | um zwei Punkte, . so bewegt
Geraden, so dreht sich auch | sich auch ihr Schnittpunkt in
die sie verbindende Diagonale | einer festen Geraden.
um einen festen Punkt.

Ein besonderer Fall vom Satze rechter Hand ist:

Wenn die Richtungen der vier Seiten eines ebenen Vierecks
gegeben sind, und drei Eckpunkte in gegebenen eigentlichen
Geraden liegen, von welchen keine mit einer von den beiden
Seiten, deren Schnittpunkt sie enthslt, einerlei Richtung hat,
so liegt auch der vierte Eckpunkt des Vierecks in einer gege-
benen Geraden.

115. Wenn zwei projektivisch gerade Gebilde u, uy nicht in
einerlei Ebene liegen, so erfiillen die Geraden (V), deren jede
ein Paar homologe Punkte verbindet, eine geschlossene Regel-
fliche R, welche auch noch von einer andern Schaar U von
Geraden erfiillt wird.

Jede Gerade der einen Schaar schneidet jede Gerade der
andern Schaar, wihrend von den Geraden, welche einer nnd
derselben Schaar angehtren, keine zwei sich schneiden.
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Jeder Punkt, welcher in Jede Ebene, welche durch eine
einer Geraden der cincn Schaar | Gerade der einen Schaar geht,
liegt, liegt auch in einer Gera~ { geht auch durch eine Gerade
den der andern Schaar. der andern Schaar,

Es seien v, v{, v, drei Gerade der Schaar V. Projicirt man
nun die geraden Gebilde u, u; aus einer Axe us, welche die drei
Geraden v, v;, v, schneidet, so erh#ilt man zwei zu einander
projektivische Ebenenbiischel, welche die drei Ebenen u,v, uyvy,
uvy und folglich (106) alle ihre Elemente entsprechend gemein
haben, daher jede Gerade der Schaar V, weil die homologen
Punkte, die sie verbindet, mit der Geraden u, in einerlei Ebene
liegen, diese Gerade schneidet, und umgekehrt jede Gerade, wel-
che die drei Geraden u, uy, uy schneidet, der Schaar V ange-
bort, mithin jeder Punkt der Geraden u, in einer Geraden dieser
Schaar liegt. Was aber so eben von der Geraden u, gesagt
wurde, gilt von jeder Geraden, welche irgend drei Gerade der
Schaar V schneidet (der Schaar U angehort).

Zwei projektivische Ebenenbiischel u, uy, deren Axzen u, uy
nicht in einerlei Ebene liegen, erzeugen ebenfalls eine Regelfliiche
der obigen Art. Jede Gerade pimlich, in welcher ein Paar ho-
mologe Ebenen der Biischel sich schneiden, verbindet auch ein Paar
homologe Punkte der geraden Gebilde u, u;, von welchen das
erstere ein Schnitt des Biischels u; mit der Geraden u und das
letztere ein Schnitt des Biischels u mit der Geraden u, ist.

Anstatt von zwei zu einander projektivischen Gebilden aus-
zugehen, kann man auch drei Gerade u, uj, u, annehmen, von
welchen keine zwei in einerlei Ebene liegen. Durch jede Gerade
v, welche die drei angenommenen Geraden schneidet, sind drei
Ebenen vu, vu;, vu; und drei Punkte vu, vu;, vu, bestimmt.
Nennt man nun je sechs solche Elemente einander entsprechend,
so hat man die drei Ebenenbiischel u, u;, uy und die drei gera-
den Gebilde u, uy, up projektivisch aufeinander bezogen.

116. Werden zwei Gebilde G, G;, von welchen etwa jedes
nur aus einzelnen Elementen besteht, projektivisch genannt, so
heisst diess nicht anderes, als dass zwei Grundgebilde projektivisch
so aufeinander bezogen werden kdnnen, dass dem Gebilde G in
dem einen das Gebilde Gy im andern entspricht. Ist also ABCD



abed, so ist auch BCDA ~ BCDA, ACDB & acdb
u. 8. w.

Zwei einformige Gebilde, deren jedes aus drei Elementen be-
steht, sind (110) immer zu einander projektivisch. Die Aussage
aber, dass zwei einformige Gebilde ABCDE ..., abede...,
deren jedes aus n Elementen besteht, zu einander projektivisch
sind, vertritt, da durch das eine Gebilde und drei Elemente des.
andern auch die tibrigen Elemente des andern bestimmt sind, die
Stelle von n—3 von einander unabhiingigen Aussagen, in deren
jeder niimlich nur vier Elemente des einen Gebildes und vier Ele-
mente des andern in Betrachtung kommen. Ist 2. B.

1) ABCD R abed
und 2) ACDE =~ acde
so ist auch ABCDE = abede
mithinauch ABDE = abde
BCDE = bede
U 8. W,
Ist ferner 8) CDEF K cdef
so ist auch ABCDEF = abcdef

ADEF X adef
u. 8. w.

117. Alle barmonischen Gebilde sind (nach 110 und 103)
zu einander projektivisch. Und wenn das eine von zwei zu
einander projektivischen einférmigen Gebilden, deren jedes aus
vier Elementen besteht, harmonisch ist, so ist auch das andere
harmonisch.

-

118. Wenn das eine von zwei zu einander projektivischen
einférmigen @Gebilden ABCD, CBAD, deren jedes aus vier
Elementen besteht, aus dem andern durch Vertauschung zweier
Elemente hervorgeht, so sind diese durch die beiden #brigen
harmonisch getrennt. .

Es sei ABCD ein gerades Gebilde und HKFD seine Pro-
jektion auf eine andere durch dem Punkt D gehende Gerade aus
einem Punkte G. Wenn nun CBAD X ABCD und mithin auch
CBAD X HKFD ist, so schneiden sich (108) die Geraden CH,
BK, AF in einem und demselben Punkte, woraus (98) der Satz
folgt. Bemerkt wird noch, dass (116) die Aussagen: ABCD =
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CBAD, ACBD " CABD, BDAC X BDCA u.s. w. alle mit

" einander iibereinstimmen.

119. Jedes einférmige Gebilde ABCD, welches aus vier
Elementen besteht, ist, wenn zwei derselben, so wie auclrsdie
beiden ftibrigen mit einander vertauscht werden, dieser seiner
Permutation projektivisch.

Es sei ABCD ein gerades Gebilde, EFG D seine Projek-
tion auf eine andere durch den Punkt D gehende Gerade aus
einem Punkte M und N der Schnittpunkt der Geraden MC, AT,
so ist von den vier Gebilden ABCD, EFGD, MNGC, BADC
das zweite eine Projektion des ersten aus dem Punkte M, das
dritte eine Projektion des zweiten aus dem Punkte A und das
vierte eine Projektion des dritten aus dem Punkte F, daher auch
ABCD ~ BADC ist. Eben so wird bewiesen, dass ABCD =
CDAB =~ DCBA (oder ACBD X" CADB und ADBC «
DA CB) ist.

Ist also abecd x ABCD, so ist auch abed < BADC K
CDAB ~ DCBA.

120. Wenn zwei projektivische einformige Gebilde MNAB, -
MNA; B, deren jedes aus vier Elementen besteht, zwei Ele-
mente entsprechend gemein haben, und von den vier tibrigen
Elementen zwei, welche weder einander entsprechen noch einem
und demselben von den beiden Gebilden angehren, mit einander
vertauscht werden, so entstehen wieder zwei projektivische Ge-
bildle MNAA;, MNBB,.

Es seien MN AB, MN A B, zwei projektivische gerade Ge-
bilde, so sind die beiden Strahlenbfischel, von welchen der eine
das gerade Gebilde MN A B aus einem Punkte S und der andere
das gerade Gebild MNA;B; aus einem andern Punkte S; der
Geraden M S projicirt, Scheine eines und desselben dritten gera-
den Gebildes My N Ay B,. Bemerkt man nun, dass die Gebilde
MNA A;, MNBB, Projektionen des Gebildes MM,SS; aus den
Punkten A,, B, sind, so folgt der Satz.

Liegen die Punkte A, A, in der Strecke MN, die Punkte
B, B; aber in der Strecke M'N, so muss, wenn in der erstern
Strecke auf den Punkt A der Punkt A, folgt, in der letztern
auf den Punkt B der Punkt B; oder, was dasselbe ist, in der
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Strecke N'M auf den Punkt B, der Punkt B folgen. Es sind
alsdann MANB, MA; NB; homologe Gebilde von zwei einstim-
mig - perspektivischen, hingegen M A A, N, MBB; N homologe
Gebtlde von zwei entgegengesetzt - perspektivischen Grundge-
bilden.

§. 10.

Projektivische Verwandtschaft zwischen Grundgebilden der zweiten Stufe
und zwischen rdumlichen Systemen.

121. Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe oder auch zwei

collinesir

riumliche Systeme heissen{ }, wenn sie so aufeinander

reciprok
bezogen sind, dass je zwei ungleichartigen Elementen P, q des
einen Systems, von welchen das erstere P im letatern liegt, zwei
ungleichartige Elemente Py, q, des andern entsprechen, von wel-
ebenfalls im letztern legt
durch das letztere geht
Elementen A, B des einen Systems die Elemente A, B; des
andern entsprechen, und durch die beiden erstern Elemente ein
drittes Element A B bestimmt ist, so muss anch durch die Ele-
mente Ay, By ein Element A;B; bestimmt sein, welches dem
Elemente AB entspricht.

Zwei Systeme, welche einem und demselben dritten reciprok
sind, sind unter sich collinesr, daher in der Betrachtung von re-
ciproken Systemen die Betrachtung von collinetiren Systemen,
wenn nicht auf eine besondere Lage derselben Riicksicht genom-
men wird, begriffen ist. Handelt es sich nur von Grundgebil-
den der zweiten Stufe, so kann man, wenn ihre Lage zu ein-
ander nicht in Betrachtung kommt, fiir jeden Biischel irgend
einen Schnitt desselben substituiren, damit man es nur mit
ebenen Systemen zu thun habe.

chen das erstere P, { } Wenn also den

In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jedem gera-
den Gebilde ein Strahlenbtischel, jedem vollstéindigen nEcke ein
vollstindiges nSeit u. s. w. In zwei reciproken riumlichen Sy-
stemen entspricht jedem geraden Gebilde ein Ebenenbiischel, je-



61

dem Strahlenbiischel ein Strahlenbiicchel, jedem ebenen Systeme
ein ihm reciproker Strahlenbiindel, jedem vollstiindigen ebenen
nEcke ein vollstindiges nSeit im Strahlenbtindel, Jjedem vollstsu-
digen ebenen nSeite ein vollstindiges nKant u. s. w.

122. Zwei Systeme, welche entweder collineir oder reciprok
sind, heissen auch zu einander projektivisch, weil in beiden
Fillen jedem harmonischen Gebilde in dem einen Systeme ein
harmonisches Gebilde im andern entspricht, und also (103) je
zwei homologe einférmige Gebilde zu einander projektivisch sind.
So entspricht z. B. in zwei reciproken ebenen Systemen jedem
harmonischen geraden Gebilde ABCD ein harmonischer Strah-
lenbiischel A; B, C, Dy, da jedem vollstndigen Vierecke, von
welchem ein Paar Gegenseiten im Punkte'A, ein Paar Gegen-
seiten im Punkte C sich schneiden, eine Seite durch den Puankt
B und eine Seite durch den Punkt D geht, ein vollstindiges
Vierseit entspricht, von welchem jede der Geraden A, C| ein
Paar Gegenpunkte, jede der Geraden B, D, aber einen der
iibrigen Eckpunkte enthilt.

In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jeder Strecke
AB ein Winkel A, By, jeder Geraden, welche die Strecke A B
schneidet, ein Punkt, welcher in dem Winkel A, B, liegt, u.s. w.
In zwei reciproken riumlichen Systemen entspricht jeder Strecke
A B ein Flichenwinkel A;B,, jeder Ebene, welche die Strecke
A B schneidet, ein Punkt, welcher in dem Flichenwinkel A/ B,
liegt, jedem ebenen Winkel, welcher die Strecke A B projicirt,
ein ebener Winkel, welcher von dem Flichenwinkel A B, ein
Schnitt ist, u. s. w.

Haben zwei projektivische Systeme drei Elemente eines und
desselben einformigen Gebildes entsprechend gemein, so haben
'sic (106) alle Elemente desselben entsprechend gemein,

123. Wenu zwei collineire Grundgebilde der zweiten Stufe
vier gleichartige Elemente, von welchen keine drei einem und
demselben einférmigen Grundgebilde angehtren, entsprechend ge-
mein haben, so haben sie alle ihre Elemente entsprechend gemein.
Haben z. B. zwei collinetire ebene Systeme die vier Eckpunkte
und also auch (121) die sechs Seiten eines vollstindigen Vierecks
entsprechend gemein, so haben sie (122) jede Gerade, welche
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durch einen Eckpunkt des Vierecks geht, und mithin jeden Punkt
(Schnittpunkt von zwei solchen Geraden) entsprechend gemein.
BEs gehort hieher auch noch folgender Satz:

Wenn ein ebenes System einem Strahlenbiindel collinetir ist,
und vier gleichartige Eloemente des erstern Systems, von welchen
keine drei einem und demselben einférmigen Grundgebilde ange-
héren, in den homologen Elementen des letatern liegen, so ist
das ebene System ein Schnitt des Strahlenbiindels.

124. Wenn zwei collineéire rdumliche Systeme vier gleichar-
tige Elemente, von welchen keine drei einem und demselben ein-
formigen Grundgebilde, welche aber alle vier einem und dem-
selben Grundgebilde der zweiten Stufe angehiren, entsprechend
gemein haben, so bhaben sie (123) alle Elemente dieses Gebildes
entsprechend gemein. Haben zwei . collineire Systeme fiinf
Punkte, von welchen keine vier in einerlei Ebene liegen, oder
fiinf Ebenen, von welchen keine vier durch einen und denselben
Punkt gehen, entsprechend gemein, so haben sie alle Elemente
entsprechend gemein. Die beiden Systeme haben nimlich, um
nur den einen Fall zu betrachten, jede Gerade, welche zwei
der fiinf Punkte verbindet, mithin nach dem erstern Satze auch
jede Gerade, welche durch einen der fiinf Punkte geht, und
folglich jeden Punkt (Schnittpunkt von solchen Geraden) ent-
sprechend gemein.

125. Zwei collineiire Systeme konnen tiberdiess perspektivisch
liegen. Es heissen nfmlich zu einander perspektivisch:

a) ein ebenes System und ein Strablenbiindel, wenn das
erstere System ein Schnitt des letztern ist.

b) Zwei ebene Systeme, welche nicht in einerlei Ebene liegen,
wenn sie Schnitte eines und desselben Strahlenbiindels sind.

¢) Zwei in einerlei Ebene liegende collinesire Systeme, wenn sie
ein gerades Gebilde und einen Strahlenbiischel (alle Ele-
mente dieser Gebilde) entsprechend gemein haben.

d) Zwei nicht coneentrische Strahlenbiindel, wenn sie Scheine
eines und desselben ebenen System sind.

e) Zwei collinelire concentrische Strahlenbiindel, wenn sie
einen Strahlenblischel und einen Ebenenbtischel entspre-
chend gemein haben,
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f) Zwei collinedre riumliche Systeme, wenn sie ein ebenes Sy-
stem und einen Strahlenbiindel entsprechend gemein haben.
Aus diesen Erklirungen folgt, dass in zwei perspektivischen

Systemen je zwei homologe einférmige Gebilde und in zwei per-
spektivischen riumlichen Systemen auch je zwei homologe Grund-
gebilde der zweiten Stufe zu einander perspektivisch sind.

126. Wenn zwei collinelire
ebene Systeme, welche nicht in
einerleiEbene liegen, drei Punk-
te und folglich (122) alle Punkte
ihrer Schnittlinie entsprechend
gemein haben, so sind sie
Schnitte eines und desselben
Strahlenbiindels. Da niimlich
(68) von den Geraden, deren
jede ein Paar homologe Punkte
verbindet, je zwei sich schnei-
den, so gehen (69) alle durch
einen und denselben Punkt.

127. Projicirt man ein ebenes
System aus zwel Punkten auf
eine und dieselbe andere Ebene,
so erhilt man zwei perspekti-
vische ebene Systeme, welche
in einerlei Ebene liegen. Die
drei Systeme haben ein gerades
Gebilde, die beiden letztern
auch noch den Strahlenbiischel
entsprechend gemein, dessen
Mittelpunkt mit den beiden Pro-
jektionspunkten in einer nnd
derselben Geraden liegt.

Wenn zwei collineéire nicht
concentrische  Strahlenbiindel
drei Ebenen und folglich alle
Ebenen, welche beiden angeho-
ren, entsprechend gemein haben,
so sind sie Scheine eines und
desselben ebenen Systems. Da
némlich von den Geraden, in
deren jeder ein Paar homologe
Ebenen sich schneiden, je zwei
in einerlei Ebene liegen, so
liegen alle in einer und dex-
selben Ebene,

Projicirt man zwei ebene Sy-
steme, welche Schnitte eines
und desselben Strahlenbiindels
sind, aus einem und demselben
andern Punkte, so erhilt man
zwei perspektivische Strahlen-
biindel, welche concentrisch
sind. Die drei Biindel haben
einen Ebenenbiischel, die beiden
letztern auch noch den Strah-
lenbiischel entsprechend gemein,
welcher die Schnittlinie der bei-
den ebenen Systeme projicirt,

128. Zwei in einerlei Ebene liegende collineire Systeme,

welche

ein gerades Gebilde entspre- | einen Strahlenbiischel S ent-

chend gemein haben, haben
auch einen Strahlenbiischel ent~

sprechend gemein haben, haben
auch ein gerades Gebilde ent-
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sprechend gemein. — Proji- 1 sprechend gemein. — Projicirt
cirt man nimlich das eine Sy- | man nimlich das eine System
stem auf eine andere durch die | aus irgend einem Punkte M und
Gerade u gehende Ebene, so | das andere aus einem andern
erhilt man ein drittes System, | Punkte der Geraden SM, so
von welchem (126) auch das | erhdlt man (126) zwei Strah-
zweite eine Projektion ist, wor- | lenbiindel, welche Scheine eines

aus (127) der Satz folgt. und desselben dritten ebenen
Systems sind, woraus (127) der
Satz folgt.

Aus diesen Beweisen und dem vorigen Satze geht hervor,
dass die Erklirung 125, ¢ mit der in 89 iibereinstimmt.

Haben zwei collinetire concentrische Strahlenbtindel einen
Strahlenbtischel entsprechend gemein, so haben sie auch einen
Ebenenbtischel entsprechend gemein; und umgekehrt.

129. Will man zwei Grundgebilde der zweiten Stufe pro-
Jektivisch aufeinander beziehen, so darf man nur auf zwei ein-
fsrmige Grundgebilde A, B des einen, welche ein Element AB
gemein haben, zwei einformige Grundgebilde A, B, des andern,
welche ebenfalls ein Element A, B; gemein haben, projektivisch
S0 beziehen, dass das gemeinschaftliche Element A; B, der bei-
den letztern Gebilde als Element eines jeden dem gemeinschaft-
lichen Elemente der beiden erstern entspricht.

L Sollen zwei ebene Systeme U, U, reciprok aufeinander
bezogen werden, so darf man nur auf zwei Strahlenbiischel AB
des einen zwei gerade Gebilde A;, B, des andern projektivisch
so beziehen, dass der Schnittpunkt A, B, der beiden geraden
Gebilde als Punkt eines jeden dem gemeinschaftlichen Strahle AB
der beiden Biischel entspricht. Jedem Punkte, in welchem cin
Strahl des Biischels A von einem Strahle des Biischels B ge-
schnitten wird, entspricht eine Gerade, deren Spuren in den Ge-
raden Ay, By jenen Strahlen entsprechen. Jedem geraden Ge-
bilde s, welches entweder ein Schnitt des Biischels A mit einer
durch den Punkt B gehenden Geraden oder ein Schnitt des Bii-
schels B mit einer durch den Punkt A gehenden Geraden oder
ein gemeinschaftlicher Schnitt von beiden ist, entspricht ein Strah-
lenbiischel s;, welcher im ersten Falle das gerade Gebilde A, aus
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einem Punkte der Geraden B,, im zweiten das gerade Gebilde
B, aus einem Punkte der Geraden Ay, im dritten aber (108) das
eine von diesen Gebilden auf das andere projicirt. Im letzten
Falle sind nimlich durch die Gerade s die beiden Biischel A, B
und dadurch auch die geraden Gebilde A;, B, projektivisch so
auf einander bezogen, dass ihr gemeinschaftliches Element sich
selbst entspricht. Schneiden zwei Gerade s, t des Systems U die
Gerade A B in einem und demselben Punkte, so liegen die ihnen
entsprechenden Punkte s;, t; des Systems U,; mit dem Punkte
Ay B, in einer und derselben Geraden, weil, wenn diess nicht
der Fall wire, die Gerade s; t; einem Punkte st ausserhalb der
Geraden A B entsprechen wiirde. Es ist hiernach auch jedem
Punkte in der Geraden A B eine durch den Punkt A; B, gehende
Gerade zugewiesen.

IL. Sollen zwei ebene Systeme collinetir aufeinander bezogen
werden, so muss man entweder auf zwei Strahlenbiischel A, B
des einen zwei Strahlenbiischel A;, B; des andern oder auf zwei
gerade Gebilde A, B des einen zwei gerade Gebilde A;, B, des
andern projektivisch so beziehen, dass das gemeinschaftliche Ele-
ment der Gebilde A;, B, als Element eines jeden dem gemein-
schaftlichen Elemente ‘der Gebilde A, B entspricht. Im erstern
Falle entspricht jedem Punkte, in welchem ein Strahl des Biischels
A und ein Strahl des Biischels B sich schneiden, ein Puukt, in
welchem die ihnen entsprechenden Strahlen der Biischel A;, B,
sich schneiden, u. s. w. Im letztern Falle entspricht jeder Gera-
den, welche die geraden Gebilde A, B in zwei Punkten schnei-
det, eine Gerade, welche durch die ihnen entsprechenden Punkte
der Gebilde A,, B, bestimmt ist, u. s. w.

III. Will man ein ebenes System und einen Strablenbiindel
Vreciprok aufeinander beziehen, so wird man entweder auf zwei
Strahlenbiische! A, B des erstern Systems zwei Strahlenbiischel
A, B, des letztern oder auf zwei gerade Gebilde A, B des er-
stern zwei Ebenenbiischel A, B; des letztern projektivisch so be-
ziehen, dass das gemeinschaftliche Element A; B, der Gebilde
Ay, B, als Element eines jeden dem gemeinschaftlichen Elemente
A B der Gebilde A, B entspricht. Im erstern Falle entspricht

jedem Punkte, in welchem ein Strahl des Blischels A und ein
Staudt, Geometrie der Lage. 5
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Strahl des Biischels B sich schneiden, eine Ebene, deren Spuren
in den Ebenen A,, B, jenen Punkten entsprechen, u. s. w. Im
letztern Falle entspricht jeder Geraden, welche die geraden Ge-
bilde A, B in zwei Punkten schneidet, ein Strahl, in welchem
die diesen Punkten entsprechenden Ebenen der Biischel Ay, B
sich schneiden, u. 8. w.

In dem obigen allgemeinen Satze sind noch drei Sitze IV,
V, VI enthalten, von welchen der eine von einem ebenen Systeme
und einem ihm collinetirenStrahlenbiindel, der andere vonzwei reci-
proken und der dritte vonzwei collineliren Strahlenbiindeln handelt.

180. Will man zwei Grundgebilde der zweiten Stufe pro-
jektivisch aufeinander beziehen, so kann man zu vier gleichartigen
Elementen A, B, C, D des einen, von welchen keine drei einem
und demselben einférmigen Grundgebilde angehdren, vier solche
Elemente A;, B;, C;, D; im andern, welche jenen entsprechen
sollen, nach Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem
Elemente des einen Systems ein Element des andern zugewie-
sen ist.

Um sich hievon zu tiberzeugen, darf man nur bemerken, dass
auf die einformigen Gebilde A, B die einformigen Gebilde A;, B,
projektivisch 'so bezogen werden konnen-und miissen, dass den
Elementen A B, A C, A D des Gebildes A die Elemente A, By
Ay Gy, Ay D; des Gebildes A; und den Elementen BA, BC, BD
des Gebildes B die Elemente B; Ay, B; C,, B, D, des Gebildes
B; entsprechen.

Ein vollstindiges ebenes Viereck und ein vollstindiges Vier-
seit sind hiernach immer reciprok. In der Aussage, dass ein
vollstindiges ebenes nEck und ein vollstindiges n Seit, welche
aufeinander bezogen sind, reciprok seien, sind (116) 2 (n— 4)
von einander unabhiingige einfache Aussagen enthalten. Es miis-
sen nimlich zwei Strahlenblischel, deren jeder aus n— 1 Seiten
des nEcks besteht, den ihnen entsprechenden geraden Gebilden,
deren jedes ausn Eckpunkten desn Seits besteht, projektivischsein.

131. Will man zwei in einerlei Ebene liegende Systeme per-
spektivisch so aufeinander beziehen, dass sie einen gegebenen
Strahlenbiischel S und ein gegebenes gerades Gebilde u entspre-
chend gemein haben, so kann man moch in einem Strahle des
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Biischels S zu einem Punkte A des einen Systems den homolo-
gen Punkt A; des andern nach Belieben annehmen. Wenn man
néimlich jeden Strahl des Biischels S sich selbst entsprechend
nennt, die Strahlenbiischel A, A; aber als Scheine des geraden
Gebildes u betrachtet, so hat man auf zwei Strahlenbiischel S, A
des einen Systems zwei Strablenbiischel S, A, des andern pro-
jektivisch so bezogen, dass der gemeinschaftliche Strahl der bei-
den letztern als Strahl eines jeden dem gemeinschaftlichen Strahle
der beiden erstern emtspricht.

Der Punkt 8, welcher mit je zwei homologen Punkten in
einer und derselben Geraden liegt, kann das (perspektivische)
Projectionscentrum, die Gerade u aber, welche von je zwei ho-
mologen Geraden in einem und demselben Punkte geschnitten
wird, die (perspektivische) Spurlinie der beiden Systeme genannt
werden.

132. Um zwei riumliche Systeme =, I reciprok aufein-
ander zu beziehen, darf man nur irgend eine von folgenden
drei Verfahrungsarten anwenden, die sich jedoch nicht wesentlich
von einander unterscheiden:

I. Man beziehe auf drei Ebenenbiischel a, b, ¢, deren
Axen die Seiten eines Dreiecks sind, drei gerade Gebilde ay, by,
¢(, deren Triger die Kanten eines Dreikants sind, projektivisch
so, dass der Schnittpunkt der drei letztern Gebilde als Punkt
eines jeden der gemeinschaftlichen Ebene der drei erstern und
also jedem Punkte, in welchem éine Ebene des Biischels a, eine
Ebene des Biischels b und eine Ebene des Biischels ¢ sich schnei-
den, eine Ebene éntspricht, deren Spuren in den Geraden ay
by, ¢; jenen Ebenen entsprechen.

II. Man beziehe auf einen Strahlenbiindel A und einen ausser-
halb desselben befindlichen Ebenenbiischel a ein ebenes System
A, und ein ausserhalb desselben befindliches gerades Gebildes a,
projektivisch so, dass der Schnittpunkt der beiden letzten Gebilde
als Punkt eines jeden der gemeinschaftlichen Ebene der beiden
erstern und also jedem Punkte, in welchem ein Strahl des
Biindels A von einer Ebene des Biischels a geschnitten wird,
eine Ebene entspricht, deren Spuren in der Ebene A; und in
der Geraden a; jenen Elementen entsprechen.

5*
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III. Man beziehe auf zwei Strahlenbiindel A, B zwei ebene
Systeme A, By projektivisch so, duss jeder gemeinschaftlichen
Ebene der beiden erstern Systeme, man mag sie als Ebenc des
einen oder als Ebene des andern betrachten, ein und derselbe
gemeinschaftliche Punkt der beiden letztern und also jedem
Punkte, in welchem ein Strahl des Biindels A und ein Strahl
des Biindels B sich schneiden, eine Ebene entspricht, deren
Spuren in den Ebenen A;, B; jenen Strahlen entsprechen. Es
entspricht alsdann ferner jedem ebenen Systeme U, welches ent-
weder ein Schnitt des Strahlenbiindels A mit einer durch den
Punkt B gehenden Ebene oder ein Schnitt des Strahlenbiindels B
mit einer durch den Punkt A gehenden Ebene oder ein gemein-
schaftlicher Schnitt von beiden ist, ein Strahlenbiindel U,, welcher
im ersten Falle das ebene System A, aus einem Punkte der
Ebene By, im zweiten das ebene System B, aus einem Punkte
der Ebene A; und im dritten (126) das eine von diesen beiden
Systemen auf das andere projicirt, da in diesem Falle durch die
Ebene U die beiden Strahlenbiindel A, B und dadurch auch die
beiden ebenen Systeme A;, B, collineir so aufeinander bezogen
sind, dass sie jedes gemeinschaftliche Element entsprechend ge-
mein haben. Schneiden zwei Ebenen U, V die Gerade A B in
einem und demselben Punkte P oder, was dasselbe ist, eine
durch die Gerade A B gehende Ebene R in einer und derselben
Geraden, so gehen alle Ebenen, welche die den ebenen Syste-
men U, V cntsprechenden Strahlenbiindel U;, V; mit einander
gemein haben, durch einen und denselben Punkt R, der Geraden
Ay B,, worauns man schliessen kann, dass die beiden Punkte U,
V,, mit der Geraden A; B, in einerlei Ebene P, liegen. Es ist
hiernach auch jedem Punkte P in der Geraden A B eine durch
die Gerade A;B; gehende Ebene P; zugewiesen.

Da nach 129 ein Strahlenbiindel A und ein ebenes System
A, reciprok aufeinander bezogen sind, wenn auf zwei Ebenen-
. bitschel b, ¢ des erstern Systems zwei Gebilde by, ¢, des letz-
tern projektivisch so bezogen sind, dass der Schnittpunkt dieser
Geraden als Punkt einer jeden der gemeinschaftlichen Ebene der
beiden Biischel entspricht, so sind in jedem der drei obigen Ver-
fahrungsarten, aus welchen von selbst hervorgeht, wie man rium-
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liche Systeme collineir auf einander beziehen kann, die beiden
tibrigen enthalten.

133. Will man zwei riumliche Systeme reciprok aufeinander
beziechen, so kann man zu fiinf Punkten A, B, C, D, E des
einen, von welchen keine vier in einerlei Ebene liegen, ftnf Ebe-
nen Ay, B, Cy, D;, E; des andern, von welchen keine vier
durch einen und denselben Punkt gehen. nach Belieben annehmen,
wodurch aber alsdann jedem Elemente des einen Systems ein Ele-
ment des andern zugewiesen ist. Man kann und muss n#mlich
auf den Strablenbtindel A das ebene System A, projektivisch so
beziehen, dass den Strahlen AB, AC, AD, AE die Geraden
ABy, A, Ci, A;Dy, A E, entsprechen. Ferner konnen und
miissen der Ebenenbiischel BC (dessen Axe die Gerade BC ist)
und das gerade Gebilde B;C; projektivisch so aufeinander be-
zogen werden, dass den Ebenen BCA, BCD, B CE die Punkte
B, C, Ay, B;C,D;, B{C, E, entsprechen, worans (182) der Satz
folgt.

Sollen zwei riumliche Systeme collineir aufeinander bezogen
werden, so kann man entweder zu ftinf Punkten des einen, von
welchen keine vier in einerlei Ebene liegen, fiinf solche Punkte
des andern, oder zu flinf Ebenen des einen, von welchen keine
vier durch einen und denselben Punkt gehen, fiinf solche Ebenen
des andern nach Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem
Elemente des einen Systems ein Element des andern zugewiesen ist.

Ein vollstindiges riumliches Fiinfeck und ein vollstindiges
Fiinfflach sind nach dém Obigen immer reciprok. In der Aus-
sage, dass ein vollstindiges riumliches nEck und ein vollstin-
ges nFlach,’ welche aufeinander bezogen 'sind, reciprok seien,
sind 3 (n—5) von einander unabhiingige einfache Aussagen ent-
halten. Es ist nimlich erforderlich, aber auch hinreichend, dass
drei Ebenenblischel, welche eine Ebene mit einander gemein ha-
ben, und von welchen jeder aus n—2 Pliichen des vollstindigen
nEcks besteht, den ihnen entsprechenden geraden Gebilden, von
welchen jedes aus n—2 Eckpunkten des vollstdndigen n flachs
besteht, projektivisch sind.

134. Zwei collinetire riumliche Systeme, welche
ein ebenes System U entspre- | einen Strahlenbtindel S entspre-
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chend gemein haben, haben
auch einen Strahlenbiindel ent-
sprechend gemein.

Die Ebene U wird von je zwei
homologen Ebenen in einer und
derselben Geraden und von je
zwei homologen Geraden in ei-
nem und demselben Punkte ge-
schnitten, daher (126) je zwei
homologe ebene Systeme V, V;
Schnitte eines und desselben
Strahlenbiindels Ssind. Da nun
jede Gerade, welche ein Paar
homologe Punkte A, Ay verbin-
det, weil sie auch durch einen
Punkt R der Ebene U geht,
sich selbst (die Gerade AR der
Geraden A; R) entspricht, so
folgt der Satz.

chend gemein haben, haben
auch ein ebenes System ent-
sprechend gemein.

Der Punkt 8 liegt mit je zwei
homologen Punkten A, A, in ei-
ner und derselben Geraden und
mit je zwei homologen Geraden
in einerlei Ebene, daher (126)
je zwei homologe Strahlenbtin-
del A, A; Scheine eines und
desselben ebenenSystems U sind.
Da nun jede Gerade, in welcher
ein Paar homologe Ebenen V, V,
sich schneiden, weil sie auch
in einer Ebene N des Strah-
lenbiindels S liegt, sich selbst
(die Gerade VN der Geraden
Vi N) entspricht, so folgt der
Satz.

Auf analoge Weise hitten auchk die in 128 enthaltenen
Sitze bewiesen werden ktnnen.

135. Sollen zwei riiumliche Systeme perspektivisch so aufein-
ander bezogen werden, dass sie einen gegebenen Strahlenbiindel
S und ein gegebenes ebenes System U entsprechend gemein ha-
ben, so kann man noch in einem Strahle des Biindels S zu einem
Punkte A des einen Systems den homologen Punkt A; des an-
dern nach Belieben annehmen. Wenn man nimlich jeden Strahl
des Biindels S sich selbst entsprechend nennt, die Strahlenbtin-
del A, A aber als Scheine des ebenen Systems U betrachtet, so
hat man auf zwei Strahlenbiindel S, A des einen riumlichen Sy-
stems zwei Strahlenbiindel 8, A; des andern projektivisch so be-
zogen, dass jede gemeinschaftliche Ebene der beiden letztern Ge-
bilde, man mag sie als ein Element des einen oder als ein Ele-
ment des andern betrachten, einer und derselben gemeinschaft-
lichen Ebene der beiden erstern (und zwar sich selbst) entsprichf,

Der Punkt 8 mag das (perspektivische) Projektionscentrum,
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die Ebene U aber die (perspektivische) Spurebene der beiden
Syéteme genannt werden. )

136. Wenn zwei riumliche Systeme 3,3, zu einander per-
spektivisch sind, so ist jedes gerade Gebilde SA A, R, welches
aus dem Projektionscentrum S, einem Punkte A des Systems ¥
dem homologen Punkte A; des Systems 3; und dem Punkt R
besteht, in welchem die Gerade AA; die Spurebene U schneidet,
jedem andern solchen Gebilde projektivisch. Sind nimlich SBB,N,
SCC R zwei andere solche Gebilde, so ist SBB(N eine Pro-
jektion von SAA; R aus dem Punkte, in welchem die einander
entsprechenden Geraden A B, A;B; die Spurebene schneiden, und
eben so SCCR eine Projektion von SBB; N, woraus der Satz
folgt. Sind die Punkte A, A; durch die Punkte S,R nicht ge-
trennt, so sind je zwei homologe gerade Gebilde, welche in einem
Strahle des Biindels 8 liegen, und also auch je zwei homologe
Ebenenbiischel, deren Axe in der Ebene U liegt, einstimmig-per-
spektivisch, daher alsdann die Systeme selbst einstimmig-per-
spektivisch heissen sollen. Sind aber die Punkte A, A; durch
die Punkte 8, R getrennt, so sind die Systeme entgegengesetzt-
perspektivisch.

Alles diess gilt auch, wenn Spurlinie fiir Spurebene, Strah-
lenbiischel fiir Ebenenblischel gesetst wird, von zwei in einerlei
Ebene liegenden perspektivischen Systemen.

137. Da zu jedem Systeme I ein ihm reciprokes System
angenommen werden kann, und dadurch das in § 6 angedeutete
Gesetz der Reciprocitiit bewiesen ist, soist es in der Folge hin-
reichend, wenn von zwei reciproken Sitzen der eine oder der
andere bewiesen wird. Je zwel unter sich collineiiren Gebilden
G,G! in I entsprechen zwei unter sich collinetire Gebilde Gy, G1;
in ;. Jedem Elemente in =, welches die beiden ersten Ge-
bilde entsprechend gemein haben, entspricht ein Element in =),
welches die beiden letztern Gebilde entsprechend gemein haben
. 8. W.

138. Zwei collinetire Systeme, deren jedes sowohl eigentliche
als auch unendlich ferne Elemente enthiilt, heissen affin (eigent-
lich verwandt), wenn jedem eigentlichen Elemente ein eigentliches
Element und also jedem unendlich fernen Elemente ein unendlich
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fernes Element entspricht. Zwei zu einander collineiire eigentliche
ebene Systeme sind also affin, wenn der unendlich fernen Gera-
den der einen Ebene die unendlich ferne Gerade der andern,
folglich jedem Parallelstrahlenbiischel ein Parallelstrahlenbiischel,
jedem Parallelstreifen ein Parallelstreifen, jedem Parallelogramme
ein Parallelogramm entspricht u. s. w. Zwei collinesire riumliche
Systeme sind affin, wenn sie die unendlich ferne Ebene entspre-
chend gemein haben, folglich jedem eigentlichen ebenen Systeme
ein demselben affines System, jedem Parallelraume ein Parallel-
raum, jedem Parallelepipedon ein Parallelepipedon entspricht wu.
8. w. Sind zwei perspektivische riiumliche Systeme affin, so
muss entweder ihr Projektionscentrum im Unendlichen liegen,
oder ihre Spurebene die unendlich ferne Ebene oder beides zu-
gleich der Fall sein.

Will man zwei eigentliche ebene Systeme collinetir so aufein-
ander beziehen, dass sie affin sind, so kann man zu drei nicht in
einer und derselben Geraden liegenden eigentlichen Punkten A,
B, C des einen Systems drei solche Punkte Ay, By, C; des an-
dern nach Belieben annehmen. Den unendlich fernen Punkten der
Geraden AB, AC miissen die unendlich fernen Punkte der Ge-
raden Ay B;, A;C, entsprechen. Sollen zwei riumliche Systeme
projektivisch so aufeinander bezogen werden, dass sie affin sind,
so kann man zu vier nicht in einerlei Ebene liegenden eigentli-
chen Punkten des einen Systems vier solche Punkte des andern
nach Belieben annehmen.

§. 11.
Von den Linien, Flichen und den ihnen verwandten Gebilden.

139. Nimmt man den Begriff Biischel im weitern Sinne, so
kann man jede stetige Aufeinanderfolge von Geraden, welche in
einerlei Ebene liegen, einen Strahlenbiischel und jede stetige Auf-
einanderfolge von Ebenen einen Ebenenbiischel nennen. Es ent-
spricht alsdann in zwei reciproken ebenen Systemen jeder Linie
(stetigen Aufeinanderfolge von Punkten) ein Strahlenbiischel, in
zwei reciproken rédumlichen Systemen aber jeder Linie ein Ebenen-
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biischel, jeder Kegelfliiche ein Strahlenbiischel und tiberhaupt jeder
stetigen' Aufeinanderfolge von Geraden wieder eine stetige Auf-
einanderfolge von Geraden. Das Reciproke von einer aus Strecken
zusammengesetzten Linie ist ein aus Winkeln zusammengesetzter
Biischel.

Lisst man in dem einen von zwei reciproken ebenen Systemen
zwei Strahlen um zwei feste Punkte A,B sich drehen, so dass ihr
Schnittpunkt irgend eine Linie s beschreibt, so beschreibt die
diesem Punkte entsprechende Glerade des andern Systems, indem
ihre Spuren in zwei festen Geraden A,, B, sich bewegen, den
Strahlenbiischel s;, welcher der Linie s entspricht, und, wenn
diese geschlossen ist, ebenfalls sich schliesst. Ist kein Stiick der
Linie s gerade, so ist auch kein Sttick des Strahlenbiischels s;
ein Winkel. Wenn iiberdiess keine n Punkte der Linie s in einer
~und derselben Geraden liegen, so gehen auch keine n Strahlen
" des Biischels s, durch einen und denselben Punkt.

Lisst man in dem einen von zwei reciproken riumlichen Sy-
stemen drei Ebenen um die Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks als
feste Axen sich drehen, so dass ihr Schnittpunkt irgend eine Li-
nie s beschreibt, so beschreibt die diesem Punkte entsprechende
Ebene des andern Systems, indem ihre Spuren in drei festen Ge-
raden a,, by, ¢; sich bewegen, den der Linie s entsprechenden
Ebenenbiischel s. Liegen keine nPunkte der Linie s in einerlei
Ebene, so gehen auch keine n Ebenen des Biischels s; durch
einen und denselben Punkt.

140. In zwei reciproken riumlichen Systemen entspricht je-
der Fliche F, deren Elemente Punkte sind, ein Ebenenbiindel F,,
welcher der Inbegriff von allen den Ebenen ist, deren jede einem
Punkte jener Fliche entspricht. Hat die Fliche F mit keiner
Geraden mehr als nPunkte gemein, so kdnnen auch durch keine
Gerade mehr, als nEbenen des Btindels F; gehen. Betrachtet
man die Fliche F als eine stetige Aufeinanderfolge von Linien,
so erscheint der Ebenenbiischel F; als eine stetige Aufeinander-
folge von Ebenenbiischeln.

Wenn man unter eine Regelfliiche nur eine stetige Aufein-
anderfolge von Geraden als Elementen versteht, so entspricht jeder
Regelfiiiche R eine Regelffiche R;. Betrachtet man aber Punkte
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als Elemente der erstern Fliche, so entspricht derselben der
Ebenenbtindel R;, ‘dem jede Ebene angehtrt, welche durch
eine Gerade der Regelfliche R; geht.

141. Jeder Punkt B in einer Curve s kann als der Endpunkt
eines Stiicks AB und als der Anfangspunkt eines Stiickes BC
betrachtet werden, so dass keines von diesen beiden Stiicken der
Curve von einer durch den Punkt B gehenden Ebene in mehr als
zwei Punkten und, im Falle die Curve eben ist, von einer durch
B gehenden Geraden in mehr als einem Punkte geschnitten wird.
Projicirt man nun die Curve A B (das Stiick A B der Curve 8) aus
dem Mittelpunkte B, so erhilt man eine Winkelfliiche (eine Kegel-
fliiche oder einen ebenen Winke]), deren Anfangsschenkel die Ge-
rade BA ist, wihrend jeder in ihr liegende Strahl durch einen
in der Curve A B befindlichen Punkt geht.

Von dem Endschenkel der Winkelfiiche soll gesagt werden,
dass er der Curve AB im Punkte B sich anschmiege oder aus
dem Punkte B den mit diesem Punkie zusammenfallenden Punkt
der Curve projicire. Wenn der Anfangsschenkel der Winkelflsche,
welche aus dem Mittelpunkte B die Curve B C projicirt, von dem
Endschenkel der erstern Winkelfliche verschieden ist, und es also
zwel Gerade giebt, welche im Punkte B der Curve ABC sich
anschmiegen, so bildet diese in jenem Punkte eine Ecke.

Eben so giebt es, wenn abc eine Kegelfliche ist, entweder
eine oder zwei Ebenen, welche ihr im Strahle b sich anschmie-
gen, je nachdem nimlich der Endschenkel des Flichenwinkels,
welcher aus der Axe b das Stiick ab der Fliche projicirt, mit
dem Anfangsschenkel des Flichenwinkels, welcher aus derselben
Axe das Stick be projicirt, zusammenfillt, oder von demselben
verschieden ist.

Ist AB eine gewundene Curve, so versteht man unter der ihr
im Punkte B sich anschmiegenden Ebene, den Endschenkel des
Flichenwinkels, welcher die Curve ausder ihr im Punkte B sich
anschmiegenden Geraden projicirt. Fallt diese Ebene mit der
Ebene, welche im Punkte B der Curve BC sich anschmiegf,
nicht zusammen, so giebt es durch diesen Punkt zwei Ebenen,
welche in ihm der Curve ABC sich anschmiegen, Von einer
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ebenen Curve kann man sagen, dass ihr in allen Punkten die
Ebene sich anschmiege, in der sie liegt.

142. Schmiegt der Curve AB im Punkt B die Gerade b sich
an, so schmiegt der Fliche S (A B), welche aus dem Punkte S
die Curve A B projicirt, in dem Strahle SB, der auch mit b zu-
sammenfallen kann, die Ebene Sb sich an, welche aus der Axe
SB den mit dem Punkte B zusammenfallenden Punkt der Curve
A B projicirt. Wenn daher der Curve ABC im Punkte B zwei
Gerade b, § sich anschmiegen, so bildet jede Kegelfiiche, welche
die Curve ABC aus einem ausserhalb der Ebene b 8 befindlichen
Punkte projicirt, eine durch den Punkt B gehende Kante. Das-
gelbe ist der Fall, wenn der Curve ABC im Punkte B nur eine
Gerade aber zwei Ebenen sich anschmiegen und aus einem in je-
ner Geraden befindlichen Punkte projicirt wird.

In der Folge wird, wenn von einer Curve die Rede ist, und
nicht ausdriicklich das Gegentheil bemerkt wird, immer voraus-
gesetzt, dass der Curve in jedem Punkte, durch welchen sie
n#mlich nur einmal geht, nur eine Gerade und eine Ebene sich
anschmiegen.

143. Die stetige Aufeinanderfolge von Geraden, welche einer
und derselben Curve sich anschmiegen, soll die der ‘Curve sich
anschmiegende Regelfliche oder auch, wenn die Curve eben ist,
der ihr sich anschmiegende Strahlenbiischel, die stetige Aufeinan-
derfolge von Ebenen aber, welche einer und derselben gewundenen

Curve oder auch einer und derselben Kegelflliche sich anschmie-
~ gen, der ihr sich anschmiegende Ebenenbiischel genannt werden.

Wird eine gewundene Curve durch s bezeichnet, so ist unter
der Regelfiiche s die der Curve s sich anschmiegende Regelfliche
und unter dem Ebenenbiischel s der der Regelfliiche s (oder der
Curve s) sich anschmiegende Ebenenblischel zu verstehen. Drei
zusammengehtrige Elemente B der drei Gebilde s sind ein Punkt
B der Curve s, die in diesem Punkte der Curve sich anschmie-
gende Gerade B und die in dieser Geraden der Regelfliche s
(also im Punkte B der Curve s) sich anschmiegende Ebene B. Der
Punkt B ist als der Mittelpunkt der Geraden B, diese Gerade
aber als die Axe der Ebene B zu betrachten. Bewegen sich drei
zusammengehdrige Element P, so dass der Punkt P die Curve s,
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also die Gerade P die Regelfliche s und die Ebene P den Ebe-
nenblischel s beschreibt, so bewegt sich der Punkt P in der
Geraden P, wihrend die Gerade P in der Ebene P um den
Punkt P und die Ebene P um die Gerade P sich dreht.

Wenn s eine ebene Curve ist (alle Ebenen des Ebenenbil-
schels s in einander fallen), und der Punkt P die Curve 8, also
die Gerade P den Strahlenbiischel s beschreibt, so bewegt sich
der Punkt P in der Geraden P, wihrend diese Gerade in der fe-
sten Ebene s um jenen Punkt sich dreht. Wenn endlich die Re-
gelfliche s eine Kegelfliiche ist (alle Punkte der Curve s in ein-
ander fallen) und der Strahl P die Kegelfliiche, folglich die Ebene
P den derselben sich anschmiegenden Ebenenbiischel s beschreibt,
8o dreht sich die Gerade P um den festen Punkt s in der Ebene
P, wihrend diese Ebene um jene Gerade sich dreht.

144. Wenn A B (141) eine ebene Curve ist, der also ein
Strahlenbtischel A B sich anschmiegt, so ist
der Strahl B der Endschenkel | der Punkt B der Endpunkt der
des Winkels, welcher die Curve Strecke, in welcher der Strah-
AB aus dem Punkte B proji- | lenbiischel AB von der Gera-
cirt. den B geschnitten wird.

145. In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jeder
Curve ABC ein Strahlenbiischel A;B,; C;, welcher der Curve
A;B( C; sich anschmiegt, die dem der erstern Curve sich an-
schmiegenden Strahlenbtischel A B O entspricht. Da nimlich die
Strecke, in welcher der Biischel A B von der Geraden B geschnit-
ten wird, im Punkte B sich endigt, so muss auch der jener
Strecke entsprechende Winkel, welcher aus dem Punkte B, die
Curve Ay B; projicirt, in dem Strahle B; sich endigen, welcher
dem Punkte B entspricht.

Das Reciproke von einer geschlossenen Curve 8, welcher, weil
sie eine Ecke bildet, ein nicht geschlossener Strahlenbiischel sich
anschmiegt, ist ein geschlossener Strahlenbiischel 81, welcher
einer nicht geschlossenen Curve sich anschmiegt. Dem Eck-
punkte der Curve s, in welchem also derselben zwei Strahlen
sich anschmiegen, entspricht der Strahl, welcher der Curve s, in
ihren beiden Grenzpunkten sich anschmiegt und also zwei Mittel-
punkte hat. Das Reciproke von einer geschlossenen Curve, wel-
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cher, weil sie drei Ecken bildet, drei unter sich nicht zusammen-
hingende Strahlenbiischel sich anschmiegen, ist ein Strahlenbii-
schel, welchcr drei nicht mit einander zusammenhingenden Cur-
ven sich anschmiegt. Es folgt hieraus, dass jeder Strahlenbiischel,
welcher keinen Winkel als Stiick in sich enthilt und folglich von
einer krummen Linie das Reciproke isty einer oder mehrern Cur-
ven sich anschmiegt. In der Regel wird aber, wenn von einem
stetigen Gebilde, welches einem andern, oder welchem ein ande-
res Gebilde sich anschmiegt, die Rede ist, vorausgesetzt, dass
auch in dem andern keine Unterbrechung der Stetigkeit stattfinde.

Sind ein ebenes System und ein Strahlenbiindel zu einander.
reciprok, so entspricht jeder Curve e¢in Ebenenbiischel, welcher
der Kegelflicke sich anschmiegt, die dem jener Curve sich an-
.schmiegenden Strahlenbtischel entspricht.

146. Jede Regelfliiche, welche entweder cine Kegelfliiche ist,
oder einer gewundenen Curve sich anschmiegt, heisst abwickelbar.

Eine Curve und die ihr sich
anschmiegende Regelfliche wer-
den (142) aus jedem Punkte,
welcher, im Falle die Curve
eben ist, ausserhalb ihrer Ebene
liegt, durch eine Kegelfliche
und den derselben sich anschmie-

Eine abwickelbare Regelfli-
che s und der ihr sich anschmie-
gende Ebenenbiischel s werden
von jeder Ebene U, welche, im
Falle die Fliiche eine Kegelfli-
che ist, nicht durch den Mittel-
punkt derselben geht, in einer

Curve und den derselben sich
anschmiegendenStrahlenbiischel
) geschnitten.

Nimmt man ndmlich an, dass zwei zusammengehorige Ele-
mente P der Gebilde s und also auch ibre Spuren p in der Ebene
U sich bewegen, so bewegt sich der Punkt p in der Geraden p,
wibrend diese Gerade um jenen Punkt sich dreht, woraus man
schliessen kann, dass der Punkt p eine Curve und die Gerade p
den derselben sich anschmiegenden Strahlenbiischel beschreibt.
Ob hiebei der Punkt P fest ist oder ebenfalls sich bewegt, ist ganz
gleichgiiltig und kann auch an der Bewegung der Elemente p
nicht erkannt werden. Der Fall, in welchem die Regelfliiche s
einer Curve sich anschmiegt und die schneidende Ebene durch
eine Gerade der Regelfliche geht, kann vorliufig noch ausser

genden Ebenenbiischel projicirt.
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Acht gelassen werden, indem dieser Fall bei dem Beweise des
folgenden Satzes nicht vorausgesetzt wird, aus dem folgenden
Satze aber hervorgeht, dass die obigen Sitze zu einander reci-
prok sind und also, wenn man zwei reciproke Systeme sich denkt,
aus dem einen sogleich der andere folgt.

147. In zwei reciproken riumlichen Systemen I, I, ent-
spricht jeder Curve ABC einen Ebenenbiischel A, B, C;, welcher
der Regelfiche A B, C; sich anschmiegt, die der jemer Curve
sich anschmiegenden Regelfliche A BC entspricht. Wenn ferner
ABC eine gewundene Curve ist, so schmiegt die Regelfliche
A;B; C; der Curve A; B, C; sich an, welche dem der Regelfliiche -
ABC sich anschmiegenden Ebenenbtischel entspricht.

Der Fall, in welchem A BC eine ebene Curve ist, ist schon
in 145 betrachtet worden. Da nun, wenn ABC eine gewundene
Curve ist, der Ebenenbtischel AB von jeder nicht durch die Ge-
rade B gehenden Ebene in einem Strahlenbiischel geschnitten wird,
dessen Endschenkel die Spur der Geraden B zum Mittelpunkt
hat, so folgt, dass jeder Kegelfliche, welche die Curve A, B, aus
einem ausserhalb der Geraden B; befindlichen Punkte projicirt,
in jhrem Endschenkel die Ebene sich anschmiegt, welche aus dem-
selben Punkte die Gerade B; projicirt, und dass also diese Ge-
rade die der Curve A; B; im Punkte B, sich anschmiegende Ge-
rade sei. Da ferner die Regelfliche AB aus jedem ausserhalb
der Geraden B befindlichen Punkte durch einen Ebenenbtischel
projicirt wird, dessen Endschenkel die Gerade, welche aus dem-
selben Mittelpunkte den Punkt B projicirt, zur Axe hat, so folgt,
dass jeder Curve, in welcher die Regelfliche A; B, von einer
nicht durch die Gerade B; gehenden Ebene geschnitten wird, in
ihrem Endpunkte die Spur der Ebene B; sich anschmiegt, und
dass also diese Ebene die der Regelfliche AyB, in der Geraden
B, sich anschmiegende Ebene ist. Will man den obigen Satz nicht
auf 146 zurtickfithren, so darf man nur bemerken, dass, wenn
drei zusammengehorige Elemente P der Gebilde ABC diese Ge-
bilde beschreiben, auch die ihnen entsprechenden Elemente P,
der Gebilde A; B, C; sich so bewegen, dass die Ebene P, um
die Gerade P; und diese Gerade in jener Ebene um den Punkt
Py sich dreht, withrend der Punkt P, in jener Geraden sich bewegt.
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Das Reciproke von einem Ebenenbiischel, von welchem kein
Stick einem und demselben Strahlenbtindel angehdrt, ist eine
Curve, von welcher kein Sttick eben ist. Findet in den beiden
der Curve sich anschmiegenden Gebilden keine Unterbrechung
der Stetigkeit statt, so gilt diessauch von den beiden Gebilden,
welchen der Ebenenbiischel sich anschmiegt.

148. Wenn A B eine gewundene Curve ist, der also eine
Regelfliche AB und ein Ebenenbiischel A B sich anschmiegen,
80 ist
die Gerade B der Endschenkel
der Kegelfliche, welche die
Curve AB aus dem Punkte B

die Gerade B der Endschenkel
des Strahlenbiischels', in wel-
chem der Ebenenbiischel A B

projicirt, die Ebene B aber der
EndschenkeldesFlichenwinkels,
welcher die Curve AB aus der
Axe B projicirt, und zugleich
der Endschenkel des Ebenen-
biischels, welcher die Regel-
fliche AB aus dem Punkte B
projicirt.

von der Ebene B geschnitten
wird, der Punkt B aber der
Endpunkt der Strecke, in wel-
cher der Ebenenbiischel ABdie
Gerade B schneidet, und zu-
gleich der Endpunkt der Curve,
in welcher die Regelfliche AB
und die Ebene B sich schneiden.

149. Von einer Geraden soll gesagt werden, dass sie einer
Fliche in einem Punkte sich anschmiege, wenn sie in diesem
Punkte irgend einer in der Fliiche liegenden Linie sich anschmiegt.
Liegt also eine Gerade in einer Fliche, so schmiegt sich die
Gerade in allen ihren Punkten der Fliche an.

Von einer Ebene soll gesagt werden, dass sie einer Fliche
F in einem Punkte sich anschmiege, wenn die Ebene entweder
eine stetige Aufeinanderfolge von Geraden, die der Fliche in je-
nem Punkte sich anschmiegen, in sich enthilt, oder einer von sol-
chen Geraden erfiillten Kegelfliche sich anschmiegt. Wenn ibri-
gens ein Ebenenbiischel so beschaffen ist, dass nach der so eben
gegebenen Erklirung alle seine Ebenen mit Ausnahme seines End-
schenkels der Fliche F sich anschmiegen, so ist auch diese Ebene
als eine der Fliche sich anschmiegende Ebene zu betrachten.

Schmiegt eine Ebene einer abwickelbaren Regelfliiche sich
an, so geschieht solches (146) in einer Geraden (in allen Punk-
ten einer Geraden), daher einer abwickelbaren Regelfliche nur
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ein Ebenenbiischel, einer andern krummen Fliche aber ein Ebe-
nenblindel sich anschmiegt.

150. In zwei reciproken riumlichen Systemen entspricht je-

~ der krummen Fliche F, von welcher kein Stiick abwickelbar ist,
ein Ebenenbiindel F,, welcher der Fliche F; sich anschmiegt,
die dem der erstern Fliche sich anschmiegenden Ebenenbiindel F
entspricht,

Jede in der Fliche F, enthaltene Curve A, B, entspricht
einem in dem Ebenenbiindel F enthaltenen Ebenenbiischel A B.
Gleichwie nun der Endschenkel der Regelfliche A B durch den
Punkt geht, in welchen die Ebene B der Fliche F sich an-
schmiegt, so liegt auch der Endschenkel der Regelfliiche A; B,
in der jenem Punkte entsprechenden Ebene des Ebenenbiin-
dels Fy.

151. Wenn der Ebene U in dem einen von zwei collineiiren
riumlichen Systemen X, I, die unendlich ferne Ebene des an-
dern entspricht, so entspricht jeder Curve A B C, welche die Ebene
U in cinem Punkte B schneidet, eine Curve Ay B, C, welche die
unendlich ferne Ebene in einem Punkte B, schneidet, und jeder
Kegelfliche, welche die erstere Curve aus einem ausserbalb der
Ebene U befindlichen Punkte S projicirt, eine Kegelfliche, welche
die letztere aus einem efgentlichen Punkte 8; projicirt. Die bei-
den einfachen Kegelflichen, welche die Stiicke Ay B, B, C, der
Curve A; B; C; aus der Spitze S projiciren, hiingen aus dem
Grunde nicht zusammen, weil der Anfangsschenkel der letztern
vom Endschenkel der erstern die Ergiinzung ist. Wenn aber die
Curve A B C die Ebene U im Punkte B und also die Curve
A;B,C; die unendlich ferne Ebene im Punkte B, beriihrt, so
findet auch zwischen den erwihnten einfachen Kegelfliichen, da
der Endschenkel der erstern zugleich der Anfangsschenkel der
letztern ist, Zusammenhang statt.

Jeder geschlossenen Curve, welche mit der Ebene U n Punkte
gemein hat, entspricht eine geschlossene Curve, welche aus n
Aesten besteht, deren jeder in einem unendlich fernen Punkte
anfingt und in einem unendlichen fernen Punkte (dem Anfangs-
punkte des folgenden) sich endigt.

Jeder Fliche F, welche die Ebene U in einer Linie s
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{ schneidet

}, entspricht eine Fliche F,, welche die unendlich
beriihrt .

schoeidet
f E .. Lini {
erne Ebene in einer Linie s; § boriihrt

F die Ebene U nur in einem Punkte, so beriihrt auch die Fli-
che F, die unendlich ferne Ebeue nur in einem Punkte. Wenn
endlich die Fliche F mit der Ebene U gar keinen Punkt gemein
hat, so sind alle Punkte der Fliche F, eigentliche Punkte.

152. Jede eigentliche Gerade, welche einer Curve in eimem
unendlich fernen Punkte sich anschmiegt, heisst eine Assymptote
derselben  Projicirt man eine ins Unendlick gehende gewundene
Carve A B naeh der Richtung, in welcher ibr unendlieh ferner
Endpunkt B liegt, so erhilt man eine Cylinderflichke A!B, wel-
cher in ihrem Endschenkel B (dem Endschenkel der Regelfliche
AB) der Endschenkel B des Ebenenbiischels A B sich anschmiegt.
Jede Ebene, welche jene Richtung nicht enthilt, schneidet die
Cylinderfliche in einer Curve alb, welcher in ihirem Endpunkte b
die Spur b der Ebene B sich anschmiegt. Ist die Gerade B eine
Assymptote der Curve A B, so ist auch der Punkt b ein eigent-
licher Punkt. Ist die Gerade B eine unendlich ferne Gerade,
aber doch die Ebene B eine eigentliche Ebene, so ist die Gerade
b eine Assymptote der ins Unendliche gehenden Curve alb, Wenn
endlich die Ebene B die unendlich ferne Ebene ist, so sind die
Elemente B, b simmtlich uneigentliche Elemente.

Ist eine Curve der Schnitt einer eigentlichen Kegelfliehe mit
einer eigentlichen Ebene E, so entspricht jedem Strahle der Kegel-
fliche, welcher zur Ebene E parallel ist, ein unendlich ferner
Punkt der Curve, und jeder Ebene, welche zur Ebene E nicht
parallel ist, aber der Kegelflliche in einem zu dieser Ebene pa-
rallelen Strahle sich anschmiegb, eine Assymptote der Curve.

}. Beriihrt die Fliche

§ 12

Eintheilung der geschlossenen Linien, Flidchen u. s. w. in seiche von
’ parer und in solche von unparer Ordnung.

153. Eine geschlossene Linie s heisst von parer oder unpa-~

rer Ordnung, je nachdem sie von einer Ebene U, welehe kein
Staudt, Geometrie der Lage. 6
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Sttick derselben in sich enthilt, parmal oder unparmal geschnit-
ten wird.

Es werde die Linie s von der Ebene U in m Punkten und
von einer andern Ebene V, welche kein Stiick derselben in sich
enthilt, in n Punkten geschnitten. Da nun die Linie s sich
schliesst und in jedem Punkte, in welchem sie die eine oder die
andere von den beiden Ebenen schneidet, von einem der beiden
Flichenwinkel UV, U’V in den andern tibergeht, so folgt, dass
m+n eine pare Zahl sei, und dass also die Linie entweder von
jeder der beiden Ebenen parmal, oder von jeder unparmal ge-
schnitten werde.

Eine geschlossene ebene Linie ist hiernach von parer oder
unparer Ordnung, je nachdem sie von einer Geraden (Linie er-
ster Ordnung), welche kein Stiick derselben in sich enthilt, aber
mit ihr in einerlei Ebene liegt, parmal oder unparmal ge-
schnitten wird.

154, Wenn drei Linien AMB, ANB, ARB von densel-
selben zwei Punkten begrenzt sind, so sind diejenigen Linien, de-
ren jede aus zweien der drei erstern zusammengesetat ist, entwe-
der alle drei von parer Ordnung oder es ist die eine von parer
Ordnung, wihrend die beiden ﬁbrigeil von unparer Ordnung
sind. .
Es schneide eine Ebene, welche weder durch A noch durch
B geht, die Linie AM B in m Punkten, die Linie AN B in n Punk-
ten und die Linie ARB in rPunkten, so wird von derselben
Ebene die eine der oben erwihnten geschlossenen Linien in
m+n, die andern in m+r und die dritte in n+r Punkten
geschnitten. Da nun die Summe 2m+2n+2r dieser drei Zah-
len eine pare Zahl ist, und also entweder alle drei pare Zahlen,
oder die eine pare, die beiden iibrigen aber unpare Zahlen sind,
so folgt der Satz.
parer
unparer
che ausStrecken zusammengesetzt ist, fiir irgend eine dieserStrecken
unparer }Ordnung.

arer

Anm. Wird von einem Gebilde gesagt, dass es von parer oder

Substituirt man in einer? Linie { }Ordnung, wel-

deren Erginzung, so erhilt man eine Linie{
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unparer Ordnung ist, so versteht es sich von selbst, dass
das Gebilde geschlossen ist.

155. Eine Fliche ist geschlossen, wenn sie von keiner Linie
begrenzt ist. Das Reciproke von einer solchen Fliche ist ein
geschlossener Ebenenbiindel, welcher nimlich von keinem Ebenen-
biischel begrenzt ist. Bine einfache Winkelfliiche ist, wenn auch
ihr Endschenkel mit ihrem Anfangsschenkel zusammenf%llt, von
einer unendlich fernen Linie begrenzt und also nicht als eine
wirklich geschlossene Fliche, sondern nur als eine sich schlies-
sende stetige Aufeinanderfolge von begrenzten Linien (Halb-
strahlen) zu betrachten.

Wenn gesagt wird, das zwei geschlossene Flichen F, G in
einer Linie FG { parer

: unparer

diess nichts anderes, als dass die Anzahl der Linien unparer
pare

unpare }

Zahl sei. Man kann hier auch unter FG den Inbegriff aller

Linien verstehen, welche die beiden Flichen mit einander gemein

haben; nur ist alsdann jede Linie, in welcher sie sich bertih-

} Ordnung sich schneiden, so heisst

Ordnung, in welchen die Flichen sich schneiden, eine {

ren, doppelt zu ziihlen.

156. Eine geschlossene Fliche F heisst von parer oder un-
parer Ordnung, je nachdem eine Gerade a, von welcher kein
Stiick in der Fliche liegt, dieselbe parmal oder unparmal
schneidet.

Es sei ¢ eine andere Gerade, von welcker kein Stiick in der
Fliche F liegt. Man nehme ferner zwei Ebenen an, von welchen
die eine G durch die Gerade a und die andere H durch die Ge-
rade ¢ geht, so dass aber die Fliche F weder von der Ebene G
noch von der Ebene H noch von der Schnittlinie b der beiden
Ebenen ein Stiick in sich enthilt. Wenn nun die Fliiche F und
die Ebene G in einer Linie parer Orduung sich schneiden, so
wird diese Linie und also auch die Fliche F von jeder der Ge-
raden a, b parmal geschnitten. Ist aber die Linie FG von un-
parer Ordnung, so wird die Fliche F von jeder der Geraden
a, b unparmal geschnitten. Ebenso wird die Fliche F von der
Geraden ¢ parmal oder unparmal geschnitten, je nachdem sie von

6*
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der Geraden b und also auch von der Geraden a parmal oder
unparmal geschnitten wird.

parer
unparer
Ebene (Fliche erster Ordnung), welche kein Stiick derselben in

Eine Fl'aiche'{ } Ordnung wird hiernach von jeder

sich enthilt, in einer Linie { parox } Ordnung geschnitten.
unparer

Wird eine Winkelfliiche von einer nicht durch ihren Mittel-
punkt gehenden Geraden in nPunkten geschnitten, so wird sie
von der Ebene, welche diese Gerade aus jenem Punkte projicirt,
in nStrahlen geschnitten, woraus hervorgeht, dass die obige Er-
klirung mit 20 und also auch mit 17 in Uebereinstimmung ist.
Der Mittelpunkt einer geschlosgzenen Winkelflsiche parer Ordnung
ist, wenn Punkte als Elemente der Fliche betrachtet werden,
ein Punkt, in welchem sie sich selbst beriihrt, welcher also,

wenn in ihm die Fliche von einer Geraden geschnitten wird,
zweimal zu zihlen ist.

157. Zwei geschlossene Linien, welche in einerlei Ebene
liegen, schneiden sich parmal, wenn entweder beide von parer
Ordnung sind, oder die eine von parer und die andere von un-
parer Ordnung ist; — unparmal aber, wenn beide von unparer
_ Ordnung sind. Folgt aus 17, wenn man das ebene System als
einen Schnitt eines gewshnlichen Straklenbiindels betrachtet.

158. Eine geschlossene Fliche F und eine ausserhalb der-
selben befindliche geschlossene Linie 8 schneiden sich unparmal,
wenn beide von unparer Ordnung sind, in jedem andern Falle
aber parmal.

.. Es sei st eine stetige Aufeinanderfolge von geschlossenen
Linien, deren jede ausserhalb der Fliche F liegt, so wird diese
Fliiche entweder von jeder der Linien parmal oder von jeder un-
parmal geschnitten, indem die Anzahl der Schnittpunkte beim
stetigen Uebergange von einer Linie zu einer andern nur um eine
pare- Zahl sich vermehren oder vermindern kann. Aus demselben
Grunde sind die Linien entweder alle von parer oder alle von
unparer Ordnung. Da man nun annehmen kann, dass die Linie §
in einer Ebene G liege, welche von der Fliche F kein Stiick
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enthilt (etwa eine Projektion der Linie s auf die Ebene G sel),
8o folgt der Satz aus 156 und 157. :

Durch die Betrachtung einer stetigen Aufeinanderfolge von
Linien kann man auch, wenn ein Stiick der Linie s in der Fli-
che F liegt, leicht entscheiden, ob dasselbe die Stelle eines
Sehnitt- oder eines Beriihrungspunktes vertritt.

159. Zwei geschlossene Flichen F, G, welche kein Stiick
wit einander gemein haben, schneiden sich, wenn beide von un-
parer Ordnung sind, in einer Linie unparer Ordnung, in jedem
andern Falle aber in einer Linie parer Ordnung. Die Anzahl
aller Punkte, in weleher drei geschlossene Flichen ¥, G, H, von
welchen keine zwei ein Sttick mit einander gemein haben, und
welche auch nicht alle drei durch eine und dieselbe Linie gehen,
sich schneiden, ist, wenn alle drei Flichen von unparer Ordnung
sind, eine umpare, in jedem amdern Falle aber eine pare Zahl.

Da in jedem der im letztern Satze erwihnten Punkte jede
der drei Flichen von der Schnittlinie der beiden tibrigen ge-
schnitten wird, so folgt der letstere Satz aus dem erstern und
aus 158. Um aber den erstern za beweisen, darf man nur an-
nehmen, dass H eine Ebene sei, und bemerken, dass nach 158
die Anzahl der Punkte, in welchen die Fliche F von der Linie
GH und also auch die Ebene H von der Linie F G geschnitten
wird, nur dann eine unpare Zahl ist, wenn jedes von den beiden
Gebilden F, GH und also auch die Fliche G von unparer Ord-
nung ist.

160. Wenn zwei geschlossene Gebilde G, Gy zu einander
projektivisch sind, so sind entweder beide wvon parer oder beide
von unparer Ordnung.

Sind niimlich G, @y zwei Linien oder eine Linie und eine
Winkelfliche oder zwei Flichen, so folgt der Satz aus 153 und
156. Ist das eine von den beiden Gebilden G, Gy eine Linie
und das andere ein Biischel oder das eine eine Fliche und das
andere ein Ebenenbtindel, so ist der Satz als eine Erklirung zu
b etrachten. In den tibrigen Fillen folgt alsdann der Satz aus 108.

Wird eine Gerade um einen festen Punkt in einer festen
Ebene oder eine Ebene um eine feste Axe in unverindertem Sinne
gedreht, bis sie wieder ihre anfingliche Stelle einnimmt, so be-
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schreibt dieselbe einen Biischel erster Ordnung. Ein Ebenenbiin-
del erster Ordnung ist der Inbegriff von allen Ebenen, welche

durch einen und denselben Punkt gehen.

Substituirt man in einem Biischel {

parer

} Ordnung, wel-
unparer

cher aus Winkeln zusammengesetzt ist, fiir einen dieser Winkel

seinen Nebenwinkel, so erhilt man (154) einen Bﬂschel{

Ordnung,

unparer}
parer

161. Betrachtet man nur Gebilde, welche in einerlei Ebene
liegen, so ist in der Regel die Anzahl der

Punkte, welche eine Linie s

{ parer |

Ordnung miteiner Ge-
unparer)

raden gemein hat, eine{ pare }

unpare
Zahl. Die Geraden, welche in
Hinsicht auf die Linie s von der
Regel eine Ausnahme machen,
gehdren einem Strahlenbiischel
an, welcher mit keinem Strah-
lenbiischel erster Ordnung, des-
sen Mittelpunkt M ausserhalb
der Linie s liegt, ein Stiick ge-
mein hat.

162. Die Anzahl der Punkte,

parer

unparer}
Ordnung mit einer Geraden ge-
mein hat, ist in der Regel eine

pare
{unpare
raden, welche in Hinsicht auf
die Fliche U von der Regel
eine Ausnahme machen, und
durch einen und denselben aus-

serhalb der Fliche befindlichen

welche eine Fliche U {

} Zahl, so dass die Ge-

Strahlen, welche ein Strahlenbii-
schels { pa
unparer
nem Strahlenbiischel erster Ord-
pare
unpa.re}
Zahl. Die Mittelpunkte der Bii-
schel erster Ordnung, welche in
Hingicht auf den Biischel s von
der Regel eine Ausnahme ma-~
chen, liegen in einer Linie, wel~
che mit keiner ausserhalb des
Biischels s befindlichen Geraden
ein Stiick gemein hat.
Die Anzahl der Ebenen, welche
ein Ebenenbiischel U{ parer }
unparer
Ordnung mit einem Ebenenbii-
schel erster Ordnung gemein hat,
pare
unpa.re}
Zahl, so dass die Axen aller
Ebenenbiischel erster Ordnung,
welche in Hinsicht auf den Ebe-
nenbiindel U von der Regel eine
Ausnahme machen, und eine aus-

rer }Ordnung mitei-

nung gemein hat, eine

ist in der Regel eine {
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Punkt gehen, einer oder einigen | serhalb desselben befindliche
Winkelflichen angehtren und | Ebene mit einander gemein ha-
algo keinen Winkelraum erfiil- | ben, einem oder einigen Strah-
len. : lenbiischeln angehoren.

163. Zu jeder Regelfliiche R{ parer } Ordnung gehdrt ein
unparer

parer
unparer
griff von allen Ebenen ist, deren jede durch eine Gerade der Re-
gelfliche geht.

Es sei a eine Gerade, so dass weder die Regelfliche R und
die Gerade a noch der Ebenenbtindel R und der Ebenenbiischel a
von den im Vorigen erwihnten Regeln eine Ausnahme machen.
Bemerkt man nun, dass zu jedem Punkte, welchen die Fliche R
mit der Geraden a gemein hat, weil in ihm diese Gerade von
einer Geraden r der Fliche geschnitten wird, eine Ebene ar ge-
hort, welche der Ebenenbiindel R mit dem Ebenenbtischel a ge-
mein hat, so folgt der Satz.

164. Wenn in einem einformigen Grundgebilde ein Element
P sich bewegt hat und wihrend der Bewegung mit dem festen
Elemente B zusammengefallen ist, ohne hiebei den Sinn der
Bewegung getindert zu haben, so soll gesagt werden, dass das
Element P iiber das Element B sich hinwegbewegt habe.

Beschreibt in einem einférmigen Grundgebilde u ein Element

Ebenenbiindel R { } Ordnung, welcher niimlich der Inbe-

P ein Gebilde { parer }Ordnung, g0 bewegt es sich, von wel-
unparer

chem festen Elemente die Bewegung ausgehen mag, tiber jedes
andere feste Element des einfsrmigen Grundgebildes{ parmal }

unparmal
hinweg.

Da hier statt eines Biischels sein Schnitt mit einer Geraden
betrachtet werden kann, so kann man annehmen, dass u eine
Gerade sei. Beschreibt aber in einer Geraden ein Punkt P von
A ausgehend eine: geschlossene Linie, welche eine nicht durch A
gehende Ebene nmal schneidet, so muss er iiber die Spur der
Ebene nmal sich hinwegbewegen, woraus der Satz folgt. Wenn
z. B. ein Punkt zuerst die Strecke ABC und alsdann die Strecke
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CB A besehreibt, so bat er eine Linie parer Ordnung beschrieben.
Substituirt man fiir ein Stiick A B dieser Linie dessen Brgiinzung

A'B, so erhilt man eine Linie unparer Ordnung.

Anm. Wenn nicht ansdriicklich bemerkt wird oder aus dem Zu-
sammenhange hexvorgeht, dass ein Gebilde eine stetige Auf-
einanderfolge von Elementen enthalte oder enthalten kinne,
deren jedes ofter als einmal zu zihlen ist, so wird, wie bis-
her, so auch in der Folge angenommen, dass dem nicht so sei.

165. Eine Linie s | P*TT }

]unpa.rer
Ordnang wird aus jedem aus-
serhalb derselben befindlichen
PunkteS durcheineWinkelfliiche
8 { parer

Ord jicirt.
unparer} rdnung projicir

Ein Ebenenbtischel { parer }

unparer
Ordnung wird von jeder ihm
nicht zugehorigen Ebene in ei-
nem ‘Strahlenbiischel { parer }

unparer:

Ordnung geschnitten.

Schneidet nimlich die Linie s eine durch den'Punkt$S ge-
hende Ebene n mal, so wird diese Ebene auch von der Winkel-
fliche S n mal geschnitten. In der Geometrie der Ebene steht
dem Satze linker Hand folgender gegeniiber:

Die Spur eines Strahlenbfischels {

Geraden u, welche ihm nicht angehdrt, ist eine Linie{

parex } Ordnung in einer
anparer
parer }
unparer

Ordnung, so dass also, wenn ein Strahl den Biischel' beschreibt,
seine Spur in der Geraden u fiber jeden festen Punkt derselben

{ parmal } hinweggeht.
unparmal
166. Bine Linies{ parer
unparer )

Ordnung wird aus jeder Axe a,
welche weder mit der Linie €i-
nen Punkt gemein hat, noch
mit ihr in einerlei Ebens liegt,

durch einen Ebenenbiischel
T
{ unparer rdnung projieirt.

Ein Ebenenbiischel { parer }

unparer
Ordnung wird von jeder Gera-
den, welche weder in einer sei-
ner Ebenen liegt, noch von al-
len in einem und demselben
Punkte geschnitten wird, in ei~
parer
unparer
geschnitten .

ner Linie

: Ordnung
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Schneidet nimlich eine durch a gehende Ebene E die Linie s
in nPunkten, so muss auch, wenn ein Punkt P von einem aus-
serhalb der Ebene E befindlichen Punkte ausgehend die Linie s
beschreibt, die Ebene aP nmal tiber die Ebene E sich hinweg-
bewegen. Aus dem Satze rechter Hand folgt noch:

Wenn eine Ebene einen geschlossenen Ebenenbiischel be-
schreibt, welchem die unendlich ferme Ebene nicht angehort, so
wendet sie am Ende jedem eigentlichen Punkte, der nun nicht
in ihr liegt, dieselbe Beite zu, welche sie ihm Anfangs zuge-
wendet hat, oder die entgegengesetzte Seite, je nachdem der
Biischel von parer oder unparer Ordnung ist.

167. Eine Regelfliche R { P*®"

lunparer

nicht in ihr liegenden Punkte 8§ durch einen Ebenenbiischel

parer

{ unparer

rade p die Regelfliche beschreibt, von der Ebene Sp beschrie-
ben wird.

Es entspreche dem ;Ebenenbiindel R in dem einen von den
zwei reciproken Systemen die Regelfliche R; im andern und
dem Punkte S im erstern die Ebene 8; im letztern. Da nun
die Regelfiichen R, Ry nach 160 und 163 entweder beide von
parer oder beide von unparer Ordnung sind, und dasselbe von
dem im Satze erwibnten Ebenenbiischel und der ihm entspre-
chenden Linie gilt, in welcher die Fliche Ry von der Ebene S,
geschnitten wird, so folgt der Satz aus 156.

} Ordnung wird aus jedem

}Ordnung projicirt, welcher nimlich, wenn eine Ge-

168. Wird eine Regelﬂache{ parer }ordnung, der keine
unparer
unendlich ferne Gerade angehtrt, von einer Geraden beschrieben,

ohne

} Verwechslung der beiden in ihr
mi

so nimmt diese zuletzt {

enthaltenen Richtungen die anfiingliche Stelle wieder ein.

Da nimlich hier nur die Linie ¢ in Betrachtung kommt, in
welcher die endlich ferne Ebene von der Regelfitiche geschnitten
wird, so kann man fiir diese Fliche, wenn sie keine Winkel-
fliche ist, eine Winkelfliiche substituiren, welche jene Linie ¢
aus irgend einem eigentlichen Punkte projicirt. 15.
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| 8. 18.

Von den ebenen Figuren und den ihnen verwandten Gebilden.

169. Jedes Stiick einer Ebene, welches als der Schnitt eines
Strahlenkegels betrachtet werden kann, soll eine ebene Figur heis-
sen. Gleichwie nun in einem Strahlenkegel keine Winkelfiiche
unparer Ordnung, so ist auch in einer ebenen Figur keine Linie
unparer Ordnung enthalten. i

Ist von einem gewdhnlichen Strahlenbiindel ein eigentliches
ebenes System ein Schnitt, so entspricht jedem Strahlenkegel,
dessen Mantel von der zum ebenen Systeme parallelen Ebene des
Strahlenbiindels weder bertihrt noch geschnitten wird, eine eigent-
liche (endliche) Figur. Wird der Mantel eines Strahlenkegels von
jener Ebene in einem Strahle beriihrt, so geht die ihm entspre-
chende Figur ins Unendliche. Wird ein Strahlenkegel durch jene
Ebene (einen in ihr befindlichen Winkel) in zwei Theile getheilt,
so wird die ihm entsprechende Figur durch die in ibr befind-
liche unendlich ferne Strecke in zwei Theile getheilt, welche,
weil ibr Zusammenhang im Unendlichen liegt, nach der ge-
wohnlichen Ansicht nicht zusammenhiingen.

Jede ebene Figur, deren Umfang mit irgend einer Geraden
a, welche in der nimlichen Ebene liegt, keinen Punkt gemein
hat, kann, wenn sie aunch keine eigentliche Figur ist, doch als
die Projektion einer eigentlichen Figur betrachtet werden. Pro-
Jicirt man n#mlich die Figur aus irgend einem ausserhalb ihrer
Ebene befindlichen eigentlichen Punkte M, so erhiilt man einen
Strahlenkegel, welcher von jeder zur Ebene Ma parallelen Ebene
in einer eigentlichen Figur geschnitten wird.

170. Eine Ebene wird (16) Durch jeden Strahlenbiischel
als System von Punkten durch | f; parer Ordnung, in welchem

jede in ihr befindliche Linie f
parer Ordnung, welche durch
keinen Punkt Sfter als einmal
geht, in zwei Systeme getheilt,
von welchen das eine eine von
der Linie f eingeschlossene Fi-
gur ist (keine Linie unparer

kein Strahl Sfter als einmal zu
ziihlen ist, wird das System von
allen mit ihm in einerlei Ebene
befindlichen Geraden in zwei
Systeme getheilt, von welchen
das eine, welches von dem Bii-
schel f; aunsgeschlossen heissen
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Ordnung in sich enthlt), wih-
rend im andern unendlich viele
Linien unparer Ordnung ent-
halten sind. Jede Linie, welche
in der Ebene liegt und einen
Punkt des einen Systems mit
eineni Punkte des andern ver-
bindet, hat mit der gemein-
schaftlichen Grenze f der bei-
den Systeme, durch welche die
Punkte von einander getrennt
sind, wenigstens einen Punkt
gemein.

soll, keinen Strahlenbiischel un-
parer Ordnung in sich enthilt,
wihrend im andern unendlich
viele solche Biischel enthalten
sind. Jeder Strahlenbiischel,
welcher eine Gerade des einen
Systems mit einer Geraden des
andern verbindet, hatmit der ge-

- meingchaftlichen Grenze f; der

beiden Systeme, durch welche
die Geraden von einander ge-
trennt sind, wenigstens einen -
Strahl gemein.

Von je zwel begrenzten Systemen, welche einerlei Grenze

haben, soll jedes die Erginzung des andern genannt werden.
Sind ein ebenes System und ein Strahlenbiindel zu einander reci-
prok, so entspricht in ihnen jeder Figur (jedem von einer Linie
eingeschlossenen Systeme von Punkten) ein von einem Ebenenbii-
schel ausgeschlossenes System von Ebenen und jedem von einem
Strahlenbiischel ausgeschlossenen Systeme von Geraden ein von
einer Winkelfliiche eingeschlossenes System von Strahlen. Die
Erginzungen von entsprechenden Systemen entsprechen einander
ebenfalls.

171. Jede Linief, durch wel-
che eine Ebene als System von
Punkten in zwei Systeme F, F1
getheilt wird, diein jedemStiicke
der Linie aneinander stossen, ist

Jeder Strahlenbiischel, durch
welchen das System von allen
in einerlei Ebene liegenden Ge-
raden, in zwei Systeme getheilt
wird, die den Biischel zur ge-

meinschaftlichen Grenze haben,
ist von parer Ordnung.

Die Linie f wird nimlich von jeder in der n#mlichen
Ebene befindlichen Geraden, da diese eben so oft von F in F1
als von F! in F iibergeht, parmal geschnitten.

172, Versteht man unter einem ebenen nEcke eine ebene
Figur, welche von n Strecken eingeschlossen ist, so giebt es sechs
Arten von Dreiecken. Die drei Seiten eines Dreiecks konnen
nimlick sein:

von parer Ordnung.
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1) Drei endliche Strecken, was beim endlichen Dreiecke der

Fall ist.

2) Eine endliche Strecke und zwei (einstimmig-parallele) Halb~

strahien.

8) Zwei Halbstrahlen und eine im Unendlichen liegende Strecke.

4) Zwei (entgegengesetzt-parallele) Halbstrahlen und eine durch

das Unendliche gehende Strecke.

5) Eine endliche und zwei durch das Unendliche gehende
Strecken.

6) Drei im Unendlichen liegende Strecken, so dass also das
Dreieck der Schnitt einer dreiseitigen Strahlenpyramide mit
der unendlich fernen Ebene ist.

Durch die in ihm liegende unendlich ferne Strecke wird ein
Dreieck der vierten Art in zwei Dreiecke der dritten Art, ein
Dreieck der fiinften Art aber in ein Dreieck und ein Viereck ge-
theilt.

Ebenso giebt es, wenn man unter einem n Kante eine (eigent-
liche) n seitige Strahlenpyramide oder ein n seitiges Strahlenprisma
versteht, sechs Arten von Dreikanten, nimlich das gewohnliche
Dreikant, welches einen eigentlichen Mittelpunkt hat, und fiinf
Arten von dreiseitigen Strahlenprismen, welche den finf ersten
Arten von Dreiecken entsprechen, wenn ein ebenes System als
ein Schnitt eines Parallelstrahlenbiindels betrachtet wird. Jedem
Dreiecke der ersten Art entspricht ein eigentliches dreiseitiges
Strahlenprisma. Jedem Dreiecke der dritten Art (hohlen ebenen
Winkel) entspricht ein dreiseitiges Strahlenprisma der dritten Art
(ein hohler Flichenwinkel).

173. Eine Ebene wird durch drei Gerade, welche nicht in
einem und demselben Punkte sich schneiden, in vier Dreiecke ge-
theilt, von welchen je zwei eine Seite und den ihr gégeniiberlie-
genden Winkel mit einander gemein haben. Je zwei von den
drei Geraden bilden nimlich mit einander zwei Winkel, deren
Jeder durch seinen Schnitt mit der dritten Geraden in zwei Drei-
ecke getheilt wird. Liegen zwei Punkte in einem und demselben
von den vier Dreiecken, so wird von den beiden Strecken, wel-
che sie verbinden, die eine von keiner der drei Geraden und also
die andere von jeder derselben geschnitten.
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Schneiden sich die drei Geraden in drei eigentlichen Punk-
ten, so ist das eine von den vier Dreiecken ein endliches Drei-
eck, wibrend die drei iibrigen von der fiinften Art sind. Sind
zwei von den drei Geraden zu einander parallel, so sind zwei
von den vier Dreiecken von der zweiten, die beiden tibrigen aber
von der vierten Art. Schneiden sich nur zwei von den drei Ge-
raden in einem eigentlichen Punkte, so dass also die dritte Ge-
rade die unendlich ferne Gerade der Ebene ist, so sind alle vier
Dreiecke von der dritten Art. Ist die Ebene selbst die unend-
lich ferne Ebene, so sind alle vier Dreiecke von der sechsten Art.

174. Wenn die drei Eckpunkte eines Dreiecks und ein
Punkt P, welcher in ihm liegt, oder eine Gerade p, welche mit
seinem Umfange keinen Punkt gemein hat, aber mit ihm in einer-
lei Ebene liegt, gegeben sind, so ist das Dreieck bestimmt.
Jede Strecke, welche zwei von den drei gegebenen Eckpunkten
verbindet, nnd von der Geraden, die aus dem dritten Eckpunkte
den Punkt P projicirt, geschnitten, oder von der Geraden p nicht
geschnitten wird, ist eine Seite des Dreiecks.

Hat man irgend eines von den vier Dreiecken, welche die
drei Punkte A, B, C zu Eckpunkten haben, durch A B C be-
zeichnet, so kann man die drei tibrigen, von welchen das eine
die Seite A B, das andere die Seite AC und das dritte die Seite
B C mit dem erstern gemein hat, durch A B'C, A CB, BCA
bezeichnen, so dass also von diesen drei letztern Dreiecken das
‘ersto und zweite die Seite B'C (oder C'B), das erste und dritte
die Seite A'C und das zweite und dritte die Seite A'B gemein
haben.

175. Zwei nicht concentrische Winkel ab, ac, welche in
einerlei Ebene liegen und einen Schenkel gemein haben, durch-
gschneiden sich in einem Dreiecke, dem jeder Punkt angehort, in
welchem ein Strahl des einen Winkels von einem Strahle desan-
dern geschnitten wird. Werden jene Winkel durch p, q und ihre
Nebenwinkel durch-p;, q; bezeichnet, so kann man die vier
Dreiecke, welche die Geraden a, b, ¢ mit einander bilden, durch
P4, Pdiy P1dy Pt Qi bezeichnen.

176. Wird in einem gewGShnlichen Strahlenbiindel, von wel-
chem ein ebenes System ein Sehnitt ist, ein Vierkant angemom-
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men, so entspricht diesem nur dann ein endliches Viereck, wenn
die schneidende Ebene eine eigentliche Ebene ist, und die zu ihr
parallele Ebene des Strahlenbiindels den Mantel des Vierkants
weder bertihrt noch schneidet. Da aber diese Ebene den Mantel
des Vierkants in einer Kante oder in einer Seite beriihren oder
das Vierkant in zwei Dreikante oder in ein Dreikant und ein
Vierkant oder in ein Dreikant und ein Ftinfkant oder in zwei
Vierkante theilen oder die schneidende Ebene die unendlich ferne
Ebene sein kann, so giebt es acht Arten von ebenen Vierecken,
vorausgesetzt, dass nur Vierecke mit ausspringenden Winkeln be-
trachtet werden. Allgemein ist die Anzahl der verschiedenen Ar-
ten von ebenen nEcken, welche lauter ausspringende Winkel ha-

ben entweder—31124-“3 oder —3%4—, je nachdem nimlich n

eine unpare oder pare Zahl ist.

177.  Vier Gerade a, b, ¢, d, welche durch einen und
denselben Punkt gehen, von welchen aber keine drei in einerlei
Ebene liegen, sind die Kanten von drei Vierkanten abed, aedb
adbe, deren jedes lauter ausspringende Winkel hat, und von
welchen je zwei in zwei einander gegentiiberliegenden Seiten an-
einanderstossen. Man erhiilt die sechs Seiten dieser drei Vier-
kante, wenn man je zwei von den vier Geraden durch einen
ebenen Winkel verbindet, welcher von der durch die beiden fibri-
gen Geraden bestimmten Ebene nicht geschnitten wird. Eben so
sind vier Punkte, welche in einerlei Ebene, von welchen aber
keine drei in einer und derselben Geraden liegen, die Eckpunkte
von drei Vierecken, deren jedes lauter ausspringende Winkel hat,
und welche zusammen die ganze Ebene erfiillen.

178. Wenn die Grenze eines Strahlenkegels von keiner
Ebene in mehr als zwei Strahlen geschnitten wird, so ist jeder
Strahl a seiner Erginzung die Axe eines um ihn beschriebenen
Flichenwinkels. Man kann nimlich eine Ebene, welche durch die
Gerade a geht und den Mantel des Strahlenkegels schneidet, in
jedem Sinne um jene Gerade sich drehen lassen, bis die Schnift~
linien in einander fallen. Geschieht diess bei der Drehung in dem
einen Sinne in dem Strahle b und bei der Drehung im andern
Sinne in dem Strahle ¢, so sind ab, ac die Schenkel des er-
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wihnten Flichenwinkels. — Wiirden die drei Geraden a, b, ¢
in einerlei Ebene liegen, so wiirde diese um jede vierte Gerade,
welche durch die beiden letaztern von der erstern getrennt, so
gedreht werden konnen, dass sie den Mantel des Strahlenkegels
in vier Strahlen schneiden mtisste.

Wird der Umfang einer ebenen Figur von keiner Geraden
in mehr als zwei Punkten geschnitten, so ist jeder Punkt ihrer
Erginzung der Mittelpunkt eines um sie beschriebenen ebenen
Winkels, daher die Figur (169), wenn sie auch keine eigent-
liche Figur ist, doch als die Projektion einer eigentlichen Fi-
gur betrachtet werden kann.

179. Wenn der Umfang f einer ebenen Figur F von kei-
ner Geraden in mehr alszwei Punkten geschnitten wird, so soll
die stetige Aufeinanderfolge g von Geraden, welche die Linie f
. bertihren, der diese Linie oder auch der die Figur F umhiillende
Strahlenbiischel genannt werden. Durch den Strahlenbiischel g
wird das System von allen in der Ebene befindlichen Geraden in
zwei Systeme getheilt, von welchen das eine G von dem Biischel,
so wie auch von der Linie f ausgeschlossen ist, das andere G1
aber unendlich viele Strahlenbiischel erster Ordnung in sich ent-
hilt. Eine Gerade, welche nicht in der gemeinschaftlichen Grenze
dieser beiden Systeme liegt, gehtrt dem erstern oder dem letz-
tern an, je nachdem sie die Linie f nicht schneidet oder schnei-
det. Ist F eine geradlinige Figur, so ist der Biischel g aus den
Aussenwinkeln derselben zusammengesetzt, Bildet aber die Linie
f keine Ecke, so ist g der ihr sich anschmiegende Strahlen-
biischel.

Eine Gerade hat mit der Li- Ein Strahlenbiischel erster

nie f entweder zwei Punkte A,B
oder gar keinen Punkt oder
eine Strecke oder einen Punkt
gemein, je nachdem sie nimlich
in dem Systeme G! oder in dem
Systeme G enthalten ist, oder
die Linie f in einer Strecke
oder in einem Punkte berlihrt.
Im ersten Falle wird die Gerade

Ordnung hat mit dem Biischel
g entweder zwei Strahlen a, b
oder gar keinen Strahl oder
einen Winkel oder einen Strahl
gemein, je nachdem n#mlich
gein Mittelpunkt in dem Sy-
steme Floder in dem Systeme
F enthalten oder ein Eckpunkt
der Linie f oder ein anderer
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durch die beiden Punkte A, B
in zwei Strecken getheilt, von
welchen die eine in die Figur
F beschrieben, die andere aber
in der Erginzung F! dieser Fi-
gur enthalten ist. In den iibri-
gen Fillen liegt kein Punkt der
Geraden in der Figur F.

Punkt derselben ist. Im ersten

' Falle wird der Strahlenbiischel

erster Ordnung durch die bei-
den Strahlen a, b in zwei Win-
kel getheilt, von welchen der
eine dem Systeme G angehort,
der andere aber um die Figur
F beschrieben ist. In den tibri-

gen Fillen liegt kein Strahl des
' Strahlenbtischels in dem Sy-
steme G.

180. In zwei reciproken ebenen Systemen =, 3 entspricht
jeder Figur F, deren Umfang f von keiner Geraden in mebr als
zwei Punkten geschnitten wird, ein vom Umfange einer solchen
Figur ausgesehilossenes System F; von Geraden. Gleichwie nim-
lich der die Linie f umhiillende Strahlenbtischel g mit einem Strah-
lenbiischel erster Ordnung, dessen Mittetpunkt in der Linie f liegt,
entweder nur einen Strahl oder einen Winkel, mit einem andern
Strahlenbtischel erster Ordnung aber entweder gar keinen Strahl
oder zwei Straklen gemein bhat, so bat die Linie g; mit einer
Geraden, welche dem Biisckel f; angehdrt, entweder nur einen
Punkt oder eine Strecke, mit einer andern Geraden aber entwe-
der gar keinen Punkt oder zwei Punkte gemein. Jeder Winkel,
welcher um die von der Linie g eingeschlossene Pigur G be-
schrieben ist, entspricht einer Strecke, welche von einer in die
Figur F beschriebenen Strecke die Ergfinzung ist, u. s. w.

Wenn die Linie f aus m Strecken und n Curven zusammen-
gesetzt ist und rEcken bildet, so muss die Linie g, aus rStre-
cken und nCurven zusammengesetzt sein und m Ecken bilden.
Ist F' ein nEck, so ist auch G, einuEck. Jeder Seite des einen
entspricht ein Aussenwinkel des andern.

Nimmt man an, dass das zweite =, von den zu einander
reciproken Systemen ein Strahlenbiindel ist, so ist G| ein Strah-
lenkegel, dessen Mantel g; von keiner Ebene in mehr als zwei
Geraden geschnitten wird, und ¥; das von der Fliche g; und
dem sie umhtillenden Ebenenbiischel ausgeschlosserte System von
Ebenen, Je zwei Nebenwinkeln, von welcher der cine um die
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Figur F beschrieben ist, und also der andere dem Systeme G
von Geraden angehdrt, entsprechen zwei Nebenwinkel, von wel-
chen der eine ein Schnitt des Systems F,, der andere aber in
den Strahlenkegel G; beschrieben ist, u. s, w.

181.

Es sei wieder F eine ebene Figur, deren Umfang f

von keiner Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten wird,
und G das voun der Linie f und den sie umbhiillenden Strahlen-
biischel g ausgeschlossene System von Geraden.

Dreht sich eine Gerade, wel-
che die Linie f in zwei Punk-
ten schneidet, um einen Punkt,
der entweder in der Figur F
oder in ihrer Ergiinzung liegt,
so bewegen sich die Schnitt-
punkte in der Linie fim letz-
tern Falle im entgegengesetzten
Sinne, im erstern Falle aber in
einem und demselben Sinne, so
dass, wenn die Gerade einen
Strahlenbiischel erster Ordnung
beschreibt, zuletzt jeder von
den beiden Schnittpunkten die
anfingliche Stelle des andern
einnimmt.

In der Linie f sind zwei
Punkte, in welchen sie von ei-
ner Geraden geschnitten wird,
durch zweianderesolche Punkte
getrennt oder nicht getrennt, je
nachdem der Schuittpunkt der
beiden Geraden in der Figur
F oder auseerhalb derselben
liegt.

Die Figur F wird durch jede
Gerade, welche die Linie f

schneidet, (durch jede in sie
Staudt, Geometrie der Lage.

Bewegt sich der Mittelpunkt
eines um die Figur F beschrie-
benen Winkels in einer Gera-
den, welche entweder im Sy-
steme G oder in der Erglinzung
desselben enthalten ist, so be-
wegen sich seine Schenkel in
dem Biischel g im letztern Falle
im entgegengesetzten Sinne, im
erstern Falle aber in einem und
demselben Sinne, so dass, wenn
der Mittelpunkt des Winkels
jene Gerade beschreibt, zuletat
jeder seiner Schenkel die an-
fingliche Stelle des andern ein-
nimmt,

In dem Biischel g sind die
Schenkel eines um die Figur F
beschriebenen Winkels durch
zwei andere solche Strahlen ge-
trennt oder nicht getrennt, je
nachdem die Gerade, welche
die Mittelpunkte der beiden
Wiakel verbindet, dem Systeme
G oder seiner Erglinzung an-
gehort.

Das System G wird durch
jeden ausserhalb der Figur F

befindlichen Punkt (durch den
7



beschriebene Strecke) in zwei
Figuren getheilt. Jede Strecke,
welche einen Punkt der einen
dieser Figuren mit einemPunkte
der andern verbindet, und die
Linie f nicht schneidet, wird
von jener Geraden geschnitten.
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Nebenwinkel eines jeden um die
Figur F beschriebenen Winkels)
in zwei Systeme getheilt. Jede
Gerade des einen dieser Systeme
bildet mit jeder Geraden des
andern zwei Winkel, von wel-
chen der eine die Figur F, der

andere aber jenen Punkt in
sich enthiilt.

182. Das System von allen in einer und derselben Ebene
befindlichen Geraden wird durch drei Punkte A, B, C, welche
nicht in einer und derselben Geraden liegen in vier Systeme ge-
theilt, deren jedes vom Umfange eines Dreiecks ausgeschlossen

ist. Je zwei Gerade, welche einem und demselben von den vier
Systemen angehdren, konnen durch einen Winkel verbunden
werden, welcher keinen der drei Punkte in sich enthiilt, wih-
rend je zwei Gerade, welche verschiedenen Systemen angehioren,
durch jene Punkte getrennt sind.
Bezeichnet man die vier Dreiecke, welche die drei Punkte
A, B, C zu Eckpunkten haben, durch ABC, ABC, ACB,
BC'A, so kann man durch dieselben Ausdriicke auch die vier
Systeme von Geraden bezeichnen. Dem Systeme BC'A von Ge-
raden, welches niimlich vom Umfange des Dreiecks BC'A ausge-
schlossen ist, gehort jede Gerade an, welche die beiden Seiten
A B, AC des Dreiecks ABC schneidet.
183. Eine Ebene wird als
System von Punkten durch n
Gerade, von welchen keine drei

Das System von allen in ei-
ner und derselben Ebene be-
findlichen Geraden wird durch

durch einen und denselbenPunkt
—1

inz_) + 1 Sy-

steme getheilt. Ist n > 2, so

ist jedes dieser Systeme eine

geradlinige Figur, welche lau-

ter ausspringende Winkel hat

gehen, in

und von keiner der n Geraden
ein Stiick in sich enthilt. Je-

nPunkte, von welchen keine
drei in einer und derselben Gera-

n(n—1)
— 5  + 1
Systeme getheilt. Ist n > 2,
so ist jedes dieser Systeme vom
Umfange einer geradlinigen Fi-
gur ausgeschlossen, welche lau-
ter ausspringende Winkel hat,

den liegen, in
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der Winkel, welchen zwei der
nGeraden mit einander bilden,
ist von azwei solchen Figuren
ein Aussenwinkel.

und diejenigen der nPunkte,
welche keine Eckpunkte dersel-
ben sind, in sich enthilt. Jede
Strecke, welche zwei der nPunk-

te verbindet, ist eine gemein-
schaftliche  Seite
solchen Figuren.

von zwel

n(n—1)
2
in welchen die n Geraden sich schneiden. Um sich nun zu iiber-

Der Ausdruck stellt die Anzahl der Punkte vor,

zeugen, dass die Anzahl der Systeme jene Zahl immer um eins
iibertreffe, darf man nur bemerken, dass diess fiir n—2 (anch
fir n=1) gilt, und dass, wennzu m Geraden noch eine hinzu-
kommt, jede von den beiden Zahlen um m vermehrt wird, indem
die letzte Gerade durch die m Punkte, in welchen sic die m er-
- stern schneidet, in m Strecken getheilt wird, deren jede eines
der vorigen Systeme selbst wieder in zwei Systeme theilt. Es
lassen sich hieran noch folgende Bemerkungen kniipfen.

I. Wenn die Ebene eine eigentliche Ebene ist, aber unter
den n Geraden die unendlich ferne Gerade derselben sich befindet,
und die Anzahl der tibrigen durch r bezeichnet wird, so ist die
Anzahl der ins Unendliche gebenden Figuren == 2r und also

die Anzahl der endlichen Figuren — L;_U + 1—2r =
r(r—3)
o Tl

II. Ist unter den Figuren ein nEck » so sind die itbrigen
Figuren nDreiecke und n@=3) Vierecke.

2
Je zwei aufeinanderfolgende
Aussenwinkel des nEcks durch-

Jedes System von Geraden,
welcheszwei aufeinanderfolgen-

schneiden sich in einem Drei-
ecke, je zwei nicht anfeinander-
folgende Aussenwinkel aber in
einem Vierecke.

de Seiten des nEcks schneidet,
ist vom Umfange eines Dreiecks,
jedes System aber, welches zwei
nicht aufeinanderfolgendeSeiten
schueidet, vom Umfange eines
Vierecks ausgeschlossen.

7*
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ITIT. TIst n—4, so sind die Figuren vier Dreiecke und drei

Vierecke.

Die zwdlf Seiten der vier
Dreiecke sind zugleich die zwolf
Seiten der drei Vierecke. Je
zwel von den vier Geraden ent-
halten von einem der drei Vier-
ecke zwei einander gegentiber-
liegende Seiten, von jedem der
beiden iibrigen aber zwei auf-
einanderfolgende Seiten.

Die zwolf Aussenwinkel der
vier Dreiecke sind zugleich die
zwolf Aussenwinkel der drei
Vierecke.
vier Punkten sind in einem der

Je zwel von den

drei Vierecke zwei einander ge-
genfiberliegende, in jedem der
beiden tibrigen aber zwei auf-
einanderfolgende Eckpunkte.

IV. Ist n—=5, so sind die Figuren fiinf Dreiccke, fiinf
Vierecke und ein Fiinfeck. Kommt n#mlich zu vier Geraden,
durch welche die Ebene in vier Dreiecke und drei Vierecke ge-
theilt wird, noch eine fiinfte Gerade hinzu, welche die erstern
in vier Punkten schneidet, so werden durch die fiinfte Gerade
zwei von den vier Dreiecken und zwei von den drei Vierecken
getheilt. Dass aber nicht jedes von diesen beiden Vierecken in
ein Fiinfeck und ein Dreieck und auch nicht jedes in zwei
Vierecke getheilt werde, folgt aus II und III

8. 14.

Von den Kdrpern und den ihnen verwandien Gebilden.

184. Jeder korperliche Raum, welcher keine Linie unparer
Ordnung in sich enthilt, soll von nun an ein Korper und von
der Fliche, welche ihn von dem iibrigen Theile des unbegrenz-
ten Raumes tremnt, eingeschlossen heissen. Da hiernach der
Schnitt eines Korpers mit einer Ebene entweder eine Figur oder
der Inbegriff von zwei oder mehrern Figuren ist, und also aus-
serhalb eines Korpers unendlich viele Linien unparer Ordnung
denkbar sind, so folgt, dass die Ergiinzung eines Korpers kein
Korper ist.

Das Reciproke von einem Korper ist ein von einem Ebenen-
biindel begrenztes System von Ebenen, welches keinen Ebenen-
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biischel unparer Ordnung in sich enth&lt und daher von jenem
Ebenenbtindel ausgeschlossen heissen soll.

185. Jede Fliche, durch wel-
che der unbegrenzte Raum (als
System von Punkten) in zwei
Theile P, Q getheilt wird, die
in jedem Stiicke der Fliche
aneinanderstossen, ist (156) von
parer Ordnung.

Eine Gerade geht nimlich
Q in P tiber.

Jeder Ebenenbiindel, durch .
welchen das System von allen
im Raume denkbaren Ebenen
in zwei Systeme getheilt wird,
die den Ebenenbiindel zur ge-
meinschaftlichen Grenze haben,
ist von parer Ordnung.

eben so oft von P in Q als von
Ist in dem eiren von diesen Raumtheilen eine

Ebene enthalten, welche mit der Fliche keinen Punkt gemein
hat, so ist der andere, da keine Linie unparer Ordnung in ihm

denkbar ist, ein Korper.

186. Durch jede Fliche F,
welche von parer Ordnung, aber
nicht aus zwei oder mehrern
geschlossenen Flichen zusam-
mengesetzt ist, wird das System
von allen im Raume denkbaren
Punkten in zwei Systeme ge-
theilt. Jede Linie, welche ei-
nen Punkt des einen dieser
Systeme mit einem Punkte des
andern verbindet, hat mit der
Fliche F wenigstens
Punkt gemein.

einen

Durch jeden Ebenenbiindel
parer Ordnung, welcher nicht
aus zwei oder mehrern geschlos-
senen Ebenenblindeln zusam-
mengesetzt ist, wird das Sy-
stem von allen im Raume denk-
baren Ebenen in zwei Systeme
getheilt. Jeder Ebenenbiischel,
welcher eine Ebene des einen
dieser Systeme mit einer Ebene
des andern verbindet, hat mit
Jenem Ebenenbiindel wenigstens
eine Ebene gemein.

Es sei AB irgend eine Linie, welche die Fliche Fin einem

Punkte schneidet, so muss auch (158) jede andere Linie, welche
den Punkt A mit dem Punkt B verbindet, da sie mit der erstern
eine geschlossene Linie bildet, die Fliche F schneiden, woraus
hervorgeht, dass durch diese Fliche der Punkt A vom Punkte B
getrennt ist, und also der Raum getheilt wird. Da aber jeder
Theil von einer geschlossenen Fliche begrenzt sein muss, und
diese keine andere als die Fliche F sein kann, so folgt, dass
es nur zwei Theile sind.

187. In zwei collineiren Systemen entspricht jedem Korper
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K ein Korper Ky, dessen Oberfliche F; der Oberfliche F des
erstern entspricht. Hat die Fliche F mit derjenigen Ebene U
des erstern Systems, welcher die unendlich ferne Ebene des an-
dern entgpricht, keinen Punkt gemein, so ist K; ein endlicher
(eigentlicher) Korper. Es ist alsdann jeder Punkt in der Ebene
U der Mittelpunkt eines um den Korper K beschriebenen Strah-
lénkegels, dem ein um den Korper K; beschriebener Strahlency-
linder entspricht, und jede Gerade in der Ebene U die Axe eines
um den Korper K beschriebenen Flichenwinkels, dem ein um
den Korper K| beschriebener Parallelraum entspricht.

Wenn die Fliche F von der Ebene U in einem Punkte B
oder in einer Linie oder in cinem Stiicke beriihrt wird, so geht
der Korper K; ins Unendliche. Wenn ferner im ersten von die-
sen Fillen jede Gerade, welche die Ebene U im Punkte B schnei-
det, aus zwei Strecken besteht, von welchen die eine in dem Kor-
per K, die andere aber ausserhalb desselben liegt, so wird jede
eigentliche Gerade, welche durch den unendlich fernen Punkt
B; geht, durch den eigentlichen Punkt, in welchem sie die Fliche
Fy schneidet, in zwei Halbstrahlen getheilt, von welchen der
eine in dem Korper K;, der andere aber ausserhalb desselben
liegt.

Wird der Kérper K durch die Ebene U in zwei Theile ge-
theilt, so besteht der Korper K; aus zwei Theilen, welche in
einem Stiicke der unendlich fernen Ebene aneinanderstossen und
also nach der gewdhnlichen Ansicht nicht zusammenhiingen.

188. Versteht man unter einem Tetraeder einen von vier
Dreiecken eingeschlossenen Korper, so giebt es acht Arten von
Tetraedern.

Die Flichen eines Tetraeders konnen nimlich sein:

1) Vier endliche Dreiecke, was beim endlichen Tetraeder der

Fall ist.

2) Ein endliches Dreieck und drei Diviecke der zweiten Art.

3) Zwei Dreiecke der zweiten und zwei Dreiecke der drit-
ten Art.

4) Drei Dreiecke der dritten und ein Dreieck der sechsten Art.

5) Zwei Dreiecke der dritten und awei Dreiecke der vier-

ten Art.
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6) Ein Dreieck der aweiten, zwei Dreiecke der vierten und
ein Dreieck der fiinften Art.

7) Ein endliches Dreieck und drei Dreiecke der fiinften Art.

8) Vier Dreiecke der fiinften Art.

Denkt man sich ein Tetraeder und eine Ebene, so wird die
Ebene entweder mit der Oberfliche des Tetraeders gar keinen
Punkt gemein haben, oder diese Fliche in einem Eckpunkte oder
in einer Kante oder in einem Dreiecke beriihren, oder eine oder
zwei oder drei oder vier Kanten des Tetraeders schneiden. Nimmt
man nun an, dass die Ebene die unendlich ferne Ebene sei, so
fiibrt diess auf die obigen acht Arten von Tetraedern.

189. Der unbegrenzte Raum wird durch vier Ebenen, wel-
che nicht durch einen und denselben Punkt gehen, in acht Te-
traeder, jedes von den vier Dreikanten niimlich, welche drei der
vier Ebenen mit einander bilden, durch seinen Schnitt mit der
vierten Ebene in zwei Tetraeder getheilt. Bie acht Tetraeder
bilden zwei Gruppen, von welchen jede aus vier Tetraedern be-
steht, so dass je zwei Tetraeder, welche einer und derselben
Gruppe angehoren, ein Paar Gegenkanten mit einander gemein
haben, je zwei Tetraeder aber, welche nicht einer und derselben
Gruppe angehiren, in einem Dreiecke aneinanderstossen und zu-
sammen ein Dreikant erfiillen. Verbindet man zwei ausserhalb
der vier Ebenen befindliche Punkte durch eine Strecke und dann
auch durch deren Ergiinzung, so wird entweder die eine dieser
Strecken von keiner der vier Ebenen und also die andere von
jeder derselben, oder jede von zweien, oder die eine von einer
und die andere von den drei iibrigen geschnitten werden, je
nachdem nimlich jene Punkte in einem und demselben Tetraeder
oder in zwei Tetraedern einer und derselben Gruppe oder nicht
in einer und derselben Gruppe liegen.

Schneiden sich je drei der vier Ebenen in einem eigentlichen
Punkte, so besteht die eine Gruppe aus einem endlichen Tetrae-
der und drei Tetraedern der achten Art, die andere aber aus
vier Tetraedern der siebenten Art. Schneiden sich drei von den
vier Ebenen in drei zn einander parallelen Geraden, so besteht
jede von den beiden Gruppen aus einem Tetraeder der zweiten
und drei Tetraedern der sechsten Art. Sind zwei der vier Ebe-
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nen zu einander parallel, so besteht jede Gruppe aus zwei Te-
traedern der dritten und zwei Tetraedern der fiinften Art. Ist
unter den vier Ebenen die unendlich ferne Ebene, so sind alle
acht Tetraeder von der vierten Art (einfache Dreikante.)

190. Wenn die vier Eckpunkte eines Tetraeders und ein
Punkt P, welcher in ihm liegt, oder eine Ebene p, welche mit
seiner Oberfliche keinen Punkt gemein hat, gegeben sind, so ist
das Tetraeder bestimmt. Jede Strecke, welche zwei von den vier
gegebenen Eckpunkten verbindet, und von der Ebene, die durch
die beiden iibrigen und den Punkt P bestimmt ist, geschnitten
oder von der Ebene p nicht geschnitten wird, ist eine Kante
des Tetraeders.

Hat man irgend eines der acht Tetraeder, welche die vier
Punkte A, B, C, D zu Eckpunkten haben, durch ABCD be-
zeichnet, so kdnnen die drei tibrigen Tetraeder derselben Gruppe
durch ABCD, AC'BD, AD'BC und die vier Tetraeder der
andern Gruppe durch ABC:D, ABD'C, ACD'B, BCD"A
bezeichnet werden, so dass also z. B. das erste und vierte die
Kanten AD, BC gemein haben, das erste und letzte aber in
dem Dreiecke BCD aneinanderstossen.

191. Drei Flichenwinkel a b, ac, ad, welche einen Schen-
kel a mit einander gemein haben, deren Axen aber nicht alle drei
durch einen und denselben Punkt gehen, durchschneiden sich in
einem Tetraeder, dem jeder Punkt angehdrt, in welchem eine
Ebene des ersten, eine Ebene des zweiten und eine Ebene des
dritten Winkels sich schneiden. Bezeichnet man die drei Winkel,
von welchen je zwei in einem Dreikante sich durchschneiden, des-
sen Schnitt mit dem dritten jenes Tetraeder ist, durch p, q, r
und ihre Nebenwinkel durch p;, qq, ry, so kann man die acht
Tetraeder, welche die vier Ebenen a, b, ¢, d mit einander bil-
den, durch pqr, pqirs, pi1qry, pithr, PAry, PAIT, PiqT,
p1qiry bezeichnen, so dass also im letzten die drei Winkel
P1, 91, Ty sich darchschneiden.

192. Wenn die Oberfliche F eines Korpers K von keiner
Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten wird, so gilt dies
anch vom Umfange einer jeden ebenen Figur, welche cin Schnitt
des Korpers ist. Jeder Punkt M, welcher ausserhalb des Kor-



105

pers liegh, ist der Mittelpunkt eines um ihn beschriebenen
Strahlenkegels, dessen Mantel von keiner Ebene in mehr als
zwei Strahlen geschnitten wird. Jede Gerade, welche mit der
Oberfliche des Korpers keinen Punkt gemein hat, ist die Aze
eines um ihn beschriebenen Flichenwinkels, welcher, wenn die
Gerade durch den Punkt M geht, zugleich um jenen Strahlen-
kegel beschrieben ist. Jede Ebene E, welche durch den Punkt
M geht und dem Korper K schneidet, enthilt einen Winkel,
welcher den Punkt M zum Mittelpunkt hat und um den Schnitt
beschrieben ist. Lisst man um eine in diesem Winkel liegende
feste Gerade die Ebene E sich drehen, so dass sie einen Ebenen-
biischel erster Orduung beschreibt, so beschreiben die Schenkel
des Winkels die erwiihnte Kegelfliiche.

Da es unendlich viele Ebenen giebt, welche die Oberfliiche
des Korpers K nicht schneiden, so kann man zn demselben,
wenn er auch kein endlicher Kborper ist, einen ihm collinetiren
endlichen Korper sich denken.

) 193. Wird die Oberfliche k eines Korpers K von keiner
Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten, so soll der Inbe-
griff s von allen Ebenen, welche die Fliche k bertihren, der
diese Fliche oder auch der den Korper K umhiillende Ebenen-
biindel genannt werden. Durch den Ebenenbiindel k wird das
System von allen im Raume denkbaren Ebenen in zwei Systeme
getheilt, von welchen das eine S von der Fliche ausgeschlossen
und (185) das Reciproke von einem Korper ist, das andere aber
unendlich viele Ebenenbiindel erster Ordnung in sich enthilt.
Eine Ebene, welche nicht in der gemeinschaftlichen Grenze dieser
beiden Systeme liegt, gehtrt dem erstern oder dem letztern an,
je nachdem sie die Fliiche k nicht schneidet oder schneidet. Ist
K ein ebenflichiger Korper, welcher nEcken hat, so ist der
Ebenenbiindel s aus n Ebenenbiindeln, deren jeder vom Mantel
einer Strahlenpyramide (von einer Raumecke) ausgeschlossen ist,
zusammengesetzi, so dass aber auch noch die Grenzen dieser
Ebenenbiindel ihm angehdren. Wird die Fliche k in jedem ihrer
Punkte nur von einer Ebene bertibrt, so ist s der ihr sich an-
schmiegende Ebenenbiindel. DBezeichnet man das System von
Geraden, welche die Fliiche k schneiden durch V und das System
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von Geraden, welche mit ihr keinen Punkt gemein haben, durch

W, so gilt Folgendes:

Jede Gerade des Systems V
wird durch die beiden Punkte,
in welchen sie die Fliche k
schneidet, in zwei Strecken ge-
theilt, von welchen die eine in
den Korper K beschrieben ist,
die andere aber ausserhalb des-
selben liegt. Alle Ebenen, wel-
che durch die Gerade gehen,
liegen ausserhalb des Systems S,

Jeder Ebenenbiischel I. Ord-
nung, dessen Axe eine Gerade
des Systems W ist, wird durch
die beiden Ebenen, welche er
mit dem Ebenenbtindel s gemein
hat, in zwei Winkel getheilt,
von welchen der eine dem Sy-
steme S a.ngehiirﬁ, der andere
aber um den Korper K be-
schrieben ist. Alle Punkte der
Geraden liegen ausserhalb des
Korpers K.

Liegt eine Gerade h in der gemeinschaftlichen Grenze der

beiden Systeme V, W, so hat
das gerade Gebilde h mit der
Fliche k entweder «) nur einen
Punkt oder §) eine Strecke ge-

mein,

der Ebenenbiischel h mit dem
Ebenenbiindel s entweder o)
nur eine Ebene oder f;) einen
Winkel gemein.

Wenn K ein ebenflichiger Kérper ist, so findet der Fall ¢ e,

oder «fy oder Bey oder 88, statt, je nmachdem die Gerade h
die Fliche k in einem in einer Kante befindlichen Punkte oder
in einem Eckpunkte oder in einer Strecke, welche keine Kante
oder eine Kante ist, beriihrt.

Die gemeinschaftliche Grenze der beiden Systeme V, W
hat mit

jeder Ebene, welche ausserhalb | jedem Strahlenbiindel, dessen

des SystemsS liegt, einen Strah-
lenbiischel gemein, der die Li-
nie umhiillt, in welcher die
Ebene die Fliche k schneidet.

Mittelpunkt ausserhalb des Kor-
pers K liegt, eine Kegelfliche
gemein, welche der dem Strah-
lenbtindel und dem Ebenenbiin-
del s gemeinschaftliche Ebe-
nenbiischel umbhiillt.

194. In zwei reciproken Systemen entspricht jedem Korper
K, dessen Oberflich: k von keiner Geraden in mehr als zwei
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zwei Punkten geschnitten wird, ein von der Oberfliche eines sol-
chen Korpers ausgeschlossenes System K; von Ebenen.

Dem von der Fliche k ausgeschlossenen Systeme S von Ebe-
nen entspricht nimlich ein Korper S;, dessen Oberfliche s; dem
die Fliche k umhiillenden Ebenenbtindel s (der Grenze des Sy-
stems 8) entspricht. Jeder Geraden, welche die Flicke k schnei-
det, durch welche also keine Ebene des Biindels s geht, ent-
spricht eine Gerade, welche mit der Fliche s; keinen Punkt ge-
mein hat. Jeder Geraden, welche mit der Fliche k keinen Punkt
gemein hat, in welcher also zwei Ebenen des Biindels s sich schnei-
den, entspricht eine Gerade, welche mit der Fliiche s; zwei Punkte
gemein hat. Wenn eine Gerade a die Fliche k bertibrt, und also
der Ebenenbtischel a mit dem Ebenenbiindel s entweder nur eine
Ebene oder einen Winkel gemein hat, so hat die ihr entspre-
chende Gerade mit der Fliche s, entweder nur einen Punkt oder
eine Strecke gemein. Jedem Punkte, welcher in dem Korper K
liegt, durch welchen also keine Ebene des Biindels s geht, ent-
spricht eine Ebene, welche mit der Fliche s; keinen Punkt ge-
mein hat. Liegt ein Punkt P in der Fliche k, so dass also der
Ebenenbiindel P erster Ordnung mit dem Ebenenbiindel s entwe-
der nur eine Ebene oder einen Winkel oder ein von einer Win-
kelfliiche ausgeschlossenes System von Ebenen gemein hat, so ge-
hort die jenem Punkte entsprechende Ebene P;, da sie mit der
Fliiche s; entweder nur einen Punkt oder eine Strecke oder eine
Figur gemein hat, dem diese Fliiche umhiillenden Ebenenbiindel
an. Jedem Punkte M, welcher ausserhalb des Korpers K liegt
und also der Mittelpunkt eines um denselben beschriebenen Strah-
lenkegels ist, entspricht eine Ebene M;, welche den Korper S,
schneidet. Gleichwie nun der Korper 8; durch die Ebene M,
(durch seinen Schnitt F; mit der Ebene M) in zwei Theile ge-
theilt wird, so dass jede Strecke, welche irgend einen Punkt des
einen Theils mit irgend einem Punkte des andern verbindet und
die Fliche s, nicht schneidet, von der Ebene M; geschnitten wird,
so wird das System S von Ebenen durch den Punkt M (durch
den von dem Mante! jenes Strablenkegels ausgeschlossenen Ebe-
nenbiindel F) in zwei Systeme getheilt, so dass jede Ebene des
einen dieser Systeme mit jeder Ebcne des andern zwei Winkel
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bildet, von welchen der eine den Korper K, der andere aber den
Punkt M in sich enthilt.

‘Ist K ein ebenflichiger Korper, so ist auch S, ein ebenfli-
chiger Korper. Jeder Kante des einen Korpers entspricht alsdann
ein Aussenwinkel des andern, jedem Eckpunkte des einen, in
welchem n Kanten zusammenstossen, eineEbene, welche die Ober-
fliche des andern in einem n Ecke beriihrt. :

195. Durch vier Punkte A, B, C, D, welche nicht in einer-
lei Ebene liegen, wird (189) das System von allen im Raume
denkbaren Ebenen in acht Systeme getheilt, deren jedes von der
Oberfliiche eines Tetraeders ausgeschlossen ist, welches jene Punkte
zu Eckpunkten hat. Jede Ebene, welche durch keinen der vier
Punkte geht, bildet mit jeder andern solchen Ebene zwei Winkel,
von welchen entweder der eine gar keinen der vier Punkte und
also der andere alle vier, oder jeder zwei oder der eine einen
und also der andere drei in sich enthilt, je nachdem nimlich die
beiden Ebenen in einem und demselben Systeme oder in zwei Sy-
stemen einer und derselben Gruppe oder nicht in einer und der-
selben Gruppe liegen.

Das System ABC'D, welches nimlich von der Oberfliche
des Tetraeders ABC'D ausgeschlossen ist, schneidet die drei Kan-
ten AD, BD, CD des Tetraeders ABCD, wihrend das System
AB'CD die vier Kanten AC, AD, BC, BD des Tetraeders
ABCD schneidet. Jede Ebene des Systems ABCD bildet also
mit jeder Ebene des Systems ABC'D zwei Winkel, von welchen
der eine die drei Punkte A, B, C und der andere den Punkt D
in sich enthilt, mit jeder Ebene des Systems AB-CD aber zwei
Winkel, von welchen der eine die Punkte A, B und der andere
die Punkte C, D in sich enthilt.

196. Der unbegrenzte Raum
wird als System von Punkten
durch nEbenen, von welchen
keine drei durch eine und die-
selbe Gerade und keine vier
durch einen und denselbenPunkt
n(n—1) (n-—_2)

gehen, in n+4 3.3

DasSystem von allen im Rau-
me denkbarenEbenen wird durch
nPunkte, von welchen keine drei
in einer und derselben Geraden
und keine vier in einerlei Ebene
n (n—1) (n—2)

2.8
Systeme getheilt. Ist n > 3, so

liegen, in n +
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Theile getheilt. Ist n> 8, so0
ist jeder der Raumtheile ein Po-
lyeder, welches lauter aussprin-
gende Winkel und lauter drei-
kantige Ecken hat, und durch
keine der nEbenen selbst wie-
der getheilt wird. Jede Ecke
eines jeden dieser Polyeder ist
von einer Ecke eines andern

ist jedes dieser Systeme von der
Oberfliiche eines Polyeders aus-
geschlossen, welches lauter aus-
springende Winkel und lauter
dreieckige Flichen hat, und die-
jenigen von den n Punkten, wel-
che nicht Eckpunkte desselben
sind, in sich enthilt. In jedem
Dreiecke, welches drei der n

die Scheitelecke. Punkte zu Eckpunkten hat, stos-

senzweiderPolyeder aneinander.
Um sich zu iiberzeugen, dass fiir jeden Werth von n die
Anzahl der Raumtheile der Anzahl der Ebenen mehr der Anzahl
ihrer Schnittpunkte gleich sei, darf man nur bemerken, dass
dies fir n=—=3 (auch fiir n—1 und n=—2) der Fall ist, und
dass, wenn zu mEbenen noch eine hinzukommt, dadurch die
Anzahl der Ebenen um 1, die Anzahl ihrer Schnittpunkte um
m (m—1)
2
m (m—1)
2

und die Anzahl der Raumtheile um die Summe 14

sich vermehrt, indem die letzte Ebene (188) durch die

Spuren der m erstern in 1 4B (n;- 1)

ren jeder einen der vorigen Raumtheile selbst wieder in zwei
Theile theilt.

Durch r+1 Ebenen, von welchen keine drei durch eine und
dieselbe Gerade und keine vier durch einen und denselben Punkt
r+1)r(r—1

2.3

+ 1 Theile getheilt. Ist unter den Ebenen die un-

Theile getheilt wird, de-

gehen, wird also der Raum in r4 14

__r(xr+5)
6

endlich ferne Ebene, so dass r also die Anzahl der iibrigen be-
zeichnet, so ist die Anzahl der ins Unendliche gehenden Raum-
theile — r(r—1) + 2 und also die Anzahl der endlichen
_ —1)(&—2)(x—3).

- 2.3
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§. 15.

Riickkehrelemente.

197. Man nehme an, dass ein Punkt P in einer Geraden P
sich bewege, oder die Gerade P in der Ebene P um den Punkt P
oder die Ebene P um die Gerade P sich drehe, oder dass auf
diese Weise zwei von den drei Elementen P oder alle drei zu-
gleich sich bewegen. Hat nun der Punkt P sich bewegt und in
der Stelle B den Sinn seiner Bewegung in der Geraden P geiin-
dert, so soll der Punkt B ein Rtckkehrpunkt der vom Punkte P
beschriebenen Linie oder auch, wenn diese krumm ist (die Ge-
rade P zugleich um den Punkt P sich gedreht hat), eine Spitze
derselben genannt werden. Hat die Gerade P sich gedreht und
in der Stelle B den Sinn der Drehung getindert, so ist die Ge-
rade B ein Riickkehrstrahl der von der Geraden P beschriebenen
Regelfliiche. Wenn endlich die Ebene P sich gedreht und in der
Stelle B den Sinn der Drehung getindert hat, so ist die Ebene B
eine Riickkehrebene des von der Ebene P beschriebenen Ebenen-
biischels, Der Mittelpunkt cines Riickkehrstrahles in einem
Strahlenbtischel, welcher einer ebenen Curve sich anschmiegt,
heisst auch ein Wendepunkt dieser Curve.

198. Bezeichnet man den Fall, in welchem ein Element B
kein Riickkehrelement ist, durch —, den Fall aber, in welchem
dasselbe ein Riickkehrelement ist, durch +, so muss in Hinsicht
auf jeden Punkt B einer ebenen Curve s und den dazu gehbri-
gen Strahl B des ihr sich anschmiegenden Strahlenbiischels s
einer von den vier Fillen

—— =ttt — + +
Statt finden. Der Punkt B ist im ersten Falle ein gewshnlicher
Punkt der Curve, im zweiten ein gewbhnlicher Wendepunkt, im
dritten eine gewthnliche Spitze und im vierten, in welchem so-
wohl der Punkt B ein Riickkehrpunkt der Curve s als auch der
Strahl B ein Ritckkehrstrah]l des Biisehel s ist, Spitze und Wen-
ersten

, } Falle im Punkte
dritten

depunkt zugleich. Die Curve s wird im {

beriihrt

hmitt } » von jeder andern durch den
geschnitten

B von der Geraden B {
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Punkt B gehenden Geraden aber in ihm {geschmtten } Im

beriihrt

{zvzrelten} Falle wird die Curve von jeder durch den Punkt B

vierten

gehenden Geraden in diesem Punkte {gfchi;l;t:en } Im ersten
eriihr

Falle heisst die Curve im Punkte B auf der Seite, auf welcher
sie von der Geraden B bertihrt wird, erhaben, auf der ent-
gegengesetzten Seite aber hohl.

Wenn der Curve s in dem einen von zwei reciproken ebenen
Systemen der Strahlenbiischel 8, im andern und also dem Strah-
lenbiischel s die Curve s, entspricht, und in Hinsicht auf den
Punkt B und den Strahl B der Fall xy Statt findet, so findet in
Hinsicht auf den dieser Geraden entsprechenden Punkt B, der
Curve s; und den dazu gehdrigen Strahl des Biischels 8y der
Fall yx Statt, daher die Anzahl der Wendepunkte in einer jeden
von den beiden Curven der Anzahl der Rickkehrpunkte in der
andern gleich ist. In collineiren Systemen ist in dieser Be-
ziehung zwischen zwei einander entsprechenden Fillen nie ein’
Unterschied.

Bezeichnet xy cine Combination aus den Zeichen —, +,
so soll unter xy das Zeichen — oder 4 verstanden werden, je
nachdem die Anzahl der in der Combination enthaltenen — Zei-
chen eine unpare oder pare Zahl ist.

199. Bildet in einer Ebene eine krumme Linie eine Ecke,
so wird sie in dem Eekpunkte von den Geraden, welche in
ihm sich ihr anschmiegen, entweder berithrt oder geschnitten
oder von der einen bertihrt und von der andern geschnitten.
Im letztern Falle ist der Eckpunkt zugleich ein Wendepunkt.

Ist von zwei aufeinanderfolgenden Stticken A B, BC das eine
auf der eimen Seite, das andere aber auf der entgegengesetzten
Seite der Linie hohl, so muss der Punkt B ein Wendepunkt
derselben sein.

200. Wenn in einer Ebene die eine P von zwei sich schnei-
denden Geraden, um einen ausserhalb der andern Q befindlichen
Punkte P sich drehend, einen Strahlenbiischel beschreibt, so be-
schreibt der Schnittpunkt Q der beiden Geraden eine Linie. Je-
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der Ritickkehrpunkt dieser Linie liegt in einem Riickkehrstrahle
jenes Biischels. Es wird hiebei vorausgesetzt, dass der Punkt P
entweder fest sei oder nur in der um ihn sich drehenden Gera-
den P sich bewege, und dass die Gerade Q entweder gar nicht
oder nur um den in ibr sich bewegenden Punkt Q sich drehe.

201. Es bezeichne wieder xy den Fall, welcher in Hinsicht
auf einen Punkt B einer ¢benen Curve s und den dazu gehori-
gen Strahl B des jhr sich anschmiegenden Strahlenbiischels s
Statt findet. '

Beschreibt ein Punkt die Beschreibt ein Strahl den Bii-

Curve 8, so beschreibt die Ge-
rade, welche ibn mit einem fe-
sten Punkte S verbindet, einen
Strahlenbiischel, der von der
In Hin-
sicht auf denjenigen Strahl die-
ses Biischels, welcher den Punkt
B projicirt, findet der Fall x
oder xy oder y Statt, je nach-
dem der Punkt S ausserhalb der
Geraden B liegt, oder ein vom
Punkte B verschiedener Punkt
dieser Geeraden oder der Punkt
B selbst ist.

Curve ein Schein ist.

schel s, so beschreibt seine Spur
in jeder festen Geraden S, eine
Linie, welche ein Schnitt des
Strahlenbiischelsist. In Hinsicht
auf denjenigen Punkt dieser Li-
nie, welcher von dem Strahle B
die Spur ist, findet der Fall y
oder xy oder x Statt, je nach-
dem die Gerade S; die Gerade
B in einem vom Punkte B ver-
schiedenen Punkte oder im
Punkte B schneidet, oder die
Gerade B selbst ist.

202. Jedes geschlossene Gebilde, welches ineinem einférmi-

gen Grundgebilde enthalten ist, hat eine pare Anzahl von Riick-
kehrelementen. Hat z. B. in einer festen Geraden ein Punkt von
A aus sich bewegt und den Sinn der Bewegung nmal geiindert,
so hat er zuletzt, wenn n eine pare Zahl ist, in dem anfingli-
chen, im entgegengesetzten Falle aber in dem entgegengesetzten
Sinne sich bewegt. Ist nun die vom Punkte beschriebene Linie
geschlossen, so ist der Punkt A als ein in ihr liegender Punkt
im erstern der erwihnten Fille kein Riickkehrpunkt, im letztern
aber ein Rtickkehrpunkt, und mithin in jedem Falle die Anzah}
aller Riickkehrpunkte eine pare Zahl.

203. Eine geschlossene ebene Curve s, der also ein geschlos-
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sener Strahlenbiischel s sich anschmiegt, hat eine pare oder
unpare Anzahl von

Wendepunkten, je nachdem sie | Riickkehrpunkten, je nachdem
von parer oder umparer Ord- | der Strahlenbiischel s von pa-
nang ist. rer oder unparer Ordnung ist.

Wenn pimlich die Curve m Wendepunkte hat, und von
einer Geraden u, welche weder durch einen dieser Punkte geht,
noch dem Strahlenbiischel s angehdrt, in nPunkten geschnitten
wird, so enthiilt (201) der Schnitt dieses Biischels mit der Gera-
den u m + n Riickkehrpunkte, woraus man (202) schliessen
kann, dass die Zahlen m, n entweder beide pare oder beide
unpare Zahlen sind.

204. Wenn in Hinsicht auf einen Punkt B einer ebenen
Curve und den dazu gehdrigen Strahl B des ihr sich anschmie-
genden Strahlenbiischels der Fall xy Statt findet, und xy durch y;
bezeichnet (— y; gesetzt) wird, so kann man an der Combina-
tion xy;, in welcher das Zeichen — Schneiden, das Zeichen +
aber Berithren bedeutet, sogleich erkennen, ob die Curve von
einer durch den Punkt B gehenden Geraden in diesem Punkte
geschnitten oder beriihrt wird. Das erstere Zeichen in’der Com-
bination bezieht sich auf eine von B verschiedene Gerade, das
letztere aber auf diese Gerade. Will man umgekehrt aus der
Combination xy,; die Combination xy ableiten, so darf man
nur bemerken, dass y — xy, ist. Es sei z. B. xyy —=— —,
so dass also die Curve von jeder durch den Punkt B gehenden
Gevaden in diesem Punkte geschnitien wird, so ist xy — — +
und mithin der Punkt B ein gewdhnlicher Wendepunkt. Es
sind hiedurch die in 198 enthaltenen Sitze unter ein einfaches
Gesetz gebracht.

205. In Hinsicht auf einen Punkt B einer gewundenen Curve
g, den dazu gehdrigen Strahl B der ihr sich anschmiegenden Re-
gelfiiche und die dazu gehorige Ebene des beiden Gebilden sich
anschmiegenden Ebenenbiischels muss einer von den acht Fillen

_————t,— 4+ — -+ +
+ - + =+, ++— +++
Statt finden. Im ersten Falle heisst der Punkt B ein gewthn-

licher Punkt der Curve.
Staudt, Geometrie der Lage, 8
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Wenn der Fall, welcher Statt findet, durch x yz bezeichnet
wird, und dem Ebenenbiischel s in dem einen von zwei recipro-
ken Systemen die Curve s; im andern entspricht, so findet in
Hinsicht auf den der Ebene B entsprechenden Punkt B, der
Curve s;, den dazu gehdrigen Strabl der ihr sich anschmiegen-
‘den Regelfliche und die dazu gehdrige Ebene des beiden Gebil-
den sich anschmiegenden Ebenenbiischels der Fall zyx Statt.

... 206. Wenn in Hinsicht auf den Strahl B einer abwickelbaren

h Regelfliche und die Ebene B des ihr sich _anschmiegenden Ebe-
A nenbhschels der Fall yz Statt findet, und yz — 2! gesetzt wird,
80 erkennt man an der Combination yz!, in welcher das Zeichen
— Schneiden, das Zeichen -+ aber Berfihren bedeutet, ob die
Fliche von einer durch die Gerade B gehenden Ebene in dieser
Geraden geschnitten oder bertthrt wird. Das letztere Zeichen in
der Combination bezieht sich auf die Ebene B, das erstere aber
auf eine andere durch die Gerade B gehende Ebene.

Es ist hier ganz einerlei, ob ein die Fliche beschreibender
Strahl um ¢inen festen Punkt oder um einen in ihm sich bewe-
genden Punkt sich dreht. Im erstern Falle, in welchem die Fli-
che eine Kegelfliche ist, entspricht der Satz dem in 204 ent-
haltenen.

207. Wenn in Hinsicht auf den Punkt B einer gewundenen
Curve s, den Strahl B der ihr sich anschmiegenden Regelfliche s
und die Ebene B des beiden Gebilden sich anschmiegenden Ebe-
nenbiischels s der Fall xyz Statt findet, und Xy =y, Xyz
(oder 'y, z) zy ist, so erkennt man an der Combination XYy %,
in weleher das Zeichen — Schneiden, das Zeichen 4+ aber Be-
rithren bedeutet, ob die Curve von einer durch den Punkt B ge-
henden Ebene in diesem Punkte geschnitten oder beriihrt wird.
Das letzte Zeichen in der Combination bezieht sich auf die Ebene
B, das mittlere auf eine andere durch die Gerade B gehende
Ebene b und das erste auf eine Ebene a, welche die Gerade B
im Punkte B schneidet. Ist z. B. xyz — — — — und folg-
lich xy;zg == — 4 —, so wird die Curve im Punkte B von
den Ebenen a, B geschnitten, von der Ebene b aber beriihrt,
Ist xyz —= — + + undfolglich xy,zg — — — —, 80 wird
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die Curve von jeder durch den PunktB gehenden Ebene in die-
sem Punkte geschnitten.

Will man aus der Combination x y,z; die Combination xyz
ableiten, so darf man nur bemerken, dass y:E und z—=y; %
ist. Wenn z. B. die Curve im Punkte B von der Ebene B be-
rithrt, von jeder andern durch ihn gehenden Ebene aber geschnit-
ten wird, und also xyyzg — — —+ ist, so ist xyz —=— + —.

208. Es bezeichne wieder xyz den Fall, welcher in Hinsicht
auf einen Punkt B einer gewundenen Curves, den Strahl B der
ihr sich anschmiegenden Regelfliche und die Ebene B des beiden

Gebilden sich anschmiegenden Ebenbiischels Statt findet.

Beschreibt ein Punkt P die
Curve s, 8o beschreibt die Ebene
hP, welche den Punkt mit
einer festen Geraden verbindet,
den Ebenenbiischel, welcher die
Curve aus der Axe h projicirt.

In Hinsicht auf die Ebene h B
dieses Biischels, welche nimlich
den Punkt B der Curve proji-
cirt, findet der Fall x oder xy
oder y oder z oder yz oder
xyz statt, je nachdem die Ge-
rade h die Ebene B in einem
ausserhalb der Geraden B be-
findlichen Punkte, oder in ei-
nem vom Punkte B verschiede-
nen Punkte der Geraden B oder
im Punkte B schneidet, oder die
GeradeB oder eine andere durch
den Punkt B gehende Gerade
der Ebene B oder eine niecht
durch den Punkt B gehende
Gerade der Ebene B ist. In
den drei letztern Fillen fillt
die Ebene hB mit der Ebene
B zusammen,

Beschreibt eine Ebene P den
Ebenenbiischel s, so beschreibt
ihre Spur hP in einer festen
Geraden h die Linie, in wel-
cher der Ebenenbiischel von der
Geraden h geschnitten wird.

In Hinsicht auf den Punkt h B
dieser Linie, welcher nimlich
der Schnittpunkt der Geraden h
mit der Ebene B ist, findet der
Fall z oder yz oder y oder x
oder xy oder x y zstatt, je nach-
dem die Gerade h die Ebene B
in einem ausserhalb der Gera-
den B befindlichen Punkte oder
in einem vom Punkte B ver-
schiedenen Punkte der Geraden
B schneidet, oder, ohne durch
den Punkt B zu gehen, in der
Ebene B liegt, oder die Gerade
B oder eine andere durch den
Punkt B gehende Gerade der
Ebene B oder eine durch den
Punkt B gehende, aber ausser-
halb der Ebene B befindliche

Gerade ist. In den drei letz-
8*
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tern Fillen fillt der Punkt h B

mit dem Punkte B zusammen.

Wenn z. B. h die Gerade B ist, und der Punkt P bei sei-
nem Durchgange durch den Punkt B von der einen Seite der
Ebene B auf die andere Seite dieser Ebene und in der Ebene
hP von der einen Seite der Geraden h auf die andere Seite die-
ser Geraden {ibergeht, oder auch, wenn weder das eine noch das
andere der Fall ist, so muss die Ebene B eine Riickkehrebene

des Biischels h sein.

209. Angenommen dass s, B, xyz das Vorige bedeuten,

so werden

die Curve s und die Regelfliiche
g aus jedem Punkte M durch
eine Kegelfitiche S und den der-
gelben sich anschmiegenden Ebe-
nenbiischel 8 projicirt. In Hin-
gicht auf den Strahl MB der
Kegelfliche,welcher nimlich den
Punkt B projicirt, und die ihm
zugehorige Ebene M B des Ebe-
nenbiischels S findet der Fall yz
oder xyz oder xyz oder xy
statt, je nachdem der Punkt M
der Punkt B oder ein anderer
Punkt der Geraden B oder ein
ausserhalb dieser Geraden be-
findlicher Punkt der Ebene B
ist, oderausserhalb dieser Ebene
liegt. In den drei ersten Fil-
len fillt die Ebene M B mit der
Ebene B, in den beiden ersten
auch die Gerade MB mit der
Geraglen B zusammen.

210. Eine Curve { parer }

unparer
Ordnung wird aus jedem Punk-
te, welcher in ihr liegt, aber

die Regelfitiche s und der Ebe-
nenbtischel s von jeder Ebene N
in einer Curve K und dem der-
selben sich anschmiegenden
Strahlenbiischel K geschnitten.
In Hinsicht auf den Punkt NB
der CurveK, in welchem niimlich
die Ebene N von der Geraden
B geschnitten wird, und den
ihm zugehorigen Strahl des Bii-
schelsK findet der Fall xy oder
xyz oder xyz oder yz statt,
je nachdem die Ebene N die
Ebene B oder eine andere durch
die Gerade B gehende Ebene
ist, oder diese Gerade im Punk-
te B oder in einem andern Punk-
te schneidet. In den drei er-
sten Fillen fillt der Punkt NB
mit dem Punkte B, in den bei-
den ersten auch die Gerade NB
mit der Geraden B zusammen.
parer }
unparer
Ordnung, der einer Regelfliche
gich anschmiegt, wird von jeder

Ein Ebenenbiischel {
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kein Riickkehrpunkt derselben
ist, durch eine Winkelfliiche

{unpa.rer} Ordnung, aus jedem

Ebene, die ihm angehort, aber
keine Riickkehrebene desselben
ist, in einem Strahlenbiischel

parer unparer} Ordnung, von jeder
Riickkehrpunkte aber durch eine { parer & )
Winkelfliche { parer } Ord- Riickkehrebene aber in einem
L unparer Strahlenbﬂschel{ parer }Ord-
nung projicirt. unparer

nung geschnitten.

Wenn niimlich eine Ebene, welche durch den Punkt S der
Curve, aber nicht durch die in diesem Punkte derselben sich an-
schmiegende Gerade geht, die Curve in nPunkten schneidet, so
schneidet sie die Fliche, welche aus dem Punkte S die Curve
projicirt, in n'oder n—1 Strahlen, je nachdem der Punkt$ ein
Riickkehrpunkt oder kein Rickkehrpunkt der Curve ist.

211. Die Anzahl m der Riickkehrpunkte einer geschlossenen
gewundenen Curve s ist eine pare oder unpare Zahl, je nachdem
die der Curve sich anschmiegende Regelfliche s von parer oder
unparer Ordnung ist. Dasselbe gilt von der Anzahl n der Riick-
kehrebenen des der Regelfiiche s sich anschmiegenden Ebenen-
biischels s. .

Die Regelfliche s wird niimlich nach 209 von jeder Ebene,
welche durch keinen Strahl derselben geht, in einer Curve ge-
schnitten, welche nWendepunkte hat, woraus (203) der letztere
Satz folgt. Es ist aber hiedurch auch der erstere (reciproke)
Satz bewiesen. 167.

212. Die Anzahl r der Riickkehrstrahlen einer geschlossenen
Regelfliiche s, welche einer gewundenen Curve sich anschmiegt, .
ist eine pare Zahl, wenn die Curve s und der ihr sich anschmie-
gende Ebenenbiischel entweder beide von parer oder beide von
unparer Ordnung sind. Ist aber das eine von diesen beiden
Gebilden von parer und das andere von unparer Ordnung, so
ist r eine unpare Zahl.

Es werde die Curve s von einer Ebene, welche weder durch
einen ungewshnlichen Punkt der Curve noch durch einen Strahl
der Regelfliche s geht, in nPunkten geschnitten, so hat (209)
die Curve K, in welcher die Regelfliche s von jener Ebene ge-
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schnitten wird, n4-r Riickkehrpunkte, woraus man (203) schlies-
sen kann, dass der der Curve K sich anschmiegende Strahlenbii-
schel und mithin auch (165) der Ebenenbiischel s von parer
oder unparer Ordnung sei, je nachdem n+r eine pare oder
unpare Zahl ist.

§. 16.
Involutionen.

218. Wenn in zwei zu einander projektivischen Grundge-
bilden je zwei homologe Elemente P, P; einander doppelt (ab-
wechselnd) entsprechen, nimlich dem Elemente P des einen Ge-
bildes das Element P; des andern und dem Elemente P; des
erstern das Element P des letztern entspricht, so heissen die
Gebilde involutorisch liegend (7). Es wird hiebei vorausgesetzt,
dass die zu einander projektivischen Grundgebilde nicht alle ihre
Elemente entsprechend gemein haben, aber doch jedes Element
des einen auch ein Element des andern sei.

Gewdhnlich wird von zwei involutorisch liegenden Gebilden
nur wie von einem Gebilde gesprochen, dessen Elemente involu-
torisch gepaart seien, daher das Gebilde, wenn in ihm je zwei
einander zugeordnete Elemente mit einander vertauscht werden,
so dass dasjenige, welches vorher als das erstere betrachtet wurde,
alsdann als das letztere erscheint, dieser seiner Permutation pro-
jektivisch sei. Sind z. B. AA;, BB, CC; drei Elementenpaare,
soist AA;BB;CC;"A;AB;BC;C,AB;CA, BC; " A; BC; AB; C
. 8. w.

214. Zwei ungleichartige einférmige Gebilde oder ein ebenes
_ System U und ein Strahlenblindel S, welche zu einander projek-
" tivisch sind, sollen involutorisch liegend heissen, wenn das eine
Gebilde mit einem Schnitte des andern involutorisch liegt. Ent-
spricht dem Elemente P des ebenen Systems das Element SP,
des Strahlenbiindels, welches nimlich die Ebene U in P; schnei-
det, so muss, wenn die Gebilde involutorisch liegen, dem Ele-
mente P; des ebenen Systems das Element SP des Strahlenbiin-
dels entsprechen. Liegen ein gerades Gebilde u und ein Ebenen-
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biischel s, welche zu einander projektivisch sind, involutorisch,
8o muss, wenn dem Punkte P des geraden Gebildes die Ebene sP,
des Biischels entspricht, welche die Gerade u in dem Punkte
Py schneidet, diesem Punkte des erstern Gebildes die Ebene sP
des letztern entsprechen.

215. Wenn in zwei zu einander projektivischen einférmi-
gen Gebilden irgend zwei Elemente A, A, einander doppelt ent-
sprechen, so liegen die Gebilde involutorisch.

Wenn n#imlich B ein drittes Element des einen Gebildes
und B; das ibm entsprechende Element des andern ist, so muss,
weil (119) AA;BB; A A{AB;B ist, auch dem Elemente B,
des erstern Gebildes das Element B des letztern entsprechen.
Da alsdann ferner dem Stiicke ABA, das Sttick A B A ent-
spricht, so folgt noch, dass die beiden Gebilde entweder gar
kein Element oder zwei Elemente entsprechend gemein haben,
Jje nachdem niimlich die Elemente A, A; durch die Elemente B, B
getrennt oder nicht getrennt sind. 112.

Sind ein gerades Gebilde und ein Ebenenbiischel, dessen Axe
das gerade Gebilde nicht schneidet, projektivisch so aufeinander
bezogen, dass von irgend zwei Punkfen A, A, des geraden Ge-
bildes jeder in der dem andern entsprechenden Ebene des Bii-
schels liegt, so liegen die Gebilde involutorisch. Das gerade Ge-
bilde enthilt alsdann entweder gar keinen Punkt, welcher in
der ihm entsprechenden Ebene des Biischels liegt, oder zwei solche
Punkte, je nachdem n#mlich der Winkel, welcher aus der Axe
des Biischels die Strecke AA, projiéirt, der Strecke A A oder
der Strecke A; A entspricht.

216. Ein involutorisches einfsrmiges Gebilde enthilt entweder
(215) gar kein Element, welches mit dem ihm zugeordneten
Elemente zusammenfillt, oder zwei Elemente (Ordnungselemente),
deren jedes sich selbst zugeordnet ist, je nachdem n#mlich zwei
einander zugeordnete Elemente durch zwei andere solche Elemente
getrennt oder nicht getrennt sind. Im letztern Falle sind (118)
die Ordnungselemente M, N durch je zwei einander zugeordnete
Elemente P, P, da MNPP; x MNP,P ist, harmonisch ge-
trennt.

217. Will man die Elemente eines einférmigen Grundgebildes
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projektivisch paaren (das Gebilde als ein involutorisches betrach-
ten), so kann man in ihm (nach 110 und 215) zwei Paare A Ay,
BB, oder ein Paar AA; und ein Ordnungselement M, oder zwei
Ordnungselemente nach Belieben annehmen, wodurch aber als-
dann jedem Elemente P ein Element Py zugeordnet ist. Werden
im letztern Falle die Elemente M, N durch zwei Elemente A, A4
harmonisch getrennt, so ist derselbe auf den vorletzten zuriick-
gefithrt.

218. Wenn von zwei zu einander projektivischen Gebilden
ABC...., A;B;C,..., deren jedes nur aus einzelnen Elementen
besteht, gesagt wird, dass sie involutorisch liegen, so heisst dies
nichts anderes, als dass sie homologe Gebilde von zwei involu-
torisch liegenden projektivischen Grundgebilden sind.

Ist nur von Elementen eines und desselben einférmigen Grund-
gebildes die Rede, so ist (215) die Aussage ABCR A B, G
mit der Aussage AA; BC X A; AB, C,, die Aussage MAB R
MA; By mit der Aussage MAA; B " MA,; AB; und die Aussage
MNA RXMNA; mit der Aussage, dass MAN A, ein harmoni-
sches Gebilde (7x M A; N A) sei, ganz ilibereinstimmend. Ferner
kann alsdann aus ABC X A(B,;C; und ABD ~ A; B;D; auf
ABCD R A B;C;D;, aus MABRAMA; B, und MBC X M B, C;
auf MABC A MA(B;C; und aus MNA X MNA; und MNB
A~ MNB, aut MNAB X" MNA, B; geschlossen werden.

219. Der Inbegriff von drei oder auch mehr als drei Elemen-
tenpaaren eines involutorischen einformigen Grundgebildes heisst
eine Involution. Wenn also die einformigen Gebilde AA; BC,
A, A B C, zu einander projektivisch sind, soist AA;.BB;.CC;
eine Involution. Sind die einférmigen Gebilde MAA; B, MAJA B,
zu einander projektivisch, so ist M. A A, .BB, eine Involution, in
welcher das Element M die Stelle eines Paares vertritt. Ist
M AN A, ein harmonisches Gebilde, so ist M.N.A A eine Invo-
lution, in welcher jedes von den beiden Elementen M, N die
Stelle eines Paares vertritt.

- Durch zwei Elementenpaare einer Involution und ein Element
eines dritten Paares ist auch das andere Element dieses Paares
bestimmt. — Wenn von beliebig vielen Elementenpaaren eines
einférmigen Gebildes das dritte mit den beiden ersten und jedes
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folgende mit zwei vorhergehenden eine Involution bildet, so
bilden (218) alle und also auch je drei eine Involution. — Jeder
Involution in dem einen von zwei zu einander projektivischen
Gebilden entspricht (103) eine Involution im andern, daher
namentlich jede Involution von Punkten aus jedem ausserhalb
der Geraden befindlichen Mittelpunkte durch eine Involution von
Strahlen projicirt wird.

220. Sucht man zu den drei Elementen A, B, C eines ein-
formigen Grundgebildes in jeder Anordnung das vierte harmoni-
sche Element, so erhilt mar drei andere Elemente, zu welchen
in jeder Anordnung eines der drei erstern das vierte harmoni-
sche Eloment ist. Auch konnen die sechs Elemente auf vierer-
lei Art zu einer Involution gepaart werden.

Wenn niimlich ABCB;, BCAC;, CABA, harmonische Ge-
bilde sind, so ist (117) ABCB; X ACBC, und folglich (219)
A.BC.B;C eine Involution, daher die Elemente A,A;, welche
durch die Elemente B, C harmonisch getrennt sind, auch durch
die Elemente B, C;, harmonisch getrennt sein mtissen. Eben-
50 wird bewiesen, dass A;B,;C;B, B;C; A; C harmonische Ge-
bilde sind. Da hiernach AA;BC = A;AB;C; ~ A;AC, By, so
gind AA,.BB,.CC;, AA;.BC;.B,;C und ebenso BB, .AC;. AC,
CCy.AB;. Ay B Involutionen.

221. Werden in einer Ebene ein gerades Gebilde u, ein
Strahlenbiischel H und ein Dreieck E F G angenommen, von wel-
chem kein Eckpunkt in der Geraden u liegt und, keine Seite durch
den Punkt H geht, und alsdann das gerade Gebilde u und der
Strahlenbtischel H projektivisch so aufeinander bezogen, dass den
drei Punkten A, B, O des erstern Gebildes, welche von den
Seiten EF, FG, GE des Dreiecks die Spuren sind, die drei
Strahlen HG, HE, HF des letzern entsprechen, welche die je-
nen Seiten gegeniiberliegenden Eckpunkte projiciren, so liegen
die beiden Gebilde, wenn die Gerade u nicht durch den Punkt

' H geht, involutorisch. Geht aber die Gerade u durch den Punkt
H, so entspricht diesem Punkte des geraden Gebildes der Strahl
u des Strahlenbiischels. — Es schneide der Strahl HG die Gerade
u im Punkte A, und die Gerade EF im Punkte K. Da nun der
Strahlenbiischel H(GEFA) dem geraden Gebilde KEF A, also
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auch dem geraden Gebilde A; CBA, welches vom erstern eine
Projektion aus dem Punkte G ist, mithin auch (119) dem gera-
den Gebilde ABCA; projektivisch ist, so entspricht dem Punkte

Ay des geraden Gebildes u der Strahl HA des Biischels H,

woraus (215) der Satz folgt.

Anm. Der Begriff n Eck wird in diesem § wieder in der Be-

deutung von 79 genommen.

222. Die Seiten eines vollstsin-
digen ebenen Vierecks EF G H
werden (221) von einer jeden
Geraden, welche mit ihm in
einerlei Ebene liegt, aber durch
keinen seiner Eckpunkte geht,
in einer Involution, niimlich je

Die Eckpunkte eines vollstiin-
digen Vierseits werden aus je-
dém Punkte, welcher mit ihm
in einerlei Ebene, aber in kei-
ner seiner Seiten liegt, durch
eine Involution, niimlich je zwei
Gegenpunkte durch zwei einan-

zwei Gegenseiten in zwei ein-
ander zugeordneten Punkten
geschnitten.

der zugeordnete Strahlen pro-
jieirt.

Wenn also zwei Vierecke aufeinander bezogen sind, und eine
Gerade, welche durch keinen Eckpunkt derselben geht, von den
vier Seiten und einer Diagonale des einen in denselben Punkten
geschnitten wird, in welchen die homologen Seiten und irgend
eine Diagonale des andern sich schneiden, so wird sie auch von
den beiden fibrigen Diagonalen in einem und demselben Punkte
geschnitten. Ein besonderer Fall von diesem Satze heisst:

Wenn zu den vier Seiten eines Vierecks die vier Seiten
eines andern der Ordnung nach parallel sind, und tiberdiess zu
einer Diagonale des erstern irgend eine Diagonale des letztern
parallel ist, so sind auch die beiden tibrigen Diagonalen zu
einander parallel.

223. Sind zwei Punkte M, N Sind zwei Gerade durch je

durch je zwei Gegenseiten eines
Vierecks harmonisch getrennt,
8o sind sie entweder auch durch
die beiden Diagonalen harmo-
nisch getrennt, oder sie liegen

zwei Gegenpunkte eines Vier-
ecks harmonisch getrennt, so
sind sie entweder auch durch
die beiden Punkte, in deren
Jedem ein Paar Gegenseiten sich
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in einer und derselben Diago-
nale. Folgt aus 219 und 222,

Wenn daher je zwei Gegen-
seiten eines vollstindigen Vier-
ecks durch zwei andere Gerade
harmonisch getrennt werden,
und von diesen sechs andern Ge-
raden drei in einem und demsel-
benPunkte M sich schneiden, so
gehenauchdie drei iibrigendurch
einen und denselben Punkt N.

224, Durch zwei projektivi-
sche gerade Gebilde s, s;, wel-
che in einerlei Ebene, aber nicht
in einer und derselben Geraden
liegen, ist eine Gerade v be-
stimmt, welche nimlich, wenn
das eine von den beiden gera-
den Gebilden aus einem belie-
bigen Punkte des andern und
das andere aus dem homologen
Punkte
wird, von je zwei homologen
Strahlen der zu einander pro-
jektivischen Strahlenbtischel in
einem und demselben Punkte
geschnitten wird.

des erstern projicirt

schneiden, harmonisch getrennt,
oder sie schneiden sich selbst
in einem dieser Punkte.

Wenn daher je zwei Gegen-
punkte eines vollstiindigen Vier-
geits durch zwei andere Punkte
harmonisch getrennt werden,
und von diesen sechs andern
Punkten drei in einer und der-
selben Geraden liegen, so liegen
auch die drei tibrigen in einer
und derselben Geraden.

Durch zwei projektivische
Strahlenbiischel S, S;, welche
in einerlei Ebene liegen, aber
nicht concentrisch sind, ist ein
Punkt V bestimmt, welcher
némlich, wenn der eine von den
beiden Biischeln von einem be-
liebigen Strahle des andern
und der andere von dem ho-
mologen Strahle des erstern
geschnitten wird, mit je zwei
homologen Punkten der zu ein-
ander projektivischen Schnitte
in einer und derselben Geraden
liegt.

Es entspreche der Schnittpunkt P;, der Geraden s, s, als
Punkt der letztern dem Punkte P der erstern und dem Punkte

P; der erstern der Punkt P, der letztern.

Ferner seien A, B

irgend zwei andere Punkte der Geraden s und A;, B, die ho-
mologen Punkte der Geraden s;, so sind (108) die beiden Strah-
lenbiischel, von welchen der eine das gerade Gebilde s aus dem
Punkte A, und der andere das gerade Gebilde s; aus dam Punkte
A projicirt, Scheine eines und desselben geraden Gebildes v und
ebenso die beiden Strahlenbiischel, von welchen der eine das
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gerade Gebildes aus dem Punkte B; und der andere das gerade
Gebilde 8; aus dem Punkte B projicirt, Scheine eines und des-
selben geraden Gebildes w. Dass aber, was nur noch zu be-
weisen ist, die Geraden v, w in einanderfallen, geht daraus her-
vor, weil beide sowohl durch den Schnittpunkt N von A B, und
AyB als auch durch die Punkte P, P, gehen, welche tibrigens,
wenn die Gebilde s, s, Schnitte eines und desselben Strahlenbii-
schels M sind, mit dem Punkte P; zusammenfallen. In: diesem
Falle ist die Gerade v von der Geraden PM durch die Geraden
S, 8; harmonisch getrennt. — Liegen die Biischel S, S; nicht
perspektivisch, so ist der Punkt V der Schnittpunkt der beiden
Strahlen, welche dem gemeinschaftlichen Strahle p, derselben
entsprechen. Sind aber die Biischel S, S, Scheine eines und
desselben geraden Gebildes u, so ist der Pankt V zu den Punk-
ten 8, up;, 8; der vierte harmonische Punkt.

Da aus dem Punkte N die Punkte A, B durch die Strahlen
NA, NB, die Punkte Ay, By aber durch die Strahlen NB,NA
projicirt werden, so folgt noch:

Die geraden Gebilde s, s,
‘werden aus jedem Punkte, wel-
cher in der Geraden v aber in
keiner von den beiden erstern
Geraden liegt, durch zwei in-
volutorisch liegende Strahlen-
btischel projicirt.

225. Wenn von einem Sechs-
ecke AB,C A;BC, je drei Eck-
punkte,unter welchen keine zwei
aufeinanderfolgende sind, in ei-
ner und derselben Geraden lie-
gen, 80 liegen auch die drei
Punkte, in deren jedem ein
Paar Gegenseiten sich schnei-
den, in einer und derselben Ge-
raden. Aus jedem vierten Punk-
te,welcher in dieserGeraden,aber
in keiner von den beiden erstern

Die Strahlenbiischel S, S, wer-
den von jeder Geraden, welche
durch den Punkt V, aber durch
keinen von den Punkten S, S,
geht, in zwei involutorisch lie-
genden geraden Gebilden ge-
schnitten.

Wenn von einem Sechsecke je
drei Seiten, unter welchen keine
zwei aufeinanderfolgende sind,
in einem und demselben Punkte
sich schneiden, so sechneiden sich
auch die drei Diagonalen, deren
jede ein Paar Gegenpunkte ver-
bindet, in einem und demselben
Punkte. Jede vierte Gerade,
welche durch diesen Punkt, aber
durch keinen von den beiden
erstern Schnittpunkten geht,
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liegt, werden die drei Paar Ge- | schneidet die drei Paar Gegen-
genpunkte des Sechsecks durch | seiten des Sechsecks in einer
eine Involution von drei Paar | Involution von drei Paar Punk-
Strahlen projicirt. ten.

Es folgen diese Sitze aus den vorigen, wenn man bemerkt,
dass zwei einfdrmige Gebilde projektivisch so aufeinander bezo-
gen werden konnen, dass drei gegebenen Elementen A, B, C des
einen drei gegebene Elemente A;, B;, C; des andern entspre-
chen. Die erstern Theile der obigen Sitze kSnnen auch in fol-
genden zusammengefasst werden:

Wenn die Dreiecke FF; Fy, GG, G, perspektivisch liegen,
und dassclbe von den Dreiecken F F; Fy, G, G; G gilt, so gilt es
auch von den Dreiecken FF Fy, Gy G Gy.

§ 17.

Involutorische Systeme.

226. Wird von zwei ebenen Systemen oder von zwei Strah-
lenbiindeln oder von zwei riiumlichen Systemen, welche projekti-
visch sind und tiberdies involutorisch liegen, nur ‘wie von einem
Systeme gesprochen, so soll dieses, wenn die Systeme collinedr
sind, ein involutorisches System, im entgegengesetaten Falle aber
ein Polarsystem genannt werden. Der Inbegriff von zwei einan-
der zugeordneten Gebilden G, G eines involutorischen Systems
ist ein involutorisches Gebilde G Gy.

227. In zwei collinetiren ebenen Systemen, welche involuto-
risch ljegen, ist durch je zwei einander entsprechende Elemente
A, A; ein Element A A, bestimmt, welches sich selbst (dem Ele-
mente A; A) entspricht, daber die beiden Systeme unendlich viele
Elemente entsprechend gemein haben und mithin auch perspekti-
visch liegen. Und wenn zwei collinelire ebene Systeme einen
Strahlenbiischel S und also auch ein gerades Gebilde u entspre-
chend gemein hahen, und irgend zwei Punkte A, A; einander
doppelt entsprechen, nimlich durch den PunktS und einen Punkt
R der Geraden u harmonisch getrennt sind, so gilt diess (136)
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von je zwei homologen Punkten, daher die Systeme auch involu-
torisch liegen.

Will man ein ebenes System als ein involutorisches betrach-
ten, so darf man nurin der Ebene eine Gerade u als Ordnungs-
linie und einen ausserhalb dieser Linie befindlichen Punkt S als
Ordnungspunkt annehmen und alsdann in jeder Geraden, welche
durch den Ordnungspunkt geht, den Punkt, in welchen sie die
Ordnungslinie schneidet, als den andern Ordnungspunkt, in jedem
Strahlenbiischel aber, dessen Mittelpunkt in der Ordnungslinie
liegt, den Strahl, welcher durch den Ordnungspunkt geht, als
den andern Ordnungsstrahl betrachten.

228. Jede Curve SAT, welche den Ordnungspunkt S eines
involutorischen ebenen Systems mit einem Punkte T der Ord-
nungslinie u verbindet, bildet mit der ihr zugeordneten Curve
SA; T eine involutorische Curve unparer Ordnung, in welcher der
Punkt S ein gewbshnlicher Wendepunkt, der Punkt T aber ein
gewdhnlicher Punkt oder ein gewshnlicher Riickkehrpunkt oder
ein Eckpunkt ist, je nachdem in diesem Punkte der Curve SAT
die Gerade TS oder die Gerade u oder eine dritte Gerade sich
anschmiegt. Die Gerade u bildet nimlich mit jeder durch den
Punkt S gehenden Geraden zwei einander zugeordnete Winkel,
daher die involutorische Curve im Punkt S von jeder durch ihn
gehenden Geraden geschnitten, im Punkte T hingegen von der
GeradenST bertihrt, von der Geraden u aber geschnitten wird.
Schneidet eine durch den PunktS gehende Gorade die Curve in
dem einen von zwei einander zugeordneten Punkten, so schneidet
sie dieselbe auch im andern, daher die Anzahl der von S ver-
schiedenen Schnittpunkte eine pare Zahl ist.

Jede Linie T AU, welche von zwei Punkten der Ordnungs-
linie begrenzt ist, bildet mit der ihr zugeordneten Linie T A; U
eine involutorische Linie parer Ordnung, welche, wenn sie nicht
ofter als einmal durch einen und denselben Punkt geht, der Um-
fang einer involutorischen Figur ist, die durch das in ihr liegende
Stiick der Ordnungslinie in zwei einander zugeordnete Theile ge-
theilt wird. Der Ordnungspunkt liegt ausserhalb der Figur

Jede Linie ABA,, welche von zwei einander zugeordneten
Punkten begrenzt ist, bildet mit der ihr zugeordneten Linie A;BjA
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eine geschlossene Linie parer Ordnung, welche, wenn sie durch
keinen Punkt ofter als einmal geht (also auch mit der Ordnungs-
linie keinen Punkt gemein hat), der Umfang einer involutorischen
Figur ist, die den Ordnungspunkt S in sich enthilt. Eine solche
involutorische Figur wird durch jede in ihr liegende, zwei Punkte
ihres Umfangs verbindende Linie ASA;, welche nicht &fter als
einmal durch einen und denselben Punkt geht und aus zwei ein-
ander zugeordneten Linien SA, SA, zusammengesetzt ist, in
zwei einander zugeordnete Theile getheilt. In zwei collinetiren
Systemen entsprechen einander n&mlich zwei Figuren, wenn der
Umfang der einen dem Umfange der andern entspricht.

229. Wenn in zwei collinesiren Systemen, welche einen Strah-
lenbiindel 8 und also auch ein ebenes System U entsprechend ge-
mein haben, irgend zwei Punkte A, A, einander doppelt entspre-
chen, und also durch den Punkt S und einen Punkt R der Ebene
U barmonisch getrennt sind, so gilt diess (136) von je zwei ho-
mologen Punkten, daher die Systeme involutorisch liegen. In je-
der Ebene, welche durch den Ordnungspunkt S eines solchen in-
volutorischen Systems geht, erscheint die Spur der Ordnungsebene
als Ordnungslinie, in jedem Strahlenbiindel aber, welchem die
Ordunungsebene angehort, der Strahl, welcher den Ordnungspunkt
projicirt, als Ordnungsstrahl. Die Ordnungsebene bildet mit jeder
durch den Ordnungspunkt gehenden Ebene zwei einander zuge-
ordnete Winkel,

‘Jede gewundene Curve, welche den Punkt S mit einem Punkte
T der Ebene U verbindet, bildet mit der ihr zugeordneten Curve
eine involutorische Curve unparer Ordnung, welche im erstern
Punkte von jeder durch ihn gehenden Ebene geschnitten, im letz-
tern aber von der Ebene U geschnitten und von jeder durch die
Gerade ST gehenden Ebene beriihrt wird. Jede Linie, welche
von zwei Punkten der Ebene U oder von zwei einander zugeord-
neten Punkten begrenzt ist, bildet mit der ihr zugeordneten Linie
eine involutorische Linie parer Ordnung.

Wenn ein ivolutorischer Korper, welcher einem involutori-
schen Systeme der obigen Art angehort, durch ein Stiick der
Ordnungsfliiche in zwei einander zugeordnete Theile getheilt wird,
so liegt (184) der Ordnungspunkt ausserhalb desselben. Wenn
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hingegen der Kérper den Ordnungspunkt in sich enthilt, so hat
seine Oberfliche mit der Ordnungsfliche keinen Punkt gemein.
Im letztern Falle giebt es unendlich viele durch jenen Punkt ge-
hende Flichen, deren jede den Korper in zwei einander zugeord-
nete Theile theilt. )

280. Sollen zwei riumliche Systeme collinedr so aufeinander
bezogen werdep, dass sie zwei nicht in einerlei Ebene liegende
gerade Gebilde s, u und also auch die Ebenenbiischel s, u ent-
sprechend gemein haben, so kann man noch in einer Geraden
MN, welche einen Punkt M der Geraden s mit einem Punkte N
der Geraden u verbindet, zu einem dritten Punkte A des einen
Systems den homologen Punkt A; des andern nach Belieben an-
nehmen. Wenn niimlich G, J noch zwei Punkte der Geraden s
und H, K noch zwei Punkte der Geraden u sind und die Sy-
steme projektivisch so auf einander bezogen werden, dass den
Punkten G, H, J, K, A des ecinen die Punkte G, H, J, K, A4
des andern entsprechen, so haben sie auch den Punkt M, in wel-
chem die Gerade GJ von der Ebene HKA (oder HKA,) ge-
schnitten wird, mithin (122) das gerade Gebilde s und ebenso
das gerade Gebilde u entsprechend gemein, daher auch je zwei
homologe ebene Systeme, weleche in einer durch die Gerade s
oder durch die Gerade u gehenden Ebene liegen, zu einander
perspektivisch sind.

Da es durch jeden Punkt und in jeder Ebene eine Gerade
giebt, welche die Geraden s, u schneidet, und also sich selbst
entspricht, so muss auch jede Gerade, welche zwei homologe
Punkte verbindet oder die Schnittlinie von zwei homologen Ebe-
nen ist, die Geraden s, u schneiden. Jedes gerade Gebilde
MN A A, welches aus einem Punkte der Geraden s, einem Punkte
der Geraden u und zwei homologen Punkten besteht, ist jedem
andern solchen geraden Gebilde GHCC; projektivisch. Sind
nimlich B, By zwei homologe Punkte der Geraden MH, so ist
(136) MNAA; " MEHBB;, ~ GHCC,.

Die Systeme konnen einstimmig - oder entgegengesetzt - pro-
jektivisch genannt werden, je nachdem die Punkte M, N durch die
PunkteA, A  nicht getrennt oder getrenntsind. Im letztern Falle ent-
spricht jede Strecke, welche einen Punkt der Geraden s mit einem



129

Punkte der Geraden u verbindet, ihrer Brgénzung, und jeder
Flichenwinkel, welchen eine Ebene des Biischels s mit einer
Ebene des Biischels u bildet, seinem Nebenwinkel.

231.- Wenn in zwei collinetiren Systemen, welche zwei nicht
in einerlei Ebene liegende gerade Gebilde s, u entsprechend ge-
mein haben, irgend zwei homologe Punkte einander doppelt ent-
sprechen und also durch einen Punkt der Geraden s und einen
Punkt der Geraden u harmonisch getrennt sind, so gilt diess
(230) von je zwei homologen Punkten, daher die Systeme invo-
lutorisch liegen. In jeder Ebene, welche durch die eine von
den beiden Ordnungslinien s, u eines solchen involutorischen
Systems geht, erscheint die Spur der andern als Ordnungspunkt,
in jedem Strahlenbiindel aber, welchem eine von den beiden
Ordnunglinien angehtrt, die Ebene, welche die andere projicirt,
als Ordnungsebene.

Jede gewundene Curve, welche einen Punkt M der Geraden
s mit einem Punkte N der Geraden u verbindet, bildet mit der
ihr zugeordneten Curve eine involutorische Curve unparer Ord-
nung,” welche im Punkte M von jeder Ebene des Biischels s ge-
schnitten, von der Ebene Mu aber bertihrt wird. Ist ein Linie
von zwei Punkten einer und derselben Ordnungslinie oder von
zwei einander zugeordneten Punkten begrenzt, so bildet sie mit
der ibr zugeordneten Linie eine involutorische Linie parer Ord-
nung.

In jedem involutorischen Kérper, welcher einem involutori-
schen Systeme der obigen Art angehort, sind unendlich viele
Flichen enthalten, deren jede den Korper in zwei einander zngeord-
nete Theile theilt und durch das in ihm liegende Stiick der einen
Ordnungslinie in zwei einander zugeordnete Theile getheilt wird.

232. Will man zwei riumliche Systeme collineiir so aufeinan-
der beziehen, dass sie involutorisch aber nicht perspektivisch lie-
gen, so darf man nur zwei nicht concentrische Strahlenbiindel
A, A projektivisch 8o auf einander beziehen, dass zwei Ebenen,
welche durch die Gerade AA, gehen, einander doppelt entspre-
chen, und alsdann die Strahlenbiindel A, A, selbst als zwei ein-
ander doppelt entsprechende Gebilde der riiumlichen Systeme be-

trachten. Jedem Punkte P, in welchem ein Strahl AP des Bin-
Staudt, Geometrie der Lage. 9
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dels A und ein Strahl A; P des Biindels A; sich schneiden, ist
ein Punkt P; zugeordnet, in welchem die den beiden erstern
Strahlen entsprechenden Strahlen Ay P;, AP; der Biindel Ay, A
sich schneiden.

Enth#lt der involutorische Ebenenbiischel, dessen Axe die
Gerade A A; ist, zwei Ebenen, deren jede sich selbst zugeordnet
ist, so enthilt (227) jede dieser Ebenen eine Ordnungslinie und
also das involutorische System zwei Ordnungslinien. Enthilt aber
der erwihnte Ebenenbiischel keine Ebene, welche sich selbst zu-
geordnet ist, so enthiilt das involutorische System weder eine sich
selbst zugeordnete Ebene moch einen sich selbst zugeordmeten
Punkt. Wire nimlich eine Ebene, welche die Gerade AA,; schnei-
det, sich selbst zugeordnet, so wiirde diess auch von jeder Ebene
gelten, welche aus der Axe A A; einen sich selbst zugeordneten
Punkt der erstern Ebene projicirt. Wire ein Punkt M sich selbst
zugeordnet, so wiirde diess auch von jeder Ebene gelten, welche
durch zwei einander zugeordnete Strahlen des Strahlenbtindels M
bestimmt ist.

233. In einem involutorischen Systeme, in welchem kein Punkt
und also auch keine Ebene sich selbst zugeordmet ist, ist jede
Strecke ihrer Ergiinzung und jeder Flichenwinkel seinem Neben-
winkel zugeordnet. Jede Linie A BA,, welche zwei einander zu-
geordnete Punkte verbindet, bildet mit der ihr zugeordneten Linie
A, B; A eine involutorische Linie unparer Ordnung.

Wird n#mlich die Linie ABA; von einer Ebene V, welche
weder durch den Punkt A noch durch den Punkt A; geht, in
m Punkten und von der der erstern zugeordneten Ebene V; in
nPunkten geschnitten, so muss, weil der eine von den beiden
Punkten A, A; in dem Winkel VV; und der andere in dem Win-
kel V-V, liegt, m-n eine unpare Zahl sein. Bemerkt man nun,
dass jedem Punkte, in welchem die Linie ABA; von der Ebene
V, geschnitten wird, ein Punkt zugeordnet ist, in welchem die
Linie A{B;A von der Ebene V geschnitten wird, so folgt, dass
auch die Anzahl der Punkte, in welchen die erwihnte involutori-
sche Linie und die Ebene V sich schneiden, eine unpare Zahl
nimlich — m + n sei.

Verbindet man in einem involutorischen Kérper zwei einander
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zugeordnete Punkte durch eine Linie, so bildet diese mit der ihr
zugeordneten Linie eine geschlossene Linie, welche ganz in dem
Korper liegt und also von parer Ordnung ist. Da nun ein invo-
lutorisches System der obigen Art keine solche Linie enthilt, so
enthiilt es auch keinen involatorischen Korper.

§. 18,

Polarsystem in der Ebene und im Strahlenbiindel.

234. Wenn zwei reciproke Systeme in einerlei Ebene liegen,
und den Eckpunkten irgend eines Dreiecks AB C die ihnen ge-
gentiberliegenden_Seiten entsprechen, so liegen die Systeme in-
volutorisch.

Entsprechen nimlich den Punkten A, B, C des einen Systems
die Geraden BC, AC, AB des andern, so entsprechen auch den
Geraden BC, AC, AB des erstern Systems die Punkte A, B, C
des letztern. Wenn ferner der Geraden AP des einen Systems,
welche den Eckpunkt A mit dem Punkte P der Seite B C ver-
bindet, der Punkt P; des andern entspricht, so entspricht auch
(215) der Geraden AP, des erstern Systems der Punkt P des
letztern und folglich auch dem Punkte P; des erstern die Gerade
AP des letztérn. Da hiernach je zwei homologe Elemente, von
welchen das eine durch einen Eckpunkt des Dreiecks A B C geht,
und also das andere in der diesem Eckpunkte gegeniiberliegenden
Seite liegt, einander doppelt entsprechem, so gilt diess auch von
jedem Punkte, in welchem ein Strahl des Biischels A von einem
Strahle des Btischels B geschnitten wird, und der Geraden, wel-
che die jenen Strahlen entsprechenden Punkte verbindet.

235. In einem ebenen Polarsysteme heisst jeder Punkt der
Pol der ihm zugeordneten Geraden und jede Gerade die Polare
des ihr zugeordueten Punktes, so dass also die Pole von allen
Geraden, welche in einem und demselben Punkte sich schneiden,
in der Polare dieses Punktes liegen und die Polaren von allen
Punkten, welche einer und derselben Geraden angehdren, in dem

Pole dieser Geraden sich schneiden. Liegt ein Punkt in seiner
g*
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Polare, so liegt jeder andere Punkt dieser Geraden.ausserhalb
seiner Polare.

Jedes gerade Gebilde P, welches nicht durch seinen Pol P,
geht, liegt (215) mit dem ihm zugeordneten Strahlenbiischel )
involutorisch. Wenn nimlich der Punkt A der Geraden P der
Pol der Graden P;A ist, so ist auch der Punkt Ay, in welchem
diese Gerade von der Geraden P geschnitten wird, der Pol der
Geraden P; A. Die Gerade P enthilt entweder gar keinen Punkt,
welcher in seiner Polare liegt, oder zwei solche Punkte, je nach-
dem der Winkel, welcher aus dem Punkte P, die Strecke AA,
projicirt, der Strecke A;* A oder der Strecke A, A zugeordnet ist.

Um noch, was hier voransgesetzt wurde, zu beweisen, dass
ndmlich nicht jeder Punkt der Geraden P in seiner Polare liege,
nehme man an, dass die Punkte A, B der Geraden P die Pole
der Geraden Py A, P, B sind. Wenn nun dem Punkte G der Ge-
raden Py A die Gerade A H zugeordnet ist, so ist auch dem Punkte
H, in welchem diese Gerade von der Geraden BP, geschpif.ten
wird, die Gerade BG, folglich der Geraden GH der Schnitt-
punkt Q von AH und BG und mithin dem Schnittpunkte C von
P und GH die Gerade P, Q zugeordnet, deren Spur in der Ge-
raden P vom Punkte C durch die Punkte A, B harmonisch ge-
trennt ist.

Liegt ein Punkt P; in seiner Polare P, so giebt es nach dem
Obigen in jeder andern Geraden, welche durch dem Punkt P,
geht, noch einen Punkt, welcher in seiner Polare liegt, und eben
80 in jedem Strahlenbiischel, dessen Mittelpunkt ein von P; ver-
schiedener Punkt der Geraden P ist, noch eine Gerade, welche
durch ihren Pol geht.

236. In einem ebenen Polarsysteme sind unendlich viele
(absolute) Polardreiecke enthalten.

Nimmt man nimlich in einer Gteraden, welche nicht durch
ihren Pol A geht, einen Punkt B an, dessen Polare die Gerade
in einem andern Punkte C schneidet, so ist jeder Eckpunkt des
Dreiecks ABC der Pol der ihm gegenitberliegenden Seite, daher
dasselbe ein Polardreieck heisst.

Sind den Eckpunkten eines Dreiecks die Seiten eines andern
und also den Seiten des erstern die Eckpunkte des letatern zu-
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geordnet, so heissen die Dreiecke Polardreiecke zu einander
(relative Polardreiecke).

237. Wenn in einer Ebene ein Dreieck ABC als Polardreieck
angenommen und alsdann noch einem Punkte P, welcher in kei-
ner Seite des Dreiecks liegt, eine Gerade Py, welche durch kei-
nen Eckpunkt desselben geht, zugeordnet wird, so ist dadurch
ein Polarsystem bestimmt. Folgt aus 130 und 234.

Versteht man unter einem Dreiecke eine von drei Strecken
begrenzte Figur, so sind die Punkte A, B, C die Eckpunkte von
vier Dreiecken, von welchen das eine A BC den Punkt P in sich
enthilt. Wenn nun der Umfang dieses Dreiecks von der Gera-
den P; nicht geschnitten wird, so ist offenbar jedem der vier
Dreiecke das von seinem Umfange ausgeschlossene System von
Geraden zugeordnet, daher alsdann kein Punkt der Ebene in sej-
ner Polare liegt. Wenn aber die Gerade P, die Seiten AB,AC
des Dreiecks A BC schneidet, so ist jedes von den beiden Drei-
ecken ABC,BC"A und eben so jedes von den beiden Dreiecken
AB'C, AC'B dem vom Umfange des andern ausgeschlossenen
Systeme von Geraden zugeordnet. In diesem Falle enthilt jede
Strecke AH, welche den Punkt A mit einem Punkte der Ge-
raden BC verbindet, einen Punkt, welcher in seiner Polare

. liegt, und jeder Winkel, welchen die Gerade B C mit einer durch
den Punkt A gehenden Geraden bildet, welcher also einer in
ihm liegenden Strecke A H zugeordnet ist, eine Gerade, welche
durch ihren Pol geht.

238. Durch jedes ebene Fiinfeck ABCDE ist ein Polarsy-
stem bestimmt, in welchem niimlich jeder Eckpunkt des Fiinfecks
der Pol der ihm gegentiberliegenden Seite ist.

Es sei F der Schnittpunkt von AB und CD. Wenn man
nun das Dreieck ADF als Polardreieck und den Punkt E als Pol
der Geraden BC annimmt, so sind den Punkten B, C, in wel-
chen diese Gerade von den Geraden AF, DF geschnitten wird,
die Geraden ED, EA zugeordnet, welche den Punkt E mit den
Punkten D, A verbinden.

239. Wenn der eine von zwei Punkten eines ebenen Polar-
systems in der Polare des andern und also auch der andere im
Polare des erstern liegt, so heissen sowohl die beiden Punkte als



134

auch die beiden Geraden, deren jede durch den Pol der andern
geht, einander conjugirt. Liegt ein Punkt in seiner Polare, so
~ kann man von jedem dieser Elemente sagen, dass es auch sich
gelbst conjugirt sei. Es ist hiernach jeder Punkt allen Punkten,
welche in seiner Polare liegen, und jede Gerade- allen Geraden,
welche durch ihren Pol gehen, conjugirt. Sind zwei Punkte ei-
nem und demselben Punkte conjugirt, so ist dieser der Pol der
durch die beiden erstern Punkte bestimmten Geraden. Sind zwei
Gerade einer und derselben Geraden conjugirt, so ist diese die
Polare des durch die beiden ertern Geraden bestimmten Punktes.

Jede Gerade P, welche nicht durch ihren Pol Py geht, ist
(235) der Triger eines involutorischen geraden Gebildes, jeder
Punkt Py, welcher ausserhalb seiner Polare P liegt, der Mittel-
punkt eines involutorischen Strahlenbiischels, in welchem je zwei
in Hinsicht auf das Polarsystem. conjugirte Elemente einander
zugeordnet sind.

240. Wenn ein gerades Gebilde h und ein Strahlenbtischel H,
welche zu einander projektivisch. sind, entweder involutoriseh lie-
gen, oder die Gerade h durch den Punkt H geht und: diesem-
Punkte des geraden Gebildes der Strahl h des Biischels entspricht;
80 kinnen die Gebilde als zwei einander zugeordnete- Gebilde ei-
nes und desselben Polarsystems betrachtet werden. Man hat nur
noch,damit das Polarsystem bestimmt sei; zu einem von Hi!ver-
schiedenen, ausserhalb der Geraden h befindlichen Punkte. V eine
nicht durch den Punkt H gehende Gerade v, welche die Gerade
u in dem Pole B der Geraden HV schneidet, als Polare anzu-
nehmen,

Es seien im erstern Falle A, A; zwei von B verschiedene
Punkte der Geraden u, deren jeder in der Polare des andern
liegt, so ist durch das Polardreiecek HAA, und die einander zu-
geordneten Elemente V, v ein Polarsystem bestimmt, in welchem
den Punkten A, A;, B die Geraden HA; HA, HV zugeordnet
sind. — Es sei im letztern Falle, in welchem: nicht nur der
Punkt B sondern auch der Punkt H in der Geraden.h liegt, C
ein dritter Punkt dieser Geraden, welchem der Strall c des Bii-
schels H entspreche. Bezieht man nun dasgerade Gebilde-c und
den Strahlenbiischel C projektivisch so aufeinander, dass sie in-
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volutorisch liegen und den Pinkten H, c¢v die Strahlen h, CV
entsprechen, so ist durch sie und die einander zugeordneten Ele-
mente B, HV nach dem erstern Falle ein Polarsystem bestimmt,
in welchem die Punkte H, B, C, V die Pole der Geraden h, HV,
¢, v sind.

Soll der Punkt V in seiner Polare v liegen, so ist durch das
eine von diesen beiden Elementen auch das andere bestimmit.
Nur darf alsdann, wenn etwa zwei Punkte M, N des geraden
Gebildes h von den ihnen entsprechenden Strahlen HM, HN
des Biischels H die Spuren sind; der Punkt V in keinem dieser
Strahlen liegen.

241. Durch zwei Dreiecke EF G, efg, welche weder einen
Eckpunkt noch eine Seite mit eiwander gemein haben, aber in
einerlei Ebene und tiberdiess perspektiviseh liegen, ist ein Polar-
system bestimmt, in welchem n#imli¢h die beiden Dreiecke Polar-
dreiecke zu einander (den Eekpunkten eines jeden die ihnen ge-
geniiberliegenden Seiten des' andern zugéordnet) sind.

Nach der Annahme schneiden-sich die drei Geraden Ee, Ff,
Gg in einem Punkte H, wihrend die drei Punkte B, C, 4, in
welchen die Seiten FG, GB; EF des etnen Dreiecks von' den
homologen Seiten fg, ge, ef des andern-geschnitten werden, in
einer Geraden h liegen. Wenn: nun' das' gerade Gebilde h und
der Strahlenbiisechel H projektiviseh so aufeinander bezogen wer-
den, dass den Puunkten B, C, A: die Strahlen HE, HF, HG
entsprechen und dem Punkte-E: die Gerade fg zugeordnet wird,
8o hat man nach 221 und' 2490 ein Polarsystem, in welchem der
Geraden E A der Schnittpunkt g von fg und H G, folglich dem
Schnittpunkte F von EA und HIF die-Gerade gC oder ge und
eben so dem Punkte G die: Gerade: ef: zugeordnet ist.

Die zehn Punkte und die zehn Geraden, welche hier in Be-
trachtung kommen, sind! die'Eckpunkte und Seiten von zehn
Paar relativen Polardreiecken und zugleich die Eckpunkte und
Seiten von fiinf vollsténdigen Vierecken und den ihnen zuge-
ordneten vollstiindiger Vierseitem:

242. In: jedemebenen;Polarsysteme liegt jedes Dreieck EF G,
von: dessen' sechs Elementen keine zwei einander conjugirt sind,
mit seinem Polardreiecke efg perspektivisch.
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Wiirde néimlich die Gerade HG, welche den Schnittpunkt
H von Ee und Ff mit dem Punkte G verbindet, die Gerade
fg in einem von g verschiedenen Punkte g, schneiden, so gibe
es (241) ein vom erstern Polarsysteme verschiedenes Polarsystem,
in welchem den Geraden ef, f g, EG, FG, Ee dieselben Punkte
zugeordnet wiren, welche ihnen im erstern zugeordnet sind, was
(180) nicht moglich ist.

243. Wenn ein Dreieck EF G und ein Polarsystem in einer-
lei Ebene liegen, aber kein Eckpunkt des Dreiecks der Pol der
ihm gegeniiberliegenden Seite ist, so schneiden sich die drei Ge-
raden Ee, Ef, Gg, welche die Eckpunkte des Dreiecks mit den
Polen der ihnen gegentiberliegenden Seiten verbinden, in einem
und demselben Punkte H, wihrend die Punkte, in welchen die
Seiten des Dreiecks von den Polaren der ihnen gegeniiberliegen-
den Eckpunkte geschnitten werden, in einer und derselben Ge-
raden h (der Polare jenes Schnittpunktes) liegen.

Sind die Seiten EF, EG des Dreiecks EFG einander con-
Jugirt, so dass also der Punkt f in der Geraden EF und der
Punkt g in der Geraden EG liegt, so fallt der Punkt H mit
dem Punkte E und die Gerade h mit der Geraden fg zusammen.
Sind die Eckpunkte F, G des Dreiecks EF G einander conjugirt
so fallt der Punkt H mit dem Punkte e und die Gerade h mit
der Geraden F G zusammen. Ist keines von den sechs Elementen
des Dreiecks EF G einem andern conjugirt, so liegen die Drei-
ecke EFG, efg perspektivisch. 242,

244. Sind in einem Vierecke EFGH, welches in der Ebene
eines Polarsystems liegt,
je zwei Gegenseiten einander | je zwei Gegenpunkte einander
conjugirt, so sind es auch (243) conjugirt, so sind es auch die

die beiden Diagonalen. beiden Punkte, in deren jedem
ein Paar Gegenseiten sich
schneiden.

245. Jedes ebene Polarsystem wird aus jedem ausserhalb der
Ebene befindlichen Punkte durch ein Polarsystem im Strahlenbiin-
del projicirt, so dass je zwei einander zugeordnete Elemente A, A,
des ebenen Systems von zwei einander zugeordneten Elementen
2 @ des Strablenbtindels die Spuren sind. Werden je zwei ein-
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ander zugeordnete Elemente des einen Systems mit einander ver-
tauscht, so dass alsdann den Elementen A, A, die Elemente a,, a
entsprechen, so sind die beiden Systeme zu einander reciprok und
involutorisch liegend. Und wenn ein ebenes System und ein Strah-
lenbiindel zu einander reciprok sind und involutorisch liegen, so
erscheint die Ebene als Triger eines Polarsystems, in welchem
jedes von zwei einander zugeordneten Elementen darch das dem
andern entsprechende Element des Strahlenbiindels projicirt wird.

§. 19.
cﬁrven und Kegeifiichen 1I. Ordnung.

246. Ineinem ebenen Polarsysteme giebt es (nach 235 und
236) entweder gar kein Element, welches sich selbst conjugirt ist
oder es giebt eine Curve s parer Ordnung, welche dem ihr sich
anschmiegenden Strahlenbischel zugeordnet ist, so dass nimlich
jeder Punkt, welcher der Curve angehdrt, in seiner Polare liegt,
die in ihm der Curve sich anschmiegt, jeder Punkt aber, welcher
Jjener Curve (der Ordnungscurve des Polarsystems) nicht ange-
hort, ausserhalb seiner Polare liegt. Die Curve hat mit keiner
Geraden mehr als zwei Punkte gemein und wird in jedem in ihr
befindlichen Punkte von der Polare dieses Punktes beriihrt, von
jeder andern durch denselben Punkt gehenden Geraden aber in
ihm und in noch einem Punkte geschnitten.

Das von der Curve s eingeschlossene System F von Punkten
ist dem von ihr ausgeschlossenen Systeme von Geraden zugeord-
net. Von jedem Polardreiecke enthilt die Figur F einen Eck-
punkt; die ihm gegentiberliegende Seite hat mit der Curve s kei-
nen Punkt gemein. Jedem geraden Gebilde V, welches die Curve
8 in zwei Punkten A, B schneidet, ist ein Strahlenbiischel V za-
geordnet, welches mit dem Strahlenbiischel s zwei Strahlen A, B
gemein hat. Durch diese Strahlen sind jeo zwei conjugirte Strah-
len des Biischels V, durch jene Punkte Jje zwei conjugirte Punkte
des geraden Gebildes V harmonisch getrennt,

febene Curve

247. Jede geschlossene 1 Kegolfiache }, welche die Ordnungs-



138

f curve
\ flsiche
sich anschmiegenden Biischel projektivisch ist, so dass jedem
Punkte der Curve
{Strahle der Fliche

} eines Polarsystems oder, was dasselbe ist, dem ihr

} das ihr in demselben sich anschmiegende

Element des Biischels entspricht, heisst eine{ Kegelfliche }zwei-
Curve
ter Ordnung.

Eutspricht der geschlossenen Curve s in dem einen von zwei
reciproken ebenen Systemen der Strahlenbiischel s des andern, so
dass den Punkten A, B, C, D u.s. w. der Curve die ihr in den-
selben sich anschmiegenden Strahlen A, B, C, D u. s. w. entspre-
chen, so entsprechen auch (145) diesen Geraden des erstern Systems
jene Punkte des letztern, woraus man (180) schliessen kann, dass
je zwei homologe Elemente der Systeme einander doppelt entspre-
chen und also s die Ordnungscurve eines Polarsystems sei.

Jede Curve II. Ordnung wird aus jedem ausserhalb ihrer
Ebene befindlichen Punkte durch eine Kegelfliche II. Ordnung
projicirt, jede Kegelfliiche II. Ordnung von jeder nicht durch ih-
ren Mittelpunkt gehenden Ebene in einer Curve II. Ordnung ge-
schnitten.

Wenn iiberhaupt ein ebenes System und ein Strahlenbiindel
zu einander collineiir sind, so entspricht jeder Curve II. Ordnung
s eine Kegelfliche II. Ordnung s;. Werden in dem ebenen Sy-
steme je zwei in Hinsicht auf die Curve s einander zugeordnete
Elemente mit einander vertauscht, so entspricht der Curve s der
Ebenenbiischel s; und dem Strahlenbiischel s die Kegelfiiche s;.
In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jeder Curve II. Ord-
nung ein Strahlenbiischel II. Ordnung, welcher der Curve IL. Ord-
nung sich anschmiegt, die dem der erstern sich anschmiegenden
Strahlenbiischel entspricht.

248, Eine Curve II. Ordnung oder auch die von ihr einge-
schlossene Figur heisst eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je
nachdem die Curve mit der unendlich fernen Geraden der Ebene
gar keinen Punkt gemein hat, oder diese Gerade in einem Punkte
beriibrt oder in zwei Runkten schneidet. Jeder um die Figur
besehriebene uneigentliche Winkel ist im ersten Falle ein Parallel-
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streifen, im zweiten (62) ein Winkel der dritten und im dritten
ein Winkel der vierten Art. Betrachtet man das ebene System
als den Schnitt eines Parallelstrahlenbi#ndels, so entspricht der
Curve im ersten Falle eine elliptische, im zweiten eine paraboli-
sche und im dritten eine hyperbolische Cylinderfliche.

Der.Schnitt einer eigentlichen Kegelfiiche II. Ordnung mit
einer Ebene, welche nicht durch den Mittelpunkt der Fliiche geht,
ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem die Kegel-
fliiche mit der durch ihrenMittelpunkt geltenden zur erstern Ebene
parallelen Ebene gar keinen Strahl oder einen Strahl oder zwei
Strahlen gemein hat. Im.letzten Falle schmiegen ir diesen Strah-
len der Kegelfliche die Ebenen sich an, von: welehen die Assym-
ptoten der Hyperbel die:Spuren sind. Ven den beiden Winkeln,
welche die Assymptoten einer Hyperbel mit einander bilden, heisst
derjenige, welcher um die Hyperbel beschirieben ist, der Assympto-
tenwinkel.

Eine Curve II. Ordnung kann auch, was im Obigen nicht
angenommen wurde, im Unendlichen liegen, so dass sie also der
Schnitt einer Kegelftiiche II. Ordnung mit der unendlich fernen
Ebene ist.

249, Wenn man (227) einen. Bunkt $, welcher mit einer
Curve II. Ordnung in einerlei Ebene,, aher nicht in der Curve
liegt, als Orduungspunkt und, seine Polare u als Ordnungslinie
annimmt, 8¢ erscheint die Curve als. eine involutorische Curve.
Je zwei Punkte A, B. der Curve, welche mit, dem Punkte S in
einer und. derselben Geraden V liegen, sind, (246) durch diesen
Punkt und einen Punkt R der Geraden.u und eben:so je zwei Tan-
genten A, B der Curve, welche (235) die Gerade u in einem und
demsgelben Punkte schneiden, durch. diese Gerade und eine durch
dem; Punkt S. gehande Gerade harmonisech getrennt, Wird die
Gerade V. um den Punkt S gedreht, so hewsgen sich ihr Pol
(der Schnittpunkt der Tangenten: A, B) und.ihre Spur in der
Geraden u in einem und demselben oder im entgegengesetzten
Sinna, je nachdem die Curve und,die Gerade u sich nicht schnei-
den oder sich schneiden. Die;von. der Curve eingeschlossene in
Hipsicht. auf die Ordnungslinie u,und den Ordnungspunkt S invo-
lutorische Figur wird im erstern Falle durch. jede durch diesen
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Punkt gehende Gerade, im letztern aber durch die Gerade u in
zwei einander zugeordnete Theile getheilt.

250. Ein n Eck (79) heisst in eine Curve beschrieben, wenn
alle seine Eckpunkte in der Curve liegen. Jedem einer Curve
II. Ordnung einbeschriebenen vollstindigen n Ecke ist ein um
dieselbe beschriebenes vollstindiges n Seit zugeordnet, dessen
Seiten die Polaren von den Eckpunkten und dessen Eckpunkte
die Pole von den Seiten des ersten Gebildes sind.

Jedes Dreieck EF G, welches in eine Curve II. Ordnung
beschrieben ist, liegt mit dem Dreiecke efg, dessen Seiten fg,
ge, of die Curve in den Eckpunkten E, F, G des erstern be-
rithren, perspeoktivisch.

Je zwei Eckpunkte des ein- Je zwei Seiten des umbe-

beschriebenen Dreiecks sind
durch die Polare des dritten
Eckpunktes und durch die Ge-
rade, welche diesen Punkt mit
dem Pole der ihm gegentiber-
liegenden Seite verbindet, har-
monisch getrennt.

schriebenen Dreiecks sind durch
den Pol der dritten Seite und
durch den Punkt, in welchem
diese Seite von der Polare des
ibr gegeniiberliegenden Eck-
punktes geschnitten wird, har-
monisch getrennt.

Da nZmlich (285) die Gerade Gg die Polare des Punktes A
ist, in welchem die Geraden EF, ef sich schneiden, so sind
(246) die Punkte E,F durch den Punkt A und durch den Schnitt-
punkt von EF und gG und also auch (94) die Punkte e,f durch
die Purkte A, G harmonisch getrennt, daher auch (93) die Ge-
raden Ee, Ff, G g in einem und demselben Punkte sich schnei-
den miissen. Dasselbe folgt auch aus 242.

251. Die drei Punkte, in deren jedem ein Paar Gegensei-
ten eines in eine Curve II. Ordnung beschriebenen vollstéindigen
Vierecks ABCD sich schneiden, sind die Eckpunkte eines Po-
lardreiecks, von dessen drei Seiten jede durch ein Paar Gegen-
punkte des dem vollstiindigen Vierecke zugeordneten vollstindi-
gen Vierseits abed geht.

Es werde die Gerade AB von der Geraden CD im Punkte
P und von der Geraden p, welche den Schnittpunkt von A C und
BD mit dem Schnittpunkte von A D und BC verbindet, im Punkte
Q geschnitten, so sind (94) die Pankte P, Q durch die Punkte
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A, B harmonisch getrennt und also in Hinsicht anf die Curve
einander conjugirt. Da eben so der Schnittpunkt von CD und p
dem Punkte P conjugirt ist, so folgt, dass die Gerade p die Po-
lare des Punktes P ist und demnach auch durch die Pole ab,
c¢d der Geraden AB, CD geht.

Die Diagonalen eines um eine Curve II. Ordnung beschrie-
benen Vierseits sind also einander conjugirt und durch die Dia-
gonalen des ihm zugeordneten Vierecks harmonisch getrennt. Eben
so sind die Punkte, in deren jedem ein Paar Gegenseiten dieses
Vierecks sich schneiden, (die Pole der beiden ertern Diagona-
len) einander conjugirt und durch die Punkte, in deren jedem
ein Paar Gegenseiten jenes Vierseits sich schneiden, harmonisch

getrennt.

252. Wenn man in der Ebene eines ebenen Polarsystems
irgend zwei einander nicht conjugirte

Gerade annimmt und alsdann
auf jeden Punkt der einen den
ihm conjugirten Punkt der an-
dern bezieht, so sind die gera-
den Gebilde, da jedes ein Schnitt
des dem andern zugeordmeten
Strahlenbiischels ist, projekti-
visch und folglich, wenn ihr
Schnittpunkt sich selbst conju-
girt ist, perspektivisch.

253, Jede Gerade, welche
einer Seite A B eines in eine
Curve II. Ordnung beschriebe-
nen Dreiecks ABC conjugirt
ist, schneidet die beiden andern
Seiten in conjugirten Punkten.
Und wenn eine Gerade zwei
Seiten AC, BC des Dreiecks
in zwei conjugirten Punkten

Punkte als Mittelpunkte von
Strahlenbiischeln annimmt und
alsdann auf jeden Strahl des
einen Biischels den ihm conju-
girten Strahl des andern be-
zieht, so sind die Blischel, da
jeder ein Schein des :dem an-
dern zugeordneten geraden Ge-
bildes ist, projektivisch und
folglich, wenn ihr gemeinschaft-
licher Strahl sich selbst conju-
girt ist, perspektivisch.

Jeder Punkt, welcher einem
Eckpunkte eines um eine Curve
I1. Ordnung beschriebenen Drei-
ecks conjugirt ist, wird aus den
beiden andernEckpunkten durch
conjugirte Strahlen projicirt.
Und wenn ein Punkt aus zwei
Eckpunkten des Dreiecks durch
zwei conjugirte Strahlen proji-
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schneidet, so geht sie durch | cirt wird, so liegt er in der
den Pol der dritten Seite. Polare ‘des dritten Eckpunktes.

Da nimlich die Polare a des Punktes A die Geraden AC,
BC in zwei conjugirten Punkten schneidet und dasselbe von der
Polare b des Punktes B gilt, so ist (252) ab der Punkt, wel-
cher mit je awei conjugirten Punkten der Seiten A C, BC in einer
und derselben Geraden liegt. Projicirt man aus den Eckpunkten
A, B cinen und denselben Punkt D der Curve auf die ihnen ge-
geniiberliegenden Seiten, so erhilt man (251) zwei einander con-
jugirte Punkte dieser Seiten, woraus hervorgeht, wie die obigen
Sitze auch mit den in 251 enthaltenen zusammenhingen.

254. Wenn zwei Eckpunkte
eines Dreiecks in einer Curve
IL. Ordnung liegen und die ih-
nen gegeniiberliegenden Seiten
von irgend einer Geraden, wel-
che durch den Pol der dritten
Seite, aber durch keinen von
jenen beiden Punkten geht, in
conjugirten Punkten geschnitten
werden, so liegt auch der dritte
Eckpunkt des Dreiecks in der
Curve. Folgt aus 109 und 252.

255. Zwei Strahlenbfischel A
B, welche eine Curve II. Ord-
nung aus zwei in ibr liegenden
Punkten A, B projiciren, sind
zu einander projektivisch,

Wenn zwei Seiten eines Drei-
ecks eine Curve IL. Ordnung
berithren und die ihnen gegen-
tiberliegenden Eckpunkte aus
irgend einem Punkte, welcher
in der Polare des dritten Eck-
punktes, aber nicht in der Curve
liegt, durch conjugirte Strahlen
projicirt werden, so wird die
Curve auch von der dritten
Seite des Dreiecks berlihrt.

Zwei gerade Gebilde, welche
eine Curve II. Ordnung beriih-
ren und Schnitte des ibr sich
anschmiegenden  Strahlenbii-
schels sind, sind zu einander
projektivisch.

Jeder Punkt C der Curve wird aus dem Punkte A durch

einen Strahl AC des Biischels A und aus dem Punkte B durch
den homologen Strahl BC des Biischels B projicirt. Da nun die
Biischel (nach 239 und 253) von jeder Geraden, welche durch
den Pol der Geraden AB, aber durch keinen von den beiden
Punkten A,B geht, in zwei involutorisch liegenden projektivi-
schen geraden Gebilden geschnitten werden, so folgt der Sata.
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256. Zwei projektivische nicht -
concentrischeStrahlenbiischel A,
B, welche in einerlei Ebene,
aber nicht perspektivisch liegen,
erzeugen eoine Curve II. Ord-
nung, der nimlich jeder Punkt
angehort, in welchem ein Strahl
des einen Biischels von dem
homologen Strahle des andern
geschnitten wird. Die Strahlen
a, b, welche dem gemeinschaft-
lichen Strahle der beiden Bii-
schel entsprechen, beriihren die
Curve in den Punkten A, B.

Zwei projektivische gerade
Gebilde a, b, welche sich schnei-
den, aber nicht perspektivisch
liegen, erzeugen einen Strah-
lenbiischel II. Ordnung, dem
nimlich jede Gerade angehort,
welche einen Punkt des einen
geraden Gebildes mit dem ho-
mologen Punkte des andern
verbindet. Die Punkte A, B,
welche dem Schnittpunkte der
beiden geraden Gebilde ent-
sprechen, sind die Pole der
Geraden a, b,

Es seien G, H irgend zwei Punkte, welche durch die Punkte

A, B harmonisch getrennt sind. Da nun (224) die Gerade h,
welche den Punkt ab mit dem Punkte G verbindet, die Biischel
A, B in zwei involutorisch liegenden geraden Gebilden schneidet,
80 kann man (240) das eine dieser Gebilde und den Strahlen-
biischel, welcher das andere aus dem Punkte H projicirt, als zwei
einander zugeordnete Gebilde eines Polarsystems betrachten, des-
sen Ordnungscurve die Gerade a im Punkte A beriihrf, folglich,
weil die einander conjugirten Punkte G, H durch die Punkte
A, B harmonisch getrennt sind, auch durch den Punkt B geht,
und mithin (254) von je zwei homologen Strahlen AC, BC der
Biischel A, B in einem und demselben Punkte geschnitten wird.
Eben so erzeugen zwei projektivische aber nicht perspekti-
vische Ebenenbiischel, deren Axen sich schneiden, eine Kegel-
fliche II. Ordnung, und zwei projektivische Strahlenbiischel,
welche concentrisch sind, aber weder in einerlei Ebene noch per-
spektivisch liegen, einen Ebenenbiischel II. Ordnung.
257. Die drei Punkte, in de- Die drei Diagonalen, deren
ren jedem ein Paar Gegenseiten | jede ein Paar Gegenpunkte ei-

eines in eine Curve IL. Ord-
nung beschriebenen Sechsecks
ABCDEF sich schneiden, lie-
gen in einer und derselben
Geraden.

nes um eine Curve II. Ordnung
beschriebenen Sechsecks verbin-
bindet, schneiden sich in einem
und demselben Punkte.
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Es werde die Seite AB von den Seiten CD, DE in den
Punkten K, M und die Seite BC von den Seiten AF, EF in
den Punkten L, N geschnitten. Da nun (255) die Strahlenbii-
schel D(BCEA), F (BCEA) und mithin auch ihre Schnitte
BKMA, BCNL zu einander projektivisch sind, so liegen (108)
die Punkte M, N mit dem Schnittpunkte von KC und AL (oder

CD und AF) in einer und derselben Geraden.

Was oben von den sechs Sei-
ten einesin eine Curve IL. Ord-
nung beschriebenen Sechsecks
gesagt wurde, gilt auch von
den fiinf Seiten eines einbe-
schriebenen Flinfecks und der
Geraden, welche die Curve in
einem Eckpunkte desselben be-
riihrt, dann auch von den vier
Seiten eines einbeschriebenen
Vierecks und den Tangenten an
zwei Eckpunkten und endlich
auch von den drei Seiten eines
einbeschriebenen Dreiecks und
den Tangenten an seinen drei
Eckpunkten, vorausgesetzt dass
man jede Tangente, welche in
Betrachtung kommt, zwischen
den beiden Seiten einschaltet,
welche im Bertihrungspunkte
derselben sich schneiden.

Was oben von den sechs Eck-
punkten eines um eine Curve
I1.0rdnung beschriebenenSechs-
ecks gesagt wurde, gilt auch
von den fiinf Eckpunkten eines
umbeschriebenen Fiinfecks und
dem Berithrungspunkte einer
Seite, dann auch von den vier
Eckpunkten eines umbeschriebe-
nen Vierecks und den Beriih-
rungspunkten zweier Seiten und
endlich auck von den drei
Eckpunkten eines umbeschriebe-
nen Dreiecks und den Beriih-
rungspunkten seiner drei Seiten,
vorausgesetzt dass man jeden
Berithrungspunkt, welcher in
Betrachtung kommt, zwischen
den beiden Eckpunkten ein-
schalte, die mit ibm in einer
und derselben Seite liegen.

258. Durch jedes ebene Fiinfeck ABCDE sind zwei Cur-

ven IL. Ordnung bestimmt, von welchen nimlich die eine k durch
die fiinf Eckpunkte des Funfecks geht, die andere s aber die
fiinf Seiten desselben berithrt. Betrachtet man (238) die Eck-
punkte A, B, C, D, E des Finfecks als die Pole der ihnen ge-
genitberliegenden Seiten, so erbilt man ein Polarsystem, in
welchem jeder von den beiden Curven der der andern sich an-
schmiegende Strahlenbiischel zugeordnet ist.
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Die Strahlenbiischel A, B er-
zeugen die Curve k, wenn sie
projektivisch so aufeinander be-
zogen werden, dass den Strah-
len AC, AD, AE des erstern
die Strahlen BC, BD, BE des
letztern entsprechen. — Von
den beiden Strecken AB, A'B
ist diejenige von der Curve k
eingeschlossen, welche von gar
keiner der drei Geraden CD,
CE, DE oder von zweien der-
selben geschnitten wird. Die
Punkte A,B sind in der Curve
k im erstern Falle durch die
Puankte C, D, E nicht getrennt,
im letztern aber getrennt.

Die geraden Gebildea, b er-
zeugen den Strahlenbiischel s,
wenn sie projektivisch so auf-
einander bezogen werden, dass
den Punkten ac, ad, ae des
erstern die Punkte be, bd, be
des letztern entsprechen.— Von
den beiden Winkeln ab, a'b
ist derjenige von der Curve s
ausgeschlossen, welcher gar kei-
nen der drei Punkte cd, ce,
de oder zwei derselben in sich
enthilt. Die Strahlen a,b sind
in dem Biischel s im erstern
Falle durch die Strahlen ¢, d, e
nicht getrennt, im letztern aber
getrennt,

Eine Curve II. Ordnung ist auch bestimmt, wenn ein einbe-
schriebenes Viereck und die Tangente an einem Eckpunkte des-
selben oder ein umbeschriebenes Viereck und der Berlihrungs-
punkt einer Seite oder ein einbeschriebenes Dreieck und die Tan-
genten an zwei Eckpunkten desselben oder ein umbeschriebenes
Dreieck und die Beriihrungspunkte zweier Seiten gegeben sind.

259. Liegen die drei Punkte,
in deren jedem ein Paar
Gegenseiten eines Sechsecks
ABCDEF sich schneiden, in
einer und derselben Geraden,
so liegen die sechs Eckpunkte
des Sechsecks entweder in einer
Curve II. Ordnung oder es lie-
gen je drei, unter welcher keine
zwei aufeinanderfolgende sind,
in einer Geraden.

Schneiden sich die drei Dia~
gonalen, deren jede ein Paar
Gegenpunkte eines Sechsecks
verbindet, in einem und dem-
selben Punkte, so beriihren die
sechs Seiten des Sechsecks ent-
weder eine Curve II. Ordnung,
oder es schneiden sich je drei,
unter welchen keine zwei auf-
einanderfolgende sind, in einem
Punkte.

Es werde die Gerade AB von den Geraden CD, DE in den
Punkten K, M und BC von den Geraden AF,EF in den Punk-
ten L, N geschnitten. Wenn nun der Schnittpunkt von K C und

Staudt, Geometrie der Lage.
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AL (oder CD und AF) in der Geraden MN liegt, so sind die
geraden Gebilde BKMA, BCNL und also auch die Strahlen-
btischel D (BCEA), F{(BCEA) zu einander projektivisch, wor-
aus der Satz folgt.

260. Wenn von einer Curve IL. Ordnung fiinf Punkte A, B,
C, D, E gegeben sind, so ist durch jede Gerade p, welche
durch den Punkt A geht, ein Punkt F der Curve bestimmt, wel-
cher nimlich aus dem Punkte A durch die Gerade p projicirt
wird. Man erhilt den Punkt F, wenn man den Schnittpunkt von
AB und DE mit dem Schnittpunkte von CD und p durch eine
Gerade verbindet und alsdann aus dem Punkte, in welchem diese
Gerade die Gerade BC schneidet, den Punkt E auf die Gerade
p projicirt. Soll der Punkt F mit dem Punkte A zusammenfallen
und also die Gerade p die Curve im Punkte A beriihren, so muss
sie durch denjenigen Punkt der Geraden CD gehen, welcher mit
dem Schnittpunkte von AB und DE und dem Schnittpunkte von
BC und EA in einer und derselben Geraden liegt. Umgekehrt
findet man, wenn von einer Curve II. Ordnung fiinf Tangenten
a, b, ¢, d, e gegeben sind, die Beriihrungspunkte dieser Tan-
genten, wenn man in irgend einem der Fiinfseite abcde, abced
u. s. w. aus jedem Eckpunkte auf die ihm gegeniiberliegende
Seite den Schnittpunkt der beiden Diagonalen projicirt, von wel-
chen keine durch jenen Eckpunkt geht und auch keine die ihm
benachbarten Eckpunkte verbindet. v

Achnliche Aufgaben vom ersten Grade, welche nimlich auf
die in 67 enthaltenen sich zuriickfithren lassen, bieten sich dar,
wenn von einer Curve II. Ordnung vier Punkte und die Tan-
gente an einem dieser Punkte oder vier Tangenten und der Be-
rithrungspunkt einer dieser Tangenten u. s. w. gegeben sind.

261. Wenn die n Seiten ay,
. an eines ebenen n Ecks
um feste Punkte A, Ay, Ag....
Ay sich drehen, wibrend n—1
Eckpunkte a; ag, agag..an—,an
in festen Geraden sich bewe-
gen, so bewegt sich der letzte
Eckpunkt entweder auch in ei-

A, A3y, .

Wenn die n Eckpunkte eines
ebenen n Ecks in festen Gera-
den sich bewegen, wihrend
n—1 Seiten desselben um feste
Punkte sich drehen, so dreht
gich die letzte Seite entweder
auch um einen festen Punkt,
oder es beschreibt der Punkt,



ner festen Geraden oder in ei- |

ner Curve II. Ordnung, welche
durch jene festen Elemente be-
stimmt ist.

Die Geraden ay, ag, ag, .
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um welchen sie sich dreht, in-
dem derselbe in ihr sich bewegt,
eine durch jene festen Elemente
bestimmte Curve 1I. Ordnung.

. ap sind ni#mlich homologe

Strahlen von n Strahlenbiischeln A, A, Az, ... Ap, von welchen
jeder folgende dem vorhergehenden und mithin auch der letzte
dem ersten projektivisch ist. Stellt man das veriinderliche nEck
in drei Zustinden dar, so hat man zu drei Strahlen des Biischels
A, die homologen Strahlen des Biischels An, Da iibrigens die
Biischel A;, A, auch projektivisch sind, wenn der Punkt aja;in
einer durch die beiden Punkte A;, A, gehénden Curve Ii. Ord-
nung sich bewegt, und Analoges von den Biischeln A;, Az u. s. w.
gilt, so lassen sich die obigen Sitze und die in (311) enthal-

tenen Aufgaben leicht noch verallgemeinern.

262. Wenn von zwei zu ein-
ander projektivischen Strahlen-
btischeln der eine gegeben ist,
und vier Strahlen des andern,
welche gegebenen Strahlen a, b,
¢, d des erstern entsprechen,
durch vier gegebene Punkte A,
B, C, D gehen, die nicht alle
vier in einer und derselben Ge-
raden liegen, so liegt der Mit-
telpunkt M des andern Bischels
entweder in einer gegebenen
Geraden oder in einer gegebe-
nen Curve II. Ordnung.

Wenn von zwei zu einander
projektivischen geraden Gebil-
den das eins gegeben, und vier
Punkte des andern, welche ge-
gebenen Punkten des erstern
entsprechen, in vier gegebenen
Geraden liegen, die nicht alle
vier durch einen und denselben
Punkt gehen, so geht die Ge-
rade,in welcher das andere Ge-
bilde liegt, entweder durch ei-
nen gegebenen Punkt oder sie
bertihrt eine gegebene Curve
II. Ordnung.

Liegen nimlich die Punkte A, B, C, in einer und derselben

Geraden, so giebt es in dieser Geraden einen Punkt D, so dass
ABOCD, ~ abcd ist. In diesem Falle ist offenbar die Gerade
DD, der geometrische Ort des Punktes M. Liegen aber keine
drei von den vier Punkten A, B, C, D in einer und derselben
Geraden, so ist, wenn durch den Punkt D eine Gerade DD ge-
legt wird, so dass D (ABCD) & abed ist, auch M (ABCD)
~ D (ABCD) und mithin (256) der geometrische Ort des Punk-
10*
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tes M die Curve IL Ordnung, welche durch die vier gegebenen
Punkte geht und im Punkte D die Gerade DD beriihrt. — Wenn
umgekehrt der Mittelpunkt M des Strahlenbiischels M (ABCD),
der dem gegebenen abed projektivisch ist, in einer gegebenen
Curve II. Ordnung liegt, und drei Strahlen desselben gegebene
Punkte A, B, C der Curve projiciren, so projicirt auch der vierte
Strahl einen gegebenen Punkt der Curve.

263. Es sind in einer Ebene Es sind in einer Ebene fiinf
funf Punkte A, B, C, D, E | Gerade a, b, ¢, d, e gegeben,
gegeben, von welchen keine | von welchen keine vier durch
vier in einer und derselben Ge- | einen und denselben Punkt ge-
raden liegen; man soll einen | hen; man soll eine sechste Ge-
Punkt M finden, so dass der | rade p finden, so dass das ge-
Strahlenbiischel M (ABCDE) | rade Gebilde p(abede) einem
einem gegebenen abede pro- | gegebenen projektivisch sei.
jektivisch sei,

Liegen die Punkte A, B, C in einer und derselben Gera-
den, so nehme man in dieser Geraden die Punkte Dy, E; so,
dass ABCD,E; ~ abede ist. Zieht man alsdann die Geraden
DD,, EE,, so schneiden sich diese in dem gesuchten Punkte.
Wenn aber keine drei von den fiinf gegebenenen Punkten in einer
und derselben Geraden liegen, so ziehe man durch den Punkt D
zwei Gerade DD, DE,, so dass D(ABCDE,) ~ abcde ist,
und suche alsdann (260) in der Curve II. Ordnung, welche durch
die vier Punkte A, B, C, D geht und im Punkte D die Gerade
DD berithrt, den Punkt E,, welcher aus dem Punkte D durch
die Gerade DE; projicirt wird. Wenn nun M(ABCDE) =
abede " D(ABCDE,) sein soll, und E ein vom Punkte E,
verschiedener Punkt ist, so muss M derjenige Punkt der Curve
sein, welcher aus dem Puunkte E; durch die Gerade E;E pro-
jieirt wird. Fallen aber die Punkte E, E, in einander, so leistet
jeder Punkt der Curve der Aufgabe Geniige.
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§. 20.

Projektivische Beziehungen zwischen Curven II. Ordnung,

264. Will man zwei gegebene Curven II. Ordnung s, s;
projektivisch aufeinander beziehen, so kann man zu drei Punkten
A, B, C der einen die homologen Punkte A;, B;, C; in der
andern nach Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem
Punkte der einen ein Punkt der andern zugewiesen ist,

Sollen nimlich zwei ebene Systeme collinetir so aufeinander
bezogen werden, dass der Curve s und den Punkten A, B, C
des einen die Curve s; und die Punkte Ay, By, C; des andern
entsprechen, so muss anch dem Pole P der Geraden AB der Pol
Py der Geraden A B, entsprechen. Und wenn man die ebenen
Systeme projektivisch so aufeinander bezieht, dass den Punkten
A, B, C, P des einen die Punkte A,, B, Cy, D; des andern
entsprechen, so entspricht der Curve s, welche die Geraden PA,

'PB in den Punkten A,B beriihrt und durch den Punkt C geht,
die Curve s;, welche die Geraden P; A, P,; B, in den Punkten
A4, B, bertihrt und durch den Punkt C; geht.

Vertauscht man in dem einen von den beiden Systemen je-
den Punkt mit seiner Polare, so sind alsdann die Systeme pro-
jektivisch so aufeinander bezogen, dass der Curve s der der
Curve s; sich anschmiegende Strahlenbiischel und den Punkten
A, B, C die Strahlen entsprechen, welche die Curve s; in den
Punkten A;, By, C; beriihren.

265. Jeder Strahlenbiischel P, welcher die eine s von zwei
zu einander projektivischen CurvenII. Ordnung aus einem in ihr
befindlichen Punkte projicirt, ist jedem Strahlenbiischel Q, pro-
jektivisch, welcher die andere s; aus einem in ihr befindlichen
Punkte projicirt, so dass nimlich je zwei Strahlen P A, Q, Ay,
welche homologe Punkte A, A; der Curven projiciren, einander
entsprechen. Der Biischel P ist nimlich dem ihm entsprechenden
Biischel Py, dieser aber nach 255 dem Biischel Q projektivisch.

Eben so sind je zwei gerade Gebilde u, v;, von welchen
das eine ein Schnitt des Strahlenbiischels s mit einer Tangente
der Curve s und das andere ein Schnitt des Strahlenbiischels s,
wit einer Tangente der Curve s; ist, sowohl unter sich als auch
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(264) jenen Strahlenbiischeln erster Ordnung projektivisch, so
dass niimlich durch je zwei einander entsprechende Punkte A, A4
der Curven und die Tangenten a, a; an diesem Punkte vier ein-
ander entsprechende Elemente PA, Qq A;, ua, v{a; der Gebilde

P, Q;, u, v; bestimmt sind.

266. Will man zwei gegebene Curven II. Ordnung projek-
tivisch aufeinander beziehen, so darf man nur nach 264 und 265

auf einen Strahlenbiischel, des-
gen Mittelpunkt in der einen
Curve liegt, einen Strahlenbii-
schel, dessen Mittelpunkt in der
andern liegt, projektivisch be-
zichen und alsdann je zwei
Punkte der Curven, welche aus
den Mittelpunkten der Biischel
dnrch homologe Strahlen proji-
cirt werden, einander entspre-
" chend nennen.

267. Wenn der Mittelpunkt
eines Strahlenbiischels ein ge-
meinschaftlicher Punkt von zwei
Curven II. Ordnung ist, und
man je zwei Punkte der Cur-
ven, welche durch einen und
denselben Strahl des Biischels
projicirt werden, einander ent-
sprechend nennt, so sind die
Curven projektivisch aufeinan-
der bezogen. Haben die Curven
in jenem Punkte eine gemein-
schaftliche Tangente, so sind sie
zu einander perspektivisch, da-
heralsdann diePunkte, in deren
jedem ein Paar homologe Tan-
genten derselben sich schneiden,
alle in einer und derselben
Geraden liegen.

auf ein gerades Gebilde, wel-
ches die eine Curve bertibrt,
ein gerades Gebilde, welches
die andere beriibrt, projekti-
visch beziehen und alsdann je
zwei Tangenten der Curven,
welche die geraden Gebilde in
homologen Punkten schneiden,
einander entsprechend nennen.

Wenn eine Gerade u eine
gemeinschaftliche Tangente von
zwei Curven II. Ordnung ist,
und man je zwei Tangenten
der Curven, welche jene Gerade
in einem und demselben Punkte
schneiden einanderentsprechend
nennt, so sind die Curven (266)
projektivisch aufeinander bezo-
gen. Beriihren die Curven jene
Gerade in einem und demsel-
ben Punkte, so sind sie zu ein-
ander perspektivisch, daher als-
dann die Strahlen, deren jeder
ein Paar homologe Punkte der-
gelben verbindet, alle in einem
und demselben Punkte sich
schneiden.
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Der Satz rechter Hand gilt auch, wenn die Curven nicht in
einerlei Ebene liegen. Die beiden collinetiren Systeme, von wel-
chen die Curven homologe Gebilde sind, haben, wenn diese die
Gerade u in einem und demselben Punkte bertihren, jeden Punkt

dieser Geraden entsprechend gemein.

268. Zwei Curven II. Ord-
nung, welche in zwei Ebenen
liegen und die Schnittlinie die-
ser Ebenen in einem und dem-
selben Punkte bertihren, sind
(267) Schnitte einer und der-
selben Kegelfliche II. Ordnung.

269. Zwei Curver II. Ord-
nung, welche in einen und den-
selben Winkel beschrieben sind,
konnen auf zweierlei Art per-
spektivisch so aufeinander be-
zogen werden, dass je zwei
homologe Punkte aus dem Mit-
telpunkte S des Winkels durch
einen und denselben Strahl pro-
Dasselbe gilt
auch, wenn kein Strahl des Bii-
schels S die Curven beriihrt,
aber wie im erstern Falle je
zwei Strahlen desselben, wel-
che in Hinsicht auf die eine
Curve einander conjugirt sind,
es auch in Hinsicht auf die an-
dere sind.

jicirt werden.

Zwei nicht concentrische Ke-
gelfiichen II. Ordnung, welche
einen Strahl mit einander ge-
mein haben und in ihm von
einer und derselben Ebene be-
riihrt werden, schneiden sich
in einer Curve IL. Ordnung.

Zwei Curven II. Ordnung s,
8y, welche von einer Geraden
u ein und dasselbe Stiick ein-
schliessen, kdnnen auf zweierlei
Art perspektivisch so aufeinan-
der bezogen werden, dass je
zwel homologe Tangenten der-
selben jene Gerade in einem
und demselben Punkte schnei-
den. Dasselbe gilt auch, wenn
die Curven mit der Geraden
gar keinen Punkt gemein ha-
ben, aber wie im erstern Falle
je zwei Punkte dieser Linie,
welche in Hinsicht auf die eine
Curve einander conjugirt sind,
es auch in Hinsicht auf die an-
dere sind.

Es seien P, P; die Pole der Geraden u in Hinsicht auf die

Curven s, 8.

Man ziehe durch den Punkt P eine Gerade, wel-

che die Curve s in zwei Punkten A, B schneidet, so wird auch
die Gerade P, i, welche den Punkt P, mit dem Schnittpunkte E
von AB und u verbindet, die Curve s; in zwei Punkten A, B,
schneiden. Es sei ferner in der Geraden u dem Punkte E der
Punkt F und dem Punkte G der Punkt H conjugirt. Werden
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nun zwei ebene Systeme collinetir so aufeinander bezogen, dass
den Punkten G, H, A, B des einen die Punkte G, H, Ay, B,
des andern entsprechen, so haben sie auch den Punkt E und
folglich alle Punkte der Geraden u entsprechend gemein, woraus
man schliessen kann, dass die beiden Systeme perspektivisch lie-
gen, und dass der Curve s, welche die Geraden FA, FB in
den Punkten A, B beriihrt und (254) durch den Schnittpunkt
von GA und HB geht, die Curve s; entspricht, welche die Ge-
rade FA;, FB; in den Punkten A, B, berithrt und durch den
Schnittpunkt von G Ay und HB; geht. Eben so entspricht der
Curve s die Curve s;, wenn zwei ebene Systeme perspektivisch
so aufeinander bezogen werden, dass den Punkten G, H, A, B
des einen die Punkte G, H, By, Ay des andern entsprechen.
Geht die Gerade A B nicht durch den Punkt P;, so ist das per-
spektivische Projektionscentrum der beiden Systeme im erstern
Falle der Schnittpunkt von A A), und BB,, im letztern aber der
Schnittpunkt von AB;, und A;B, welcher vom erstern Punkte
durch die beiden Punkte P, P,;, die in jedem Falle einander
entsprechen, harmonisch getrennt ist.

Aus diesem Beweise geht hervor, dass der obige Satz rech-
ter Hand auch gilt, wenn die Curven nicht in einerlei Ebene
liegen. Nur ist alsdann derselbe einem andern Satze gegen-
iberzustellen.

270. Wenn zwei Curven II. Zwei nicht concentrische Ke-

Ordnung in zwei Ebenen lie-
gen und von der Schnittlinie
dieser Ebenen ein und das-
selbe Stiick einschliessen, so
giebt es (269) zwei Kegelfli-
chen, deren jede durch beide
Curven geht. Dasselbe gilt
auch, wenn die Curven mit
der Schnittlinie der Ebenen
gar keinen Punkt gemein ha-
ben, aber wie im erstern Falle
je zwei Punkte dieser Geraden,
welche in Hinsicht auf die eine

gelflichen II. Ordnung, welche
in einen und denselben Winkel
beschrieben sind, schneiden sich
in zwei Curven II Ordnung.
Dasselbe gilt auch, wenn die
Kegelfliichen gar keine gemein-
schaftliche Beriihrungsebene ha-
ben, aber wie im erstern Falle
je zwei Ebenen, welche in Hin-
sicht auf die eine Fliche ein-
ander conjugirt sind und durch
den Mittelpunkt der andern
gehen, auch in Hinsicht auf
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Curve einander canjugirt sind,
es auch in Hinsicht auf die
andere sind.

Durch je zwei Curven, wel-
che Schnitte einer und dersel-
ben Kegelfliche II. Ordnung
sind, aber keine gemeinschaft-
liche Tangente haben, lisst sich
noch eine Kegelfiiche II. Ord-

die andere einander conjugirt
sind.

Je zwei Kegelfliichen, wel-
che eine und dieselbe Curve
II. Ordnung projiciren, aber
keinen Strahl mit einander ge-
mein haben, schneiden sich in
noch einer Curve II. Ordnung.

nung legen.

Die Pole der Geraden, in welcher die Ebenen der Curven
sich schneiden, sind durch die Mittelpunkte der Kegelfiichen, die
Polaren der Geraden, welche diese Punkte verbindet, durch jene
Ebenen harmonisch getrennt.

271. Wenn zwei collineire ebene Systeme einen Strahlen-
btischel 8 und also auch ein gerades Gebilde u entsprechend ge-
mein haben, so entspricht jeder Curve s des einen Systems, wel-
che die Gerade u in einem Punkte T beiibrt, eine Curve s; des
andern, welche die Gerade u ebenfalls im Punkte T beriibrt.
Wenn ferner der Geraden a des erstern Systems, welche durch
keinen von den Punkten S, T geht, die Gerade a, des letztern
entspricht, so entspricht auch dem Winkel au, welcher die dem
Punkte T zunichstliegenden Theile der Curve s enthilt, der
Winkel a; u, welche die dem Punkte T zun#ichstliegenden Theile
der Curve s, enthilt, woraus hervorgeht, dass die Curven im
Punkte T die Gerade u auf einerlei oder entgegengesetzten Sei-
ten beriihren, je nachdem die Systeme einstimmig- oder entge-
gengesetat - perspektivisch sind. Man nehme nun an, dass die
Systeme einstimmig - perspektivisch seien und dass der Punkt T
ein gewohnlicher Punkt der Curven sei, so hat man folgende
Fille zu unterscheiden:

I. Wenn der Punkt S ausserhalb der Geraden u liegt, so
wird die Curve s im Punkte T von der Curve s, auf ihrer hoh-
len oder erhabenen Seite beriihrt, je nachdem die Gerade h,
welche den Punkt S mit dem Punkte aa, verbindet, von der Ge-
raden a durch die Geraden a;, u oder von der Geraden a; durch
die Geraden a, u getrennt ist. — Jedes gerade Gebilde SPP, R,
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welches aus dem Punkte S, einem Punkte Ruder Curve s, dem
homologen Punkte P, der Curve s, und einem Punkte R der
Geraden u besteht, ist (136) dem Strahlenbiischel haasu pro-
jektivisch.

II. Wenn der Punkt S ein von T verschiedener Punki der
Geraden u ist, so schneiden sich die Curven s,s; im Punkte T.—
Schneidet eine durch den Punkt S gehende Gerade die eine Curve
in den Punkten C, D und die andere in der Punkten C;, D,
so ist (112) von den einander entsprechenden Strecken CD,
C;D; keine ganz in der andern enthalten.

III. Wenn der PunktS mit dem Punkte T zusammenfillt,
so wird in diesem Punkte die Curves von der Curve s, auf der
hohlen oder erhabenen Seite berithrt, je nachdem der Winkel au
den Winkela; u oder dieser den erstern in sich enthilt. — Schnei-
det eine durch den PunktS gehende Gerade die Curven s, s, in
den Punkten ¢, ¢; und die Geraden a, a; in den Punkten A,A,,
so liegt von den einander entsprechenden Strecken CA, C; A,
keine ganz in der andern.

272. Wenn zwei collinetire ebene Systeme einen Strahlenbii-
schel 8 und also auch ein gerades Gebilde u entsprechend ge-
mein habep, so entspricht jeder durch den Punkt S gehenden
Curve s des einen Systems eine ebenfalls durch diesen Punkt ge-
hende Curve s; des andern. Wenn ferner S ein gewthnlicher
Punkt der Curven ist, in welchem sie also von einem Strahle v
des Biischels S beriihrt, von allen tibrigen Strahlen desselben
aber geschnitten werden, und dem Punkte A des erstern Systems,
welcher in keiner der Geraden u, v liegt, der Punkt A, des letz-
tern entspricht, so entspricht der Strecke A S, welche die Curve
s auf der hohlen Seite trifft, die Strecke A,S, welche die Curve
sy auf der hohlen Seite trifft, woraus hervorgeht, dass die Cur-
ven die Gerade v auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten be-
riihren, je nachdem die Systeme einstimmig- oder entgegegen-
gesetzt-perspektivisch sind. Sind dieSysteme einstimmig-perspek-
tivisch, so hat man folgende Fille zu unterscheiden.

I. Wenn die Gerade u nicht durch den Punkt S geht, so
wird die Curve s von der Curve 8; auf der hohlen oder erhabe-
nen Seite berithrt, je nachdem der Schnittpunkt R von AA; und
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u vom Punkte A; durch die Punkte S, A oder vom Punkte A
durch die Punkte S, A; getrennt ist. — Jedes gerade Gebilde
SPP;Q, welches aus dem Punkte S noch einem Punkte P der
Curve s, dem entsprechenden Punkte P; der Curve s; und einem
Punkte Q der Geraden u besteht, ist dem Gebilde SA AR
projektivisch.

II. Wenn die Geraden u, v im Punkte S sich schneiden,
80 schneiden sich in diesem Punkte auch die beiden Curven. —
Kein Winkel, welcher einen Punkt der Geraden u zum Mittel-
punkt und zwei Tangenten der einen Curve zu Schenkeln hat,
liegt ganz in dem ihm entsprechenden Winkel.

I1I. Wenn die Gerade u mit der Geraden v zusammenfillt,
so wird (271) die Curve s von der Curve s; auf der hohlen
oder erhabenen Seite bertihrt, je nachdem die Strecke A S die
Strecke A;S oder diese die erstere in sich enthilt. '

273. Es seien k, k;, ky, k3 homologe Curven von vier zn
einander perspektivischen Systemen, welche in einerlei Ehene lie-
gen und ein und dasselbe gerade Gebilde u entsprechend gemein.
Wenn nun die Curven die Gerade u im Punkte T berithren, von
jeder andern durch diesen Punkt gehenden Geraden aber in ihm
geschnitten werden, und das gemeinschaftliche Projektionscentrum
von k und k; der Punkt T, das von k und k; ein anderer Punkt
T, der Geraden u, das von k und k; ein ausserhalb der Gera-
den u befindlicher Punkt Ty, folglich das von k; und k, ein drit-
ter Punkt der Geraden u, das von k; und k; ein dritter Punkt
der Geraden TT, und das von ko und k; ein dritter Punkt der
Geraden T, T, ist, so kann im Punkte T, in welchem die Cur-
ven k, ky sich bertihren, die Curve ky, welche beide in ihm
schneidet, nicht zwischen den beiden erstern, und die Curve kj,
weil sie die drei erstern in T beriihrt, nicht zwischen zweien der-
selben durchgehen. Es ist hiedurch bewiesen, dass die Curven
8, 8; im zweiten der in 271 niher betrachteten Fiille inniger als
im ersten und im dritten inniger als im zweiten sich ancinander
anschmiegen. Eben so kann diess von den Curven s, 8; in 272
bewiesen werden. '

Man kann auch sagen, dass im zweiten Falle ein Beriih-
rungspunkt der Curven mit einem Schnittpunkte, im dritten aber
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zwei Bertihrungspunkte vereinigt seien. Wenn z. B. in 272 die
Curve s und die Punkte S, A, A, als gegeben betrachtet wer-
den, so ist durch jede Gerade u, welche durch keinen von den
beiden letztern Punkten geht, eine Curve 8 bestimmt. Nimmt
man nun an, dass die Gerade u um einen ausserhalb der beiden
Geraden AA,, v befindlichen Punkt sich drehe, so fillt einmal
der Punkt R und zugleich ein Schnittpunkt der Curven s, s; mit
dem Punkte S zusammen. Dieser Fall macht alsdann den Ueber-
gang von dem einen der in I erwihnten Fille zum andern.
Nimmt man an, dass die Gerade u die Curve s in einem Punkte
P beriihre und alsdann den der Curve s sich anschmiegenden
Strahlenbiischel beschreibe, so muss, wenn die Gerade u mit der
Geraden v zusammenfillt, auch der Bertihrungspunkt P der bei-
den Curven s, s; mit ihrem Bertihrungspunkte S zusammenfallen.
Endlich wird noch bemerkt, dass auch der Fall 1I, wenn man
die Curve s und also auch die Curve 8; in einem bestimmten
Sinne sich beschrieben denkt, selbst wieder zwei Fille in sich
begreift, indem die Curve s, im Punkte S entweder von der hoh-
len Seite der Curves auf die erhabene oder von der erhabenen
auf die hohle tibergeht. Wird die Gerade u durch den Punkt S
gelegt und alsdann um diesen Punkt so gedreht, dass sie ein-
mal tiber die Gerade v hinweggeht, so bildet der Fall III den
Uebergang von dem einen der beiden in II enthaltenen Fiille
zum andern.

274. Wenn zwei Curven IL Ordnung eine Gerade p in ei-
nem und demselben Punkte P berithren, so sind die geraden Ge-
bilde p, p;, von welchen das eine dem Strahlenbiischel P in Hin-
sicht auf die eine und das andere demselben Biischel in Hinsicht
auf die andere Curve zugeordnet ist, einstimmig- oder entgegen-
gesetzt projektivisch, je nachdem die Curven im Punkte P die
Gerade p auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten bertihren.
Sind die geraden Gebilde p, p; einstimmig-projektivisch, so hat
wan ferner zu unterscheiden, ob sie zwei Punkte P, Q oder nur
den Punkt P oder alle ihre Punkte entsprechend gemein haben.
Im zweiten dieser Fille schmiegen sich die Curven inniger als
im ersten, im dritten inniger als in jedem der beiden erstern
an einander an.
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Im ersten Falle enthilt nimlich der Strahlenbiischel P zwei
Strahlen p, q deren Pole P, Q in Hinsicht auf beide Curven die-
selben sind. Im zweiten Falle gilt diess nur von dem Strahle
p, im dritten aber von allen Strahlen des Biischels P. Bezieht
man daher die Curven perspektivisch so aufeinander, dass je zwei
homologe Punkte mit dem Punkte P in einer und derselben Ge-
raden liegen, so muss die Gerade u, welche von je zwei homo-
logen Tangenten in einem und demselben Punkte geschnitten
wird, im ersten Falle die Gerade p im Punkte Q, im zweiten
Falle im Punkte P schneiden, im dritten Falle aber mit der Ge-
raden p zusammenfallen. Bezieht man die Curven perspektivisch
so aufeinander, dass je zwei homologe Tangenten die Gerade p
in einem und demselben Punkte schneiden, so ist ihr gemein-
schaftliches Projektionscentrum im ersten Falle ein ausserhalb der
Geraden p befindlicher Punkt, im zweiten ein von P verschiede-
ner Punkt der Geraden p und im dritten der Punkt P selbst.

275. Durch die drei Eckpunkte eines gegebenen Dreiecks
S Ay B; eine Curve II. Ordnung zu legen, welche einer gegebenen
Curve II. Ordnung, welche nicht durch alle drei Eckpunkte des
Dreiecks geht, aber zwei Seiten desselben in einem Eckpunkte
S schneidet, in diesem Punkte so innig als mdglich sich an-
schmiege.

Es seien A, B diejenigen Punkte der gegebenen Curve, wel-
che aus dem Punkte S durch die Geraden SA;, SB; projicirt
werden. Bezieht man nun zwei ebene Systeme perspektivisch so
aufeinander, dass sie den Strahlenbtischel S und das gerade Ge-
bilde, welches den Punkt S mit dem Schnittpunkte von A B und
Ay B, verbindet, entsprechend gemein haben und dass dem Punkte
A des einen der Punkt A; des andern und also dem Punkte B
des erstern der Punkt B; des letztern entspricht, so ist die
Curve, welche der gegebenen entspricht, die gesuchte.

Sind eine Curve II. Ordnung und zwei Punkte S, A gege-
ben, von welchen der eine S in der Curve, der andere aber we-
der in der Curve noch in der Geraden u liegt, welcheim erstern
die Curve berithrt, so findet man diejenige Curve II. Ordnung, wel-
che durch die beiden gegebenen Punkte geht und im erstern der
gegebenen Curve so innig als mdglich sich anschmiegt, wenn
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man zwei ebene Systeme perspektivisch so aufeinander bezieht,
dass sie den Strahlenbtischel 8 und das gerade Gebilde u ent-
sprechend gemein haben, und dass der Punkt A; demjenigen
Punkte der gegebenen Curve entspricht, welcher aus dem Punkt
8 durch die Gerade SA, projicirt wird. Eben so leicht lassen die
reciproken Aufgaben sich auflosen.

276. Bollen zwei in einerlei Ebene liegende Systeme projek-
tivisch so einander bezogen werden, dass sie eine gegebene Curve
II. Ordnung entsprechend gemein haben, so kann man (264) in
dieser Curve zu drei Punkten A, B, C des einen Systems die
homologen Punkte A;, B;, C; des andern nach Belieben anneh-
men, wodurch aber alsdann jedem Elemente des einen Systems
ein Element des andern zugewiesen ist. Wenn nun die gegebene
Curve als Gebilde des einen Systems durch s und als Gebilde
" des aundern durch s; bezeichnet wird, und die Systeme nicht alle
ihre Elemente entsprechend gemein haben, was nur der Fall wire,
wenn A mit Ay, B mit B; und C mit C; zusammenfiele, so gilt
Folgendes.

I. Projicirt man die Curven s, s, aus einem und demselben
in ihnen befindlichen Punkte M, so erhilt man (265) zwei zu
einander projektivische Strahlenbtischel, welche zwei Strahlen oder
nur einen Strahl oder gar keinen Strahl entsprechend gemein ha-
ben, je nachdem die Curven zwei Punkte oder nur einen Punkt
oder gar keinen Punkt entsprechend gemein haben. Den Strah-
len MA, MB, MC des einen Biischels entsprechen die Strahlen
MA,, MB;, MC, des andern.

II. Projicirt man dieCurve s; aus einem sich nicht selbst
entsprechenden Punkte A der Curve s und diese aus dem homolo-
gen Punkte A; der Curve s;, soerhilt man (noch 108 und 265)
zwei zu einander perspektivische Strahlenbiischel. Den Strahlen
A Ay, ABy, AC, des erstern Blischels entsprechen die Strahlen
AiA, A;B, A;C des letzstern. Die Gerade h, welche von je
zwei homologen Strahlen dieser Biischel in einem und demselben
Punkte geschnitten wird, geht, wenn die Curven s, s, zwei Punkte
entsprechend gemein haben, durch diese beiden Punkte. Haben
die Curven nur einen Punkt entsprechend gemein, so werden sie
in diesem Punkte von der Geraden h bertihrt. Wenn aber die
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Curven gar keinen Punkt entsprechend gemein haben, so haben
sie auch mit der Geraden h keinen Punkt gemein.

IIT. Wenn irgend zwei Punkte der Curven s, s; und also
auch zwei Strahlen der in I betrachteten Biischel, demnach (215)
je zwei homologe Strahlen dieser Biischel und also auch je zwei
homologe Punkte der Curven einander doppelt entsprechen, so
miissen die Systeme, da jede Gerade, welche ein Paar homologe
Punkte verbindet, sich selbst entspricht, einen Strahlenbiischel
entsprechend gemein haben und folglich (227) involutorisch liegen.

IV. Wenn drei Gerade AA;, BB,, CC,, deren jede einen
Punkt der Curve s mit dem homologen Punkte der Curve sy ver-
bindet, in einem und demselben Punkte sich schneiden, so kann
man ebenfalls schliessen, dass die Systeme involutorisch liegen.
Da ndmlich (251) dieser Schnittpunkt sowokl dem Schnittpunkte
von AB; und A, B als auch dem Schnittpunkte von AC; A;C
conjugirt und mithin der Pol der Geraden h ist, folglich diese
Gerade auch von den Geraden AB, A; B, in einem und demsel-
ben Punkte geschnitten wird, so entspricht der Punkt B der
Curve s; dem Pankte B, der Curve s. Dasselbe folgt auch aus
249 und 264.

V. Die zu einander collinetiren ebenen Systeme haben die
Gerade h, die von je zwei Geraden PQ,, P; Q, von welchen die
eine irgend zwei nicht homologe Punkte der Curven s, s; und
die andere die ihnen entsprechenden Punkte verbindet, in einem
und demselben Punkte geschnitten wird, und eben so den Punkt
H (den Pol der Geraden h), welcher (251) mit dem Schnitt-
punkte pq, von je zwei nicht homologen Tangenten der Curven
8, 8; und dem Schnittpunkte p;q der ihnen entsprechenden Tan-
genten in einer und derselben Geraden liegt, entsprechend ge-
mein.

Projicirt man aus dem erstern von den beiden Punkten P, P,
die Curve s; und aus dem letztern die Curve s, so erhilt man
zwei zu einander perspektivische Strahlenbtischel. Dass aber die
Gerade, welche von je zwei homologen Strahlen dieser Btischel in
einem und demselben Punkte geschnitten wird, mit der in IL er-
wihnten Geraden h zusammenf3llt, geht, wenn auch die collinei-
ren Systeme nicht involutorisch liegen und die Curven s, s, kei~
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nen Punkt entsprechend gemein haben, daraus hervor, weil die
drei Punkte, in deren jedem ein Paar Gegenseiten des Sechsecks
AP QA{PQ, sich schneiden, in einer und derselben Geraden
liegen. Da ferner (251) der Schnittpunkt von PQ; und P, Q
mit dem Pole pq von PQ und dem Pole P1q; von P;Q, in ei-
ner und derselben Geraden liegt, und mithin die Gerade h, im
Falle sie von zwei homologen Punkten P4 Py q1 der collinedren
Systeme den einen enthilt, auch den andern enthalten muss, so
folgt, dass die beiden Systeme die Gerade h und also auch ibren
Pol H entsprechend gemein haben.

277. Wenn von den n+1
Punkten, in deren jedem ein
Paar Gegenseiten eines in eine
Curve II1.Ordnung beschriebenen
(4n+2) Ecks sich schneiden,
n in einer und derselben Ge-
raden h liegen, so liegt auch

Wenn von den n+1 Diago-
nalen, deren jede ein Paar Ge-
geupunkte eines um eine Cur-
ve II. Ordoung beschriebenen
(4n+2) Seits verbindet, n in
einem und demselben Punkte
sich schneiden, so geht auch die

der letzte in dieser Geraden. | letzte durch diesen Punkt.

Man nehme an, dass die Punkte, in welchen die vier Seiten
ABy, BiC, CD;, D,E eines in eine Curve II. Ordnung be-
schriebenen Zehnecks AB, CD, EA; BC,DE, von den ihnen ge-
geniiberliegenden Seiten geschnitten werden , in einer und der-
selben Geraden h liegen. Bezieht man nun zwei Systeme col-
lineéir so aufeinander, dass sie die Curve entsprechend gemein
haben, und dass den Punkten A, B, C des einen Systems die
Punkte Ay, By, C; des andern entsprechen, so entsprechen auch
(276) den Punkten D, E des erstern die Punkte D, E; des
letztern, daher auch der Schnittpunkt der Seiten EA;,, E A in
der Geraden h liegt.

278. Werden die Elemente einer Curve II. Ordnung s invo-
lutorisch gepaart, so dass nimlich die Geraden AA, BB, CC
u. s. w., deren jede zwei einander zugeordnete Punkte der Curve
verbindet, alle in einem und demselben Punkte H sich schneiden
und also die Punkte aa;, bby, c¢; u. s. w., in deren jedem zwei
einander zugeordnete Tangenten der Curve sich schneiden, alle
in einer und derselben Geraden h liegen, so wird (276) jede In-
volution AA;.BB;.CC; von drei Paar Punkten der Curve aus
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jedem in ihr befindlichen Punkte durch eine Involution von drei
Paar Strahlen projicirt und jede Involution aa;.bb,. ceq von drei
Paar Tangenten der Curve von jeder Tangente derselben in einer
Involution von drei Paar Punkten geschnitten.

Wenn die Gerade h die Curve in zwei Punkten P, Q schnei-
det, so heissen in der Curve je zwei einander zugeordnete Punkte
durch die Punkte P, Q und in dem der Curve sich anschmiegen-
den Strahlenbiischel je zwei einander zugeordnete Strahlen durch
die Strahlen HP,” HQ harmonisch getrennt. Im erstern Gebilde
vertritt jeder von den beiden Punkten P, Q, im letztern aber
jeder von den beiden Strahlen die Stelle eines Paares.

Sind also die Diagonalen eines in eine Curve II. Ordnung
beschriebenen Vierecks einander conjugirt, so liegen in der Curve
die vier Eckpunkte des Vierecks, die Ta.ngentén an diesen Punk-
ten aber in dem der Curve sich anschmiegenden Strahlenbiischel
harmonisch. Die vier Eckpunkte des Vierecks werden aus jedem
Punkte der Curve durch einen harmonischen Strahlenbiischel pro-
jieirt, die vier erwihnten Tangenten aber von jeder Tangente der
Curve in einem harmonischen geraden Gebilde geschnitten.

279. Durch ein vollstindiges
Viereck sind (262) drei Curven
II. Ordnung bestimmt, deren
jede durch die vier Eckpunkte
des Vierecks geht und in jedem
dieser Punkte von einer Gera-
den beriihrt wird, welche mit
den drei durch denselben Eck-
punkt gebenden Seiten einen
harmonischen Strahlenbiischel
bildet. JederPunkt,aus welchem
dieEckpunkte desVierecks durch
vier harmonisch liegende Strah-
len projicirt werden, liegt in
einer der drei Curven.

280. Durch eine Curve IL Ord-
nung s und zwei Punkte H, P,

von welchen der letztere weder
Staudt, Geometrie der Lage.

Durch ein vollstindiges Vier-
seit sind drei Curven II. Ord-
nung bestimmt, deren jede Seite
des Vierseits in einem Punk-
te beriihrt, welcher mit den
in derselben Seite befindlichen
Eckpunkten bharmonisch liegt.
Jede Gerade, welche die vier
Seiten des Vierseits in vier
harmonisch liegenden Punkten
schneidet, beriihrt eine von den
drei Curven.

Durch eine Curve IT. Ordnung
s und zwei Gerade h, p, von

welchen die letztere weder die
11
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in der Curve noch in der Polare
des erstern noch mit dem er-
stern in einer und derselben
Tangente der Curve liegt, ist
eine andere Curve II Ordnung
k bestimmt, welche durch den
letztern Punkt geht und die
Bedingung erfiillt, dass der Pol
einer jeden durch den erstern
Punkt gehenden Geraden in
Hinsicht auf beide Curven der-
selbe sei.

Curve beriihrt noch durch den
Pol der erstern geht, noch die
erstere in einem Punkte der
Curve schneidet, ist eine andere
Curve IIL Ordrung k bestimmt,
welche die letztere Gerade be-
riibrt und die Bedingung erfiillt,
dass die Polare eines jeden in
der erstern Geraden befindlichen
Punktes in Hinsicht auf beide
Curven dieselbe sei.

Durch die Curve s und die Gerade h ist auch der Pol H

dieser Geraden und umgekehrt durch die Curve s und den Punkt
H die Polare h dieses Punktes gegeben. Da nun das gerade Ge-
bilde h und der Strahlenbiischel H eben so, wie sie in Hinsicht
auf die Curve s einander zugeordnet sind, auch in Hinsicht auf
die Curve k einander zugeordnet sein sollen, die im Punkte P
dieser Curve sich anschmiegende Gerade p durch den Pol der
Geraden PH gehen und umgekehrt der Bertthrungspunkt der Tan-
gente p in der Polare des Punktes ph liegen muss, mithin durch
jedes von den beiden Elementen das andere bestimmt ist, so folgt

der Satz auns 240.

In jeder Geraden, welche die
eine von den beiden Curven in
einem Punkte beriihrt und die
andere in zwei Punkten schnei-
det, sind diese Punkte durch
jenen Punkt und durch die Spur
der Geraden h harmonisch ge-
trennt. Schneidet eine Gerade
die Gerade b im Punkte F, die
eine Curve in den Punkten A, A,
und die andere in den Punkten
G, Gy, 80 ist FLAA;{. GG eine
Involution. Der Punkt, in wel-
chem jene Gerade von der Po-

Die Schenkel eines jeden Win-
kels, welcher um die eine von
den beiden Curven beschrieben
ist und seinen Mittelpunkt in
der andern hat, sind durch die
Gerade, welche in diesem Punkte
die andere berlihrt, und durch
die Gerade, welche aus dem-
selben Punkte den Punkt H
projicirt, harmonisch getrennt.
Schneiden sich zwei Tangenten
a, a; der einen Curve und zwei
Tangenten g, g; der andern
Curve in einem und demselben
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lare des Punktes F' geschnitten | Punkte, so ist, wenn die Ge-
wird, ist nimlich von diesem | rade, welche aus diesem Punkte
sowohl durch die Punkte A, A; | den Punkt H projicirt, durch f
als auch durch die Punkte @&, G, | bezeichnet wird, f.aa;.gg
harmonisch getrennt. eine Involation.

Es folgt hieraus ferner, dass die beiden Curven keinen aus-
serhalb der Geraden h befindlichen Punkt und also entweder gar
keinen oder nur einen Punkt oder zwei Punkte mit einander ge-
mein haben, je nachdem sie den Punkt H einschliessen oder in
diesem Punkte die Gerade h berlihren oder von dieser Geraden
geschnitten werden, und dass im ersten so wie auch (274) im
zweiten Falle die eine Curve von der andern eingeschlossen ist,
im dritten Falle aber in ihren gemeinschaftlichen Punkten ent-
weder die eine die andere von innen oder jede die andere von
aussen beriihrt, je nachdem sie in einen und denselben oder nicht
in einen und denselben von den beiden Winkeln beschrieben sind,
welche ihre gemeinschaftlichen Tangenten mit einander bilden.

281. Wenn zwei collinelire ebene Systeme eine Curve II.
Ordnung s aber nicht alle ihre Punkte entsprechend gemein ha-
ben und auch nicht involutorisch liegen, so berithren die Geraden
AAy, BBy, CC; u. s. w., deren jede ein Paar homologe Punkte
der Curve s verbindet, eine andere Curve II. Ordnung k, wih-
rend die Punkte aas, bb;, cc; u. s. w., in deren jedem ein Paar
homologe Tangenten der Curve s sich schneiden, in einer dritten
Curve II. Ordnung liegen, welche in Hinsicht auf die Curve s
dem der Curve k sich anschmiegenden Strahlenbiischel zugeord-
net ist.

Nach dem vorigen Satze ist durch die Curve s, durch die
in 276 erwiihnte Gerade h und die Gerade A A; eine Curve II,
Ordnung k bestimmt, welche die letztere Gerade bertihrt und die
Bedingung erfiillt, dass die Polare eines jeden in der erstern be-
findlichen Punktes in Hinsicht auf beide Curven dieselbe sei. Um
sich nun zu tiberzeugen, dass die Curve k auch von jeder andern
Geraden BBy, welche ein Paar homologe Punkte der Curve s
verbindet, beriihrt werde, darf man nur bemerken, dass (251)
der Punkt L, in welchem die Gerade h von den Geraden A B,

A, B geschnitten wird, der Pol der Geraden ist, welche den
11*
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Schnittpunkt M von A A; und BBy mit dem Schnittpunkte N von
AB und A; B, verbindet, und dass die einander conjugirten Ge-
raden ML, MN durch die Geraden A A;, BB; harmonisch ge-

trennt sind.

282. Wenn die Eckpunkte.ei-
pes Dreiecks in einer gegebenen
Carve II. Ordnung sich bewe-
gen, wiihrend zwei Seiten um
zwei Punkte sich drehen, wel-
che in Hinsicht auf die Curve
.einander conjugirt sind, so dreht

gich (258) die dritte Seite um

den Pol der Geraden, welche
die beiden erstern Punkte ver-
bindet.

283. Wenn die Eckpunkte ei--

nes nEcks AjAgA;... Ap in ei-
ner ,gegebenen Curve II. Ord-
nung liegen und n—1 Seiten

degselben durch gegebenePunkte

gehen, von welchen keiner in
der Curve liegt, so geht die
letzte Seite entweder ebenfalls
durch einen gegebenen Punkt
oder sie beriihrt eine gegebene
Curve II. Ordnung.

. Wenn die drei Seiten eines

Dreiecks eine gegebene Curve

1I. Ordnung beriihren und zwei
Eckpunkte desselben in zweil
gegebenen Geraden liegen, wel-
che in Hinsicht auf .die Curve
einander conjugirt sind, so liegt
der dritte Eckpunkt in der Po-
lare des Punktes, in welchem
die heiden erstern Geraden sich

| schneiden.

Wenn die Seiten eines n Ecks
eine gegebene Curve II. Ord-
nung berithren, und n—1 Eck-
punkte desselben in gegebenen
Geraden liegen, von welchen
keine die Curye beriihrt, so
liegt der letzte Eckpunkt ent-
weder ebenfalls in einer gege-
benen Geraden oder in einer
gegebenen Curve II. Ordnung.

Die Punkte Ay, Ay, Ag,... An sind nlimlich homologe Pupkte

von.n collineliren Systemen, welche die gegebene Curve entspre-
chend gemein haben, und von welchen je zwei aufeinander fol-
gende involutorisch liegen. Wenn nun auch das erste und letzte
involutorisch liegen, so geht die Gerade An A, durch einen gege-
benen Punkt. Ist aber diegs nicht der ;Fall, so beriithrt (281)
die Gerade An A, eine gegehene Curve 1I. Ordnung.
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§. 21.

Von der Anzahl der gemeinschaftiichen' Punkte und Tangenten zweier
Curven 11. Ordnung.

284. Zwei Curven II. Ordnung hiaben (258) hbchstens vier
Punkte, die ihnen sich anschmiegenden Strahlenbtischel héchstens
vier Strahlen mit einander gemein. Bertihren zwei Curven 1I. Ord-
nung eine Gerade in einem und demselben Punkte, so habén sie
hichstens noch zwei Punkte mit einander gemein und hdchstens
noch zwei gemeinschaftliche Tangenten. Beriihren zwei Curven
IL. Ordnung zwei Gerade in denselben zwei Punkten, so haben
sie weder einen dritten Punkt mit einander gemein noch eine
dritte gemeinschaftliche Tangente. :

Wenn zwei Curven II. Ordnung, welche zwei Gerade in den-
selben zwei Punkten bertihren, perspektivischso aufeinander be-
zogen werden, dass je zwei homologe Tangenten die eine gemein-
schaftliche Tangente in einem und demselben Punkte schneiden,
so liegen je zwei homologe Funkte mit dem Beri{hrungspunkte
der andern in einer und defselbén Geraden. Da n#mli¢ch die an-
dere gemeinschaftliche Tangente und also auch ihr Bertihrungs-
punkt sich selbst entspricht, so muss dieser Punkt das Projek-
tionscentrum der zu einander perspektivischen Systéme sein. Ea
folgt daher auch aus 271, dass ih ihren gemeinschaftlichen Punk-
ten entweder die eine von dén beiden Curven die andere von in-
nen oder jede die andere von aussen berthrt, je nachdem sie
nimlich in einen und denselbén oder nicktin einen und densel-
ben von den beiden Winkeln beschrieben sind, welché ihfe ge-
meinschaftlichen Tangenten mit einander bilden.

285. Die Anzahl m der gemeinschaftlichen Puiikte zwéier
Curven s, k II. Ordnang, welche in einerlei Ebene liogen, ist
eine pare oder unpare Zahl, jo nachdem die Anzall n ihrer ge-
meinschaftlichen Tangénten eine pare oder unpare Zahl ist.

s sei r die Anzahl dér Punkte, in welchen die Curven sich
bertihren, so ist m-—r die Anzahl ihrer Schnittpunkte tnd n—r
die Anzahl derjenigén gemeinscHaftlichen Tangenten, deren jede
die Curven entweder in zwei verschiedénen Punkten oder in ei-
nem Schnittpunkte bertihrt. Bemerkt man nun, dass das System
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von allen in der Ebene befindlichen Geraden durch den Strah-
lenbiischel s in zwei Systeme getheilt wird, und dass eine Ge-
rade, welche den Strahlenbtischel k beschreibt, in jeder der
erwithnten n—r Tangenten von einem der beiden Systeme in das
andere tibergeht, so folgt, dass n—r eine pare Zahl sei, gleich
wie m—r eine pare Zahl ist. Es sind also m, n, r entweder
drei pare oder drei unpare Zahlen.

286. Versteht man unter einem n Ecke eine von nStrecken
eingeschlossene Figur, so heisst ein nEck in eine Curve IL Ord-
nung oder auch diese um das n Eck beschrieben, wenn das n Eck
von der Curve eingeschlossen ist und alle seine Eckpunkte in
derselben liegen. Umgekekrt heisst eine Curve IL Ordnung in
ein nEck oder auch das nEck um die Curve beschrieben, wenn
diese alle Seiten des nEcks berithrt, und also in dem n Ecke
liegt. Jedes n Eck, welches in oder um eine Curve II. QOrdnung
beschrieben ist, hat lauter ausspringende Winkel.

287. Wenn zwei Curven II.
Ordnung s,k vier gemeinschaft-
liche Tangenten a, b, ¢, d ha-
ben, so schneiden sie sich ent-
weder in vier Punkten oder sie
haben gar keinen Punkt mit
einander gemein.

Wenn zwei Carven IL. Ord-
nung in vierPunkten sich schnei-
den, so haben sie entweder vier
gemeinschaftliche  Tangenten
oder gar keine gemeinschaftliche

Tangente.

Durch die Geraden a, b, ¢, d wird die Ebene in drei

Vierecke und vier Dreiecke getheilt. Sind nun die Curven s, k
in ein und dasselbe Viereck beschrieben, so miissen sie sich in
vier Punkten schneiden. Sind aber die Curven nicht in ein
und dasselbe Viereck beschrieben, so haben sie keinen Punkt
mit einander gemein.

Zwei Curven II.Ordnung, welche vier gemeinschaftliche Tan-
genten haben, berithren (284) keine dieser Geraden in einem und
demselben Punkte. Eben so werden zwei Curven II. Ordnung,
welche vier Punkte mit einander gemein haben, in keinem die-
ser Punkte von einer und derselben Geraden berithrt,

288. Haben zwei Curven IL Haben zwei Curven II. Ord-
Ordnung s, k keinen Punkt mit | nung keine gemeinschaftliche
einander gemein, so haben sie | Tangente, so haben sie entwe-
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entweder auch keine gemein-
schaftliche Tangente oder vier
gemeinschaftliche Tangenten.

der auch keinen Punkt mit ein-
ander gemein oder sie schnei-

| den sich in vier Punkten.

Es kommt hier nur darauf an, ob die eine oder keine von

den beiden Curven s, k die andere einschliesst.

Im letztern

Falle wird das System von allen in der Ebene befindlichen Ge-
raden durch die beiden Strahlenbiischel s, k in finf Systeme

getheilt.

289. Wenn zwei Curven II.
Ordnung s, k drei gemeinschaft-
liche Tangenten haben, so ha-
ben sie entweder (285) auch
drei Punkte oder nur einen
Punkt mit einander gemein.

Wenn zwei Curven II. Ord-
nung drei Punkte mit einander
gemein haben, so haben sie
entweder auch drei gemein-
schaftliche Tangenten oder nur
einegemeinschaftliche Tangente.

Da die Anzahl der Punkte, welche die Curven 8, k mit ein-
ander gemein haben, eine unpare Zahl ist, so miissen sie in ei-
nem Punkte sich berithren. Sind nun die beiden Curven in ein
und dasselbe von den vier Dreiecken beschrieben, welche ihre
gemeinschaftlichen Tangenten mit einander bilden, so schneiden
sie sich in zwei Punkten. Sind aber die Curven nicht in ein
und dasselbe Dreieck beschrieben, so haben sie nur Jjenen Punkt
mit einander gemein.

290. Haben zwei Curven II. Ordnung zwei Punkte mit oin-
ander gemein, so haben sie auch nach 285, 287 und 288 zwei
gemeinschaftliche Tangenten, und umgekehrt. Sind nun die Cur-
ven in einen und denselben von den beiden Winkeln beschrieben,
welche ihre gemeinschaftlichen Tangenten mit einander bilden, so
muss entweder die eine die andere in zwei Punkten von innen
bertihren oder sie miissen sich in zwei Punkten schneiden. Im
letztern Falle kann man ferner unterscheiden, ob die Curven jede
ibrer gemeinschaftlichen Tangenten in zwei verschiedenen Punkten
oder ob sie die eine in einem ihrer Schnittpunkte bertihren. Sind
die Carven nicht in einen und denselben Winkel beschrieben, so
bertihren sie sich in zwei Punkten von aussen.

291. Nach 285 und 290 ist die Anzahl m der gemein-
schaftlichen Punkte zweier Curven II. Ordnung, welche niimlich
in einerlei Ebene liegen, entweder der Anzahl n ihrer gemein-
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schaftlichen Tangenten gleich, oder es ist die Summe dieser bei-
den Zahlen 4 oder es findet beides zugleich statt. Ist
m=—n==8 oder m—n==1, so beriibrt die eine von den beiden
Curven die andere in einem Punkte von innen. Ist aber m—3
und n=—=1 oder m==1 und n=—=3, so berlihren sich die Curven
in einem Punkte von aussen.

292. Wenn von einer Curve II. Ordnung s fiinf Punkte
A, B, C,D, E und von einer andern Curve II. Ordnung k,
welche durch die drei ersten Punkte, aber durch keinen der bei-
den itbrigen geht, ebenfalls noch zwei Punkte D;, E, gegeben
sind, so kann man leicht finden, ob die Curven in einem ihrer
gemeinschaftlichen Punkte sich bertihren, oder in welchem vierten
Punkte sie sich schneiden.

Man suche in der Curve s zuerst den Punkt D,, so dass
E(ABCD,) X E,(ABCD,) ist, und alsdann den Punkt F, wel-
cher aus dem Punkte D, durch die Gerade D, D; projicirt ist.
Da nun (255)- F(ABCD;) X" E(ABCD,) und mithin auch
F(ABCDy) ~ E;(ABCD,) ist, so folgt (256), dass der Punkt
F auch in der Curve k liegt, und dass also dieser Punkt, wenn
er mit keinem der drei Punkte A, B, C zusammenfillt, der vierte
Schnittpunkt der beiden Curven ist. Fillt aber der Punkt F
etwa mit dem Punkfe A zusammen, so folgt auf dieselbe Weise,
dass alsdann die Gerade, welche die Curve s im Punkte A be-
riithrt, in demselben Punkte auch die Curve k beriihre.

293. Werden zwei vollstiin-
dige Vierecke ABCD, A; B,
C; Dy angenommen, so dass je-
der Punkt, in welchem ein Paar
Gegenseiten des einen Vierecks

sich schneiden, auch der Schnitt-

punkt von zwei solchen Seiten
des andern ist, so haben die
beiden Vierecke entweder zwei
Seiten mit einander gemein, oder
es liegen ihre acht Eckpunkte in
einer Curve II. Ordnung.

Werden zwei vollstindige Vier-
seite angenommen, so dass jede
Gerade, welche ein Paar Ge-
genpunkte des einen Vierseits
verbindet, auch durch zwei sol-
che Punkte des andern geht,
so haben die beiden Vierseite
entweder ein Paar Gegenpunkte
mit einander gemein, oder es
bertihren ihre acht Seiten eine
Curve II. Ordnung.

Es sei M der Schnittpunkt von AB und CD, N der Schnitt-
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punkt von AC und BD und R der Schniﬁtpunkt von AD und
BC. Wenn nun etwa der Punkt A in der Geraden A B liegt,
und Ay B; diejenige Seite des zweiten Vierecks ist, welche durch
den Punkt M geht, so fillt diese Seite mit der Seite AB und
folglich, da alsdann diese Gerade durch die Geraden MN, MR
sowohl von CD als auch von C; Dy harmonisch getrennt ist, auch
die Seite CD mit der Seite C;D; zusammen. Lisst sich aber
durch die fiinf Punkte A, B, C, D, A; eine Curve II. Ordnung
legen, so geht diese, da die Punkte A;, B; durch den Punkt M
und den Schnittpunkt von A; B; und NR harmonisch getrennt
und die letztern Punkte (251) einander conjugirt sind, amch
durch den Punkt B; und eben so durch die Punkte C;,D;. Es
ergeben sich hieraus und aus 251 noch folgende Sitze:

Haben zwei Curven II. Ord-
nung vier gemeinschaftlicheTan-
genten, so liegen die acht Be-
rithrungspunkte dieser Tangen-
ten entweder in einer dritten
Curve II. Ordnung oder in zwei
Geraden. Der letztere Fall kann
vorkommen, wenn die Curven
sich nicht schuneiden.

Schneiden sich zwei Curven
II. Ordnung in vier Punkten, so
beriihren die acht Geraden, de-
ren jede eine von den beiden
Curven in einem jener Punkte
bertihrt, entweder eine dritte
Curve II. Ordnung, oder es
schneiden sich vier in einem
Punkte und die vier ﬁbrigen in

einem andern Punkte.

294. Zwei collinetire Systeme, welche in einerlei Ebene, aber
nicht perspektivisch liegen, haben entweder die drei Eckpunkte
und die drei Seiten eines Dreiecks oder nur zwei Punkte und
awei Gerade, von welchén die eine durch beide Punkte, die an-
dern aber durch einen derselben geht, oder nur einen Punkt und
eine Gerade entsprechend gemein.

Es entspreche dem Punkte A des einen Systems der Punkt
Ay des andern, so entspricht der Geraden A A; des erstern Sy-
stems eine durch den Punkt A; gehende Gerade u des andern.
Wenn nun, was man annehmen kann, diese Linien nicht in ein-
ander fallen, so erzeugen (256) die Strahlenbiischel A, A; eine
Curve IL. Ordnung k, welche offenbar durch jeden Punkt geht,
welchen die collineliren Systeme entsprechend gemein haben. Der
Curve k des erstern Sysiems entspricht ferner eine Curve k, des
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andern, welche die Gerade u und die Curve k im Punkte Ay
schneiden muss, weil diese die Gerade A Ay im Punkte A schnei-
det und die Gerade u im Punkte A; bertibrt. Da endlich je zwei
homologe Punkte der beiden Curven aus dem Punkte A; durch
einen und denselben Strahl projicirt werden, so folgt:

I. Wenn die beiden Curven in noch drei Punkten P,Q R
sich schneiden, so haben die collinetiren Systeme die Eckpunkte
und also auch die Seiten des Dreiecks PQR entsprechend gemein.

I. Wenn die Curven nur noch in einem Punkte P sich
schneiden, in einem Punkte Q aber sich bertihren, so haben die
Systeme zwei Punkte P, Q und zwei Gerade PQ, von welchen
nimlich die letztere die Curven im Punkte Q bertibrt, entspre-
chend gemein.

III. Wenn die Curven nur noch in einem Punkte P sich
schneiden und in diesem Punkte von einer und derselben Gera-
den p beriihrt werden, so haben die Systeme nur den Punkt P
und die durch ihn gehende Gerade p entsprechend gemein. —
Dass keine durch den Punkt P gehende, von p verschiedene Ge-
rade PB mit der ihr entsprechenden Geraden P B, zusammenfillt,
geht daraus hervor, weil je zwei homologe Punkte B, B, der
Curven aus dem Punkte A; durch eine und dieselbe Gerade pro-
jicirt werden. Eine Gerade q aber, welche nicht durch den Punkt
P geht, kann desshalb sich nicht selbst entsprechen, weil der
Punkt pq sich nicht selbst entspricht.

IV. Wenn die Curven nur noch einen Punkt P gemein ha-
ben, in diesem Punkte aber nicht von einer und derselben Ge-
raden bertthrt werden, so haben die Systeme nur den Punkt P
und eine nicht durch ihn gehende Gerade entsprechend gemein, —
Nach dem, was in III bemerkt wurde, haben die Systeme weder
eine durch den Punkt P gehende Gerade noch mehr als eine Ge-
rade entsprechend gemein. Um sich aber zu iberzeugen, dass
es eine Gerade giebt, welche sich selbst entspricht, darf man nur
zwei homologe gerade Gebilde ¢, ¢, betrachten, welche im Punkte
P sich schneiden und also Schnitte eines und desselben Strahlen-
biischels 8 sind. Wenn nun dem Punkte S des einen Systems
der Punkt S, des andern entspricht und die Gerade S8, die Ge-
raden ¢, ¢; in den Punkten C, C; schneidet, so entspricht die
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Gerade S; C; der Geraden SC, also sich selbst. Eben so leicht
findet man, wenn eine Gerade gegeben ist, welche die Systeme
entsprechend gemein haben, einen sich selbst entsprechenden Punkt.

295. Wenn man in einer Ebene zwei Polarsysteme annimmt
und je zwei Punkte V;, V, der Ebene, welche von einer und
derselben Geraden V die Pole in Hinsicht auf jene Systeme sind,
einander entsprechend nennt, so hat man offenbar drei Systeme
3, 3y, X, projektivisch so aufeinander bezogen, dass die bei.
den letztern dem erstern reciprok, also unter sich collineir sind
und mithin entweder einen Strahlenbiischel S und ein durch sei-
nen Mittelpunkt gehendes gerades Gebilde u, oder einen Strah-
lenbiischel S und ein nicht durch seinen Mittelpunkt gehendes
gerades Gebilde u, oder nur die Eckpunkte und Seiten eines
Dreiecks PQR, oder nur zwei Punkte P, Q und zwei Gerade
PQ, p, welche im Punkte Q sich schneiden, oder nur einen
Punkt P und eine durch ihn gehende Gerade p, oder nur einen
Punkt P und eine nicht durch ihn gehende Gerade p entspre-
chend gemein haben.

Im ersten Falle bertihren sich die Ordnungscurven s, k der
Polarsysteme im Punkte S so innig, dass der Pol einer jeden
durch den Punkt S gehenden Geraden in Hinsicht auf beide
derselbe ist. '

Im zweiten Falle haben die Polarsysteme unendlich viele
Polardreiecke mit einander gemein. Die Curven s, k beriihren
sich (280) entweder in zwei Punkten, oder sie haben gar keinen
Punkt mit einander gemein.

Im dritten Falle haben die Polarsysteme nur das Polardreieck
P QR mit einander gemein. Die Curven s, k schneiden sich ent-
weder in vier Punkten oder haben gar keinen Punkt mit einander
gemein. Gehen niimlich beide Curven durch den Punkt A, so
muss dieser, wenn nicht der zweite Fall Statt finden soll, aus-
serhalb der drei Geraden PQ, PR, QR liegen. Sucht man nun
zn dem Punkte P, A und dem Schnittpunkte von PA und QR
den vierten harmonischen Punkt B, so hat man noch einen ge-
meingchaftlichen Punkt der beiden Curven. Eben so kann man
aber in jeder von den beiden Geraden QA, RA einen Punkt
finden, in welchem die Curven sich schneiden.
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Im vierten Falle bertihren sich die Curven s,k im Punkte Q,
so dass es aber nur noch einen Punkt P giebt, dessen Polare p
in Hinsicht auf beide Polarsysteme dieselbe ist, daher die Cutven
entweder nur den Punkt Q oder noch zwei Punkte mit einander
gemein haben, in welchen sie sich schndiden,

Im fiinften Falle schneidén sich (274) die Curven s, k in
dem Punkte P, in welchem beide von der Geraden p bertihrt
werden, und also noch in einem andern Punkte. »

Im sechsten Falle, in welchem es auch nur einen Punkt P
giebt, dessen Polare p in Hinsicht auf beide Polarsysteme die-
selbe ist, diese Gerade aber nicht durch jenen Puunkt geht, haben
die Curven s, k zwei Punkte mit einander gemein, so dass aber
in keinem dieser Punkte beide von einer und derselben Geraden
bertihrt werden. Da es nimlich in der Geraden p keine zwei
Punkte giebt, welche in Hinsicht auf jedes der beiden Polar-
systeme einander conjugirt sind, so schmeiden sich (309) die
Curve s und die Gerade p in zwei Punkten, die durch die Punkte,
in welchen dieselbe Gerade von der Curve k geschnitten wird,
getrennt sind, daher auch die beiden Curven sich schneiden miis-
sen. Wilrden sie sich in vier Punkten schneiden, so hitten (251)
die Polarsysteme éin Polardreieck mit einander gemein.

Wenn ein ebenes Polarsystem keine Ordnungscurve hat, so
sagt man, dass seine Ordnungscurve imaginir sei. Ist also
irgend eine von den beiden Curven 8, k imaginsr, so muss ent-
weder der zweite oder dritte von den obigen Fillen Statt finden.

§ 22
Von den Linien Il. Ordnung iiberhaupt.

296. Unter einer Linie II. Ordung versteht man entweder
eine Curve IT. Ordnung oder den Inbegriff von zwei in einerlei
Ebene liegenden Geraden. Das Reciproke hievon ist in der Ebene
ein Strahlenbiischel II. Ordnung, welchér nimlich entweder
einer Curve IL. Ordnung sich anschmiegt, odér der Inbegriff
von zwei Strahlenbtischeln I. Ordnung ist. '
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Durch zwei zu einander pro-
jektivischeStrahlenbtischel, wel-
che in einerlei Ebene liegen,

aber nicht concentrisch sind, ist’

eine Linie IT. Ordnung bestimmt,
der nimlich jeder Punkt ange-
hort, welchen ein Strahl des ei-
nen Biischels mit dem homo-
logenStrahle des andern gemein
hat. Liegen dieStrahlenbiischel
perspektivisch, so besteht die
Linie II. Ordnung aus zwei
Geraden, von welchen die eine
die Mittelpunkte der beiden
Biischel verbindet.

297.

Durch zwei zu einander pro-
jektivische gerade Gebilde, wel-
che sich schneiden, ist ein Strah-
lenbtischel IL. Ordnung be-
stimmt, dem jeder Strahl ange-
hort, welcher durch einen Punkt
des einen Gebildes und zugleich
durch den homologen Punkt des
andern geht. Liegen die geraden
Gebilde perspektivisch, so ist
der Strahlenbiischel II. Ordnung
der Inbegriff von zwei Strah-
lenbiischeln I. Ordnung, von
welchen der eine den Schnitt-
punkt der geraden Gebilde zum
Mittelpunkt hat.

Wenn in einer Ebene zwei Dreiecke perspektivisch lie-

gen, aber weder einen Eckpunkt noch eine Seite mit einander
gemein haben, so liegen (259) die Punkte, in deren jedem zwei
nicht homologe Seiten der beiden Dreiecke sich schneiden, in ei-
ner Linie II. Ordnung s und die Geraden, deren jede zwei nicht
homologe Eckpunkte der beiden Dreiecke verbindet, in einem
Strahlenbtischel IL. Ordnung s;, welcher in dem (241) durch die
beiden Dreiecke bestimmten Polarsysteme jener Linie zugeord-
net ist.

Liegt ein Eckpunkt des einen Dreiecks in einer Seite des
andern, so wird diese Gerade in jenem Punkte sowohl von den
.Curven 8, s; als auch von der Ordnungscurve des erwihnten Po-
larsystems bertihrt. Ist daseine von den beiden Dreiecken in das
andere beschrieben, so fallen die drei Curven in einander.

298. Jedem einer Curve II. Ordnung einbeschriebenen voll-
stindigen Vierecke ABCD ist ein um dieselbe beschrigbenes voll-
stindiges Vierseit zugeordnet.

Je zweiGegenpunkte des voll-
stindigen Vierseits liegen mit
den vier Eckpunkten des Vier-
ecks in einer Linie II Ord-.
nung.

Jo zwei Gegenseiten des voll-
stindigen Vierecks liegen mit
den vier Seiten des Vierseits in
einem Strahlenbiischel II. Ord-
nung.
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Es seien E, F die Pole der Geraden AB, CD, so liegen
(251) die drei Punkte, in deren jedem ein Paar Gegenseiten des
Sechsecks AEBCFD sich schneiden, in einer und derselben Ge-
raden, woraus (259) der Satz folgt.

299. Wenr man in einerEbene
ein vollstindiges VipreckA BC D
und eine Gerade d annimmt,
welche durch keinen Eckpunkt
desselben geht, und je zwei
Punkte P, Py der Geraden d,
welche mit den vier Eckpunk-
ten des Vierecks in einer Linie
IL. Ordnung liegen, einander zu-
geordnet nennt, so sind die
Elemente des geraden Gebildes
d involutorisch gepaart.

Wenn man in einer Ebene
ein vollstindiges Vierseit abed
und einen Punkt D annimmt,
welcher in keiner Seite dessel-
ben liegt, und je zwei Strahlen
des Strahlenbiischels D, welche
mit den vier Seiten des Vier-
seits in einem Strahlenbiischel
II. Ordnung liegen, einander
zugeordnet nennt, so sind die
Elemente des Biischels D invo-
lutorisch gepaart.

Es werde die Gerade AB von der Geraden d oder PPy im
Punkte G und von der Geraden PD im Punkte H geschnitten,
so ist (119) ABGHRABAHGA P (BADP;). Da aber nach
der Annahme P (BADP,) » C(BADP)ist, so ist auchABGH
~ C (BADP,), woraus hervorgeht, dassin dem Polarsysteme,
in welchem (237) die Eckpunkte A, B, C des Dreiecks A BC die
Pole der ihnen gegeniiberliegenden Seiten a, b, ¢ sind, und dem
Punkte D die Gerade d, folglich dem Punkte G oder cd die
Gerade CD zugeordnet ist, der Punkt H der Pol der Geraden
CPy, mithin der Punkt P,, in welchem diese Gerade von der
Geraden d geschnitten wird, der Pol der Geraden HD oder D P
ist, und dass also P,P; conjugirte Punkte und DB; DP con-
jugirte Gerade des erwihnten Polarsystems sind. Der Linie II.
Ordnung s, welche durch die Punkte A, B, C, D, P, P, geht,
ist ein Strahlenbiischel II. Ordnung s, zugeordnet, welchem die
Geraden a, b, ¢, d, DP,, DP angehtren. Es bieten sich hier
noch folgende Bemerkungen dar.

I. Wenn der Punkt P in einer Seite des vollstindigen Vier-
ecks ABCD liegt, so liegt der Punkt P, in der gegeniiberliegen-
den Seite, so dass alsdann die Linie s der Inbegriff von zwei
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Geraden und der Strahlenbiischel s; der Inbegriff von zwei Bti-
-scheln erster Ordnung ist.

II. Wenn die Gerade d von den sechs Seiten des vollstindi-
gen Vierecks ABCD nur in vier Punkten geschnitten wird, oder
zwei einander zugeordnete Schnittpunkte durch zwei andere solche
Punkte getrennt sind, so giebt es keine Curve II. Ordnung, wel-
che durch die vier Punkte A, B, C, D geht und die Gerade d
berithrt, und eben so keine Curve II. Ordnung, welche die vier
Geraden a, b, ¢, d beriihrt und durch den Punkt D geht. Im
erstern Falle besteht n#imlich jede Linie II. Ordnung, welche
durch die Punkte A, B, C, D und einen Ordnungspunkt des in-
volutorischen geraden Gebildes d geht, also mit dieser Geraden
nur einen Punkt gemein hat, aus zwei Geraden. Im letztern
Falle aber enthilt das involutorische Gebilde keinen sich selbst
zugeordneten Punkt.

III. Schneidet die Gerade d zwei Seiten AB,CD des voll-
stindigen Vierecks ABCD in einem und demselben Punkte, die
tibrigen Seiten aber in vier verschiedemen Punkten, so giebt es
eine Curve II. Ordnung s, welche durch die vier Punkte A, B,
C, D geht und die Gerade d beriihrt, und eben so eine Curve
II. Ordnung sy, welche die vier Geraden a, b, ¢, d bertihrt und
durch den Punkt D geht. Der Berithrungspunkt N der Curve s
mit der Geraden d liegt in der Geraden, welche den Schnitt-
punkt von AC und BD mit dem Schnittpunkte von AD und BC
verbindet. Die Curve s; wird im Punkte D von der Geraden
DN beriibrt.

IV. Wenn das involutorische Gebilde d zwei Ordnungspunkte
enthilt, aber in keinem derselben zwei Seiten des Vierecks ABCD
schneidet, so sind die Punkte A, B, 0, D die Schnittpunkte von
zwei Curven IL. Ordnung, welche die Gerade d berithren, und
die Geraden a, b, ¢, d die gemeinschaftlichen Tangenten von
zwei Curven, welche durch den Punkt D gehen.

300. Wenn von zwei Dreiecken ABC, DP P;, welche weder
einen Eckpunkt noch eine Seite mit einander gemein haben, ir-
gend eine von folgenden drei Aussagen gilt, so gelten auch nach
dem Beweiso des vorigen Satzes die beiden tibrigen.
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I. Die sechs Eckpunkte der Dreiecke liegen in einer Linie
II. Ordnung.

II. Die sechs Seiten der Dreiecke gehbren einem Strablen-
biischel II. Ordnung an.

III. Die Dreiecke sind (absolute) Polardreiecke eines und
desselben Polarsystems.

301. Die in 299. enthaltenen Sitze lassen sich, wenn man
nicht auf die letztern Riicksicht nehmen will, noch etwas kiirzer
beweisen. Liegen nimlich die Punkte A, B, C, D, P, P, in ei-
ner Curve II. Ordnung, so ist A (PP,CD) x B (PP,CD).
Bezeichnet man also die Punkte, in welchen die Gerade PP, von
den Geraden AC, AD, BC, BD geschnitten wird, durch Q, R,
Ry, Q, so ist PP{QR " PP, R, Q, also auch PP, QR =~ P, P
Qi Ry und mithin PP;,QQ,.RR, eine Involution.

Lisst man den Punkt D der Curve mit dem Punkte A zu-
sammenfallen, so dass AD in eine Tangente iibergeht, so wird
die Gerade PP; in den Punkten Q, Q; von zwei Seiten des
Dreiecks ABC, im Punkte R von der Geraden, welche die Curve
im Schnittpunkte dieser Seiten bertihrt, und im Punkte R; von
der dritten Seile geschnitten. Fillt iiberdiess C mit B und also
auch Q mit Q; zusammen, so sind in der Geraden P P; die Punkte
R, R, die Spuren von zwei Tangenten, deren Beriihrungspunkte
mit dem Puunkte Q in einer und derselben Geraden liegen.

302. Wenn zwei Punkte P,P,
durch je zwei Gegenseiten eines
Vierecks A BC D harmonisch ge-
trennt sind, so sind sie in Hin-
sicht auf jede Curve II. Ord-
nung, welche durch die vier
Eckpunkte des Vierecks geht,
einander conjugirt, daher sie
auch in Hinsicht auf das Vier-
eck einander conjugirt heissen
sollen. S

Wenn zwei Gerade durch je
twei (egenpunkte eines Vier-
seits harmonisch getrennt sind,;
8o sind sie in Hinsicht auf jede
Carve II. Ordnung, welche die
vier Seiten desVierseits beriihrt,
einander conjugirt, daher sie
auch in Hinsicht auf das Vier-
seit einander conjugirt heissen
sollen.

Es sei M der Schnittpunkt von AB und CD, N der von
AD und BC und 8 der von AC und BD, so sind die Geraden



177

NA, NB sowohl durch die Geraden NM, NS als auch durch
die Geraden NP, NP, harmonisch getrennt, daher N (ABMP)
X N (ABSP,) ist. Wenn also die Gerade MP von den Gera-
den NA, NB in den Punkten a, b und die Gerade MP; von
den Geraden NA, NB, NS in den Punkten d, ¢, e geschnitten
twird, so ist auch abMP A dceP;. Da nun die Geraden MP,
MP; durch die Geraden MA, M D, demnach auch die Punkte a, d
durch die Punkte A, D harmonisch ‘getrennt sind, folglich der
Punkt a dem Punkte d und eben so der Punkt b dem Punkte c
und itberdiess der Punkt M dem Punkte e conjugirt ist, so sind
auch (252) die Punkte P, P; einander conjugirt.

303. In Hinsicht auf ein voll-
stindiges Viereck ABCD ist
jeder Geraden v, welche je zwei
Gegenseiten in zwei Punkten
schneidet, eine Curve II. Ord-
nung v; conjugirt, welche den
Pol jener Geraden in Hinsicht
auf jede durch die vier Eck-
punkte des Vierecks gehende
Curve II. Ordnung k enthilt.

In Hinsicht auf ein vollstin-
diges Vierseit ist jedem Strah-
lenbiischel erster Ordnung, des-
sen Mittelpunkt nicht mit zwei
Gegenpunkten in einer Gera-
den liegt, ein Strahlenbiischel
II. Ordnung conjugirt, welcher
die Polare jenes Punktes in Hin-
sicht auf jede die vier Seiten
des Vierseits beriihrende €urve

II. Ordnung enthilt.

Wenn nmlich M, N, S das Vorige bedeuten und dem Punkte
P der Geraden v der Punkt P; conjugirt ist, so sind MP, NP,
MP;, NP, homologe Strahlen von vier zu einander projektivi-
schen Strahlenbiischeln, von welchen der erste und zweite ein
und dasselbe gerade Gebilde v projiciren, der erste und dritte
aber und eben so der zweite und vierte involutorisch liegen. Fillt
der Punkt P mit dem Schnittpunkte von MN und v zusammen,
so fillt der Punkt P; mit dem Punkte 8 zusammen. Die beiden
letztern von den erwihnten vier Strahlenbtischeln erzeugen also
eine Curve II. Ordnung v;, welche die sechs Seiten des vollstin-
digen Vierecks in den drei Punkten M, N, S8 und in den Punk-
ten E, F, G, H, I, K schneidet, welche in Hinsicht auf dasselbe
den Spuren seiner Seiten AB, CD, AD, BC, AC, BD in der
Geraden v conjugirt sind. Ist Q; der Pol der Geraden v in Hin-

sicht aaf die Curve k, so muss der Punkt Q, welchem der Punkt
Staundt, Geometrie der Lage. 12
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Q; in Hinsicht auf das vollstindige Viereck und also auch in
Hinsicht auf die Curve k conjugirt ist, in der Geraden v und
mithin der Punkt Q, in der Curve vy liegen.

Da die Punkte B, D vom Punkte A durch die Geraden v,
EG harmonisch getrennt sind, so geht (98) die Gerade EG und
eben so auch die Gerade FH durch den Schnittpunkt von v und®
BD. Eben so ist der Schnittpunkt von EH und FG zugleich
der Schnittpunkt von v und A C. Man kann hieraus ferner schlies-
sen, dass die Gerade v von je zwei Gegenseiten des vollstindigen
Vierecks in zwei Punkten geschnitten wird, welche in Hinsicht auf
die Curve v, einander conjugirt sind, und dass die drei Geraden
EF, GH, IK in einem und demselben Punkte sich schuneiden,
welcher niimliech der Pol der Geraden v in Hinsicht auf die
Curve v, ist.

§. 23.

Aufgaben vom zweiten Grade.

304. Wenn irgend eine Curve IL Ordnung gegeben ist, so
kann man mit Hilfe derselben leicht finden, ob und welche Ele-
mente zwei projektivische einfSrmige Grundgebilde, welche in
einer und derselben Geraden liegen, oder eine gemeinschaftliche
Axe haben, oder concentrisch sind und in einerlei Ebene liegen,
entsprechend gemein haben, vorausgesetzt, dass zu drei Elemen-
ten des einen Gebildes die homologen Elemente des andern ge-
geben sind.

Haben z. B. zwei projektivische Strahlenbiischel, welche mit
der gegebenen Curve in einerlei Ebene liegen, einen Punkt M
der Curve zum gemeinschaftlichen Mittelpunkt, aus welchem drei
Strahlen des einen Biischels die Punkte A, B; C und die ihnen
entsprechenden Strahlen des andern Biischels die Punkte A,, B, C;
der Curve projiciren, so darf man nur (276) suchen, ob und wel-
che Punkte die gegebene Curve mit der Geraden h gemein hat,
die den Schnittpunkt von A B; und A; B mit dem Schnittpunkte
von ACy und A{C verbindet. Liegen zwei projektivische gerade
Gebilde in einer und derselben Geraden und mit der gegebenen
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Curve in einerlei Ebene, so darf man nur, um diesen Fall auf
den vorigen zurtickzuftihren, die beiden geraden Gebilde (drei
Punkte des einen und die ihnen entsprechenden Punkte des an-
dern) aus einem und demselben Punkte der Curve projiciren,
Eben so kann jeder andere Fall durch Projiciren und Schneiden
auf den zuerst betrachteten zurtickgefiibrt werden.

Wenn die einférmigen Gebilde involutorisch liegen und also
nach den Ordnungselementen eines involutorischen einférmigen
Gebildes gefragt wird, so sind schon durch zwei Elementenpaare
aaqy, bb; zu drei Elementen a, b, a, des einen Gebildes die ho-
mologen Elemente a;, by, a des andern gegeben. Die oben er-
wihnte Gerade h ist alsdann die Polare des Punktes, in welchem
die Geraden A A,, BB, sich schneiden.

305. Es sind in einer Ebene
finf Punkte A, B, C, D, E,
von welchen keine dreiin einer
Geraden liegen, und eine Ge-
rade u gegeben, welche durch
keinen der fiinf Punkte geht;
man soll die Punkte finden, wel-
che diese Gerade mit der durch
die fiinf gegebenen Punkte be-
stimmten Curve II. Ordnung s
gemein hat.

Es sind in einer Ebene fiinf
Gerade, von welchen keine drei
in einem Punkte sich schnei-
den, und ein Strahlenbiischel
erster Ordnung gegeben, dessen
Mittelpunkt in keiner der fiinf
Geraden liegt; man soll die
Strahlen finden, welche dieser
Biischel mit dem durch die fiinf
gegebenen Geraden bestimmten
Strahlenbiischel II. Ordnung

gemein hat.

Man beziehe die Strahlenbtischel A, B projektivisch so auf-
einander, dass den Strahlen AC, AD, AE des einen die Strah-
len BC, BD, BE des andern entsprechen, so werden diese Bii-
schel von der Geraden u in zwei zu einander projektivischen ge-
raden Gebilden geschnitten, welche, wenn die Curve s und die
Gerade u sich schneiden, diese Schnittpunkte entsprechend ge-
mein haben. Haben die geraden Gebilde nur einen Punkt ent-
sprechend gemein, so wird in ihm die Curve von der Geraden u
berithrt. Wenn aber die geraden Gebilde keinen Punkt entspre-
chend gemein haben, so hat auch die Gerade u mit der Curve
keinen Punkt gemein. Wiren statt der fiinf Punkte A, B, C,D,E
fitnf Tangenten der Curve s gegeben, so dlirfte man nur (260)
12*
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von drei Tangenten a, b, ¢ die Beriihrungspunkte A, B, C su-
chen und alsdann die Biischel A, B projektivisch so aufeinander
beziehen, dass den Strahlen a, AB, A C des erstern die Strahlen
BA, b, BC des letztern entsprechen. Ein anderes Verfahren,
die obige Aufgabe auf 804 zuriickzufiihren, besteht in Folgendem:

Es seien M, N die Spuren der Geraden AB, AC in der
Geraden w. Man suche (260) den Punkt F der Curve s, wel-
cher aus dem Punkte C durch die Gerade CM projicirt wird, so
ist die Gerade, welche den Schnittpunkt von AF und BC mit
dem Schnittpunkte von AC und BF verbindet, die Polare des
Punktes M und mithin ihre Spur M; in der Geraden u dem Punkte
M conjugirt. Sucht man auf diese Weise auch den Punkt N;
der Geraden u, welcher dem Punkte N conjugirt ist, so kommt
es alsdann nur darauf an, ob die Punkte N, N; in einer und
derselben Strecke MM; liegen, oder ob der Punkt N; mit dem
Punkte M; zusammenfillt, oder ob die Punkte N, N; durch die
Punkte M, M; getrennt sind. Im ersten Falle schneiden sich die
Curve s und die Gerade u in den Punkten, welche sowohl durch
die Punkte M, My als auch durch die Punkte N, N; harmonisch
getrennt und also die Ordnungspunkte des involutorischen gera-
den Gebildes u sind. Im zweiten Falle baben die Curve s und
die Gerade u nur den Punkt My, im dritten Falle aber gar kei-
nen Punkt mit einander gemein.

806. Eine Gerade zu finden, welche vier gegebene Gerade a, b,
¢, d, von welchen keine zwei in einerlei Ebene liegen, schneide.

Man projicire das gerade Gebilde ¢ sowoh! aus der Axe a
als auch aus der Axe b auf die Gerade d, so erhilt man zwei
projektivische gerade Gebilde, welche in einer und derselben Ge- -
raden d liegen. Haben diese Gebilde drei Punkte und also alle
ibre Punkte entsprechend gemein, so giebt es durch jeden Punkt
der Geraden d eine Gerade, welche die vier gegebenen Geraden
schueidet. Ist aber diess nicht der Fall, so ist die Aufgabe
auf 304 zurtickgefiihrt.

307. In n gegebenen Geraden a, , as, ag, a4, ...an, vOR
welchen jede folgende die vorhergehende, die letate aber auch die
erste schneidet, n Punkte P;, Py, Py, P4,...Py zu finden, so
dass die nGeraden P; Py, P, P3, Py Py,...PnP; der Ordnung
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nach durch n gegebene Punkte C,, Cz, C3, ...Cu gehen. Es
wird hiebei vorausgesetzt, dass der Punkt Cy in der Ebene a, ay,
aber in keiner von den beiden Geraden ay, 8y liege, dass man
also das gerade Gebilde a; aus dem Punkte C; auf die Gerade
a3, eben so das gerade Gebilde a, (die Projektion von a;) aus
dem Punkte Cy auf die Gerade ag, das gerade Gebilde a; aus
dem Punkte C3 auf die Gerade ay u. s. w. und das gerade Ge-
bilde an aus dem Pankte C, auf die Gerade aq projiciren konne.
Man erhilt alsdann n+1 zu einander projektivische gerade Ge-
bilde, von welchen jedes folgende eine Projektion des vorherge-
henden ist, das letzte aber mit dem ersten in einer und derselben
Geraden liegt. Haben nun diese beiden Gebilde drei Punkte und
also alle ihre Punkte entsprechend gemein, s0 kann jeder Punkt
der Geraden a; der Punkt Py sein. Ist aber diess nicht der Fall,
so ist die Aufgabe auf 304 zurtickgefithrt. Wenn die gegebenen
Geraden dieSeiten eines n Ecks sind, so kann die Aufgabe auch
80 ausgesprochen werden:

In ein gegebenes nEck ein nEck zu beschreiben, dessen
Seiten der Ordnung nach dureh n gegebene Punkte gehen.

308. In eine gegebene Curve
IL Ordnung s ein nEck zu be-
schreiben, dessen Seiten der

Um eine gegebene Curve II.
Ordnung ein n Eck zu beschrei-
ben, dessen Eckpunkte der Ord-

Ordnung nach durch n gege-
bene Punkte Qi, Q,, Q3,...Qu
gehen, von welchen keiner in
der gegebenen Curve liegt.
Nennt man n+1 Punkte Py, Py, Py, Py,...P n, Poyi der
Curve s einander entsprechend, wenn die Geraden P, Py, Py P3,
P3Py,... PuPoyy der Ordnung nach durch die Punkte Q15 Qo
Q3,--. Qn gehen, so hat man n+1 ebene Systeme projektivisch
so aufeinander bezogen, dass alle die Curve s entsprechend ge-
mein haben und jedes folgende mit dem vorhergehenden involuto-
risch liegt. Wenn nun das erste und letzte drei Punkte der
Cuarve s und also alle ihre Punkte entsprechend gemein haben,
so lisst die Aufgabe unendlich viele Auflosungen zu. Tst aber
diess nicht der Fall, so findet man auf die in 276 angegebene
Weise, indem man nimlich zu drei in der Curve s befindlichen

nung nach in n gegebenen Ge-
raden liegen, von welchen keine
die gegebene Curve beriihrt.
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Punkten A, B;, C; des ersten Systems die homologen Punkte
Anti, Bagy, Cutq des letzten sucht und alsdann den Schnitt-
punkt von A;Bnyy und ApyyB; mit dem Schnittpunkte von A4
Cnty und Apn4C; durch eine Gerade h verbindet, ob und wel~
che Punkte der Curve s das erste und letzte System entsprechend
gemein haben.

309. Es sind zwei involutorische einférmige Gebilde gegeben,
welche entweder in einer und derselben Geraden liégen, oder
concentrisch sind und in einerlei Ebene liegen, oder eine gemein-
schaftliche Axe haben; man soll zwei Elemente finden, welche
in jedem der beiden Gebilde einander zugeordnet sind.

Man nenne drei Elemente V, Vy, V, einander entsprechend,
wenn in dem einen involutorischen Gebilde dem Elemente V das
Element V; und im andern dem Elemente V das Element V, zu-
geordnet ist, so hat man offenbar drei projektivische Gebilde v,
V4, Vs, von welchen das erste mit jedem der beiden iibrigen in-
volutorisch liegt, daher es nur darauf ankommt, die Elemente zu
finden, welche die Gebilde v4, v, entsprechend gemein haben.

Ist irgend ein Curve IL. Ordnung gegeben, so kann man
ferner annehmen, dass die gegebenen involutorischen Gebilde
Strahlenbtischel sind, welche einen Punkt M der Curve zum ge-
meinschaftlichen Mittelpunkt haben und mit ihr in einerlei Ebene
liegen, indem auf diesen Fall (wie in 304) jeder andere Fall zu-
riickgefiihrt werden kann. Es seien nun in dem éinen involutori-
schen Biischel den Strahlen M A, M B, welche die Punkte A,B
der Curve projiciren, die Strahlen M A, M B, zugeordnet, welche
die Punkte Ay, B; der Curve projiciren, so werden (278) je
zwei Punkte der Curve, welche mit dem Schnittpunkte H von
AA, und BB, in einer Geraden liegen, durch zwei einander
zugeordnete Strahlen jenes Biischels projicirt. Eben so findet man
einen Punkt J, welcher mit je zwei Punkten A, A, der Curve,
die aus dem Punkie M durch zwei einander zugeordnete Strahlen
des andern involutorischen Biischels projicirt werden, in einer
Geraden liegt. Wenn also die Gerade HJ die Curve in zwei
Punkten P, Q schneidet, so sind die Strahlen MP, MQ in jedem
der beiden involutorischen Biischel einander zugeordnet. Wird:
aber die Curve von der Geraden HJ nur in einem Punkte P be-
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rlihrt, so haben die involutorischen Biischel einen Ordnungsstrahl
MP mit einander gemein. Wenn endlich die Gerade HJ mit der
Curve gar keinen Punkt gemein hat, so giebt esanch kein Element,
welches in beiden involutorischen Gebilden sich selbst oder einem
und demselben andern Elemente zugeordnet ist. Dieser Fall fin-
det offenbar nur dann Statt, wenn jedes von den beiden involu-
torischen Gebilden zwei Ordnungselemente hat, und iiberdiess die
Ordnungselemente des einen durch die Ordnungselemente des an-
dern getrennt sind.

810. Essind in einer Ebene ein involutorischer Strablenbii-
schel und ein involutorisches gerades Gebilde u gegeben, welches
aber weder durch den Mittelpunkt des Biischels geht, noch ein
Schnitt desselben ist; man soll in dem geraden Gebilde zwei ein-
ander zugeordnete Punkte finden, welche in zwei einander zuge-
ordneten Strahlen des Biischels liegen.

Um diese Aufgabe auf die vorige zurfickzufiihren, darf man
nur entweder das gerade Gebilde aus dem Mittelpunkte des Bii-
schels projiciren oder den Schnitt des Biischels mit der Geraden u
in Betrachtung ziehen. Wenn das eine von den beiden involuto-
rischen Gebilden zwei Ordnungselemente hat und diese gegeben
sind, so kann die obige Aufgabe, in welcher statt desStrahlen-
biischels auch ein Ebenenbiischel gegeben sein kann, dessen Axe
das gerade Gebilde nicht schneidet, anders ausgesprochen wer-
den. Z. B.

In einem gegebenen involutorischen Ebenenbtischel zwei ein-
ander zugeordnete Ebenen zu finden, welche durch zwei gege-
bene Punkte, die mit der Axe des Biischels nicht in einerlei Ebene
liegen, harmonisch getrennt sind.

311. Um ein gegebenes Vier-
eck, welches lauter aussprin-
gende Winkel hat, eine Curve
IL. Ordnung zu beschreiben, wel-
che eine gegebene Gerade, die
mit dem Umfange des Vierecks
keinen Punkt gemein hat, be-
rithre. 299.

312. Durch ein Dreieck A BC

Inein gegebenes Viereck, wel-
ches lauter ausspringende Win-
kel hat, eine Curve II. Ordnung
zn beschreiben, welche durch
einen innerhalb des Vierecks
gegebenen Punkt gehe.

Duarch ein Dreieck und zwei
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und -zwei Punkte D, E, welche
vom Umfange desselben einge-
schlossen sind, aber mit keinem
der drei Eckpunkte in einer und
derselben Geraden liegen, ist
ein vollstindiges Viereck be-
stimmt, von dessen sechs Seiten
Jje zwei einander gegeniiberlie-
gende sowohl durch zwei Seiten
des Dreiecks als auch durch die
beiden gegebenen Punkte har-
monisch getrennt sind.

von seinem Umfange ausge-
schlosseneGerade, deren Sehnitt-
punkt nicht mitzweiEckpunkten
des Dreiecks in einer und dersel-
ben Geraden liegt, ist ein voll-
stindigesVierseit bestimmt, von
dessen sechs Eckpunkten je zwei
einander gegeniiberliegende so-
wohl durch zwei Eckpunkte des
Dreiecks als auch durch die bei-
den gegebenen Geraden harmo-
nisch getrennt sind.

Nach 810 enthiilt der Strahlenbiischel A zwei Strahlen P P1,

welche sowohl durch die Geraden A B, AC also auch durch die
Punkte D, E harmonisch getrennt sind. Eben so kann man in dem
Biischel B zwei Strahlen q, q; finden, welche sowohl durch die
Geraden BA, BC als auch durch die Punkte D, E harmonisch
getrennt sind. Bezeichnet man nun die Punkte pq, p; 44, Pqy,
piq durch M, N, S, T, so sind A (BMCN), B(AMCN) zwei
harmonische und also auch zu einander projektivische Strahlenbii-
schel, welche den Strahl AB gemein haben, daher die Punkte
M, C, N in einer Geraden liegen. Eben so lisst sich beweisen,
dass die Gerade ST durch den Punkt C geht. Dass aber die
Seiten MN, ST des vollstindigen Vierecks sowohl durch die
Geraden CA, CB als auch durch die Punkte D, E harmonisch
getrennt sind, folgt aus 99 und 228.

Anm. Wirde die Gerade DE durch den Punkt C gehen, so wiirde

eine von den Geraden MN, ST mit der Geraden DE zusam-
menfallen.

813. In ein gegebenes Drei- Um ein gegebenes Dreieck

eck ABC eine Curve II. Ord-
nung zu beschreiben, welche
durch zwei innerhalb des Drei-
ecks gegebene Punkte D, E gehe.

eine Curve II. Ordnung zu be-
schreiben, welche zwei gegebene,
vom Umfange des Dreiecks aus-
geschlossene Gerade bertihre.

Geht die Gerade DE durch keinen Eckpunkt des Dreiecks
ABC, so fithrt jeder von den vier Eckpunkten des im Vorigea
betrachteten Vierecks MNST (als Pol der Geraden DE) auf
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eine Aufldsung der Aufgabe. Beschreibt man z B. eine Curve
II. Ordnung, welche die Geraden MD, ME in den Punkten D, E
und iiberdiess auch die Gerade A B beriihrt, so ist in Hinsicht
auf dieselbe der Schnittpunkt der Geraden AN, D E, welcher vom
Schnittpunkte der Geraden A M, DE durch die Punkte D, E har-
monisch getrennt ist, der Pol der Geraden AM und folglich die
Gerade AM der Geraden AN conjugirt. Da aber diese Linien
durch die Seiten AB, AC des Dreiecks A BC harmonisch ge-
trennt sind und die Curve die Seite AB bertihrt, so muss sie
auch die Seite AC und eben so die Seite BC beriihren. Geht
die Gerade DE durch einen Eckpunkt des Dreiecks A BC, so
lisst die Aufgabe nur zwei Auflésungen zu.

314. Es sind in einer Ebene ein Dreieck ABC und ein in-
volutorisches gerades Gebilde u gegeben, welches von den Seiten
AB, AC, BC des Dreiecks in drei Punkten P, Q, R geschnit-
ten wird, deren keiner sich selbst zugeordnet ist; man soll durch
die Eckpunkte des gegebenen Dreiecks eine Curve II. Ordnung
legen, so dass je zwei einander zugeordnete Punkte des invo-
lutorischen geraden Gebildes in Hinsicht auf dieselbe einander
conjugirt sind. '

Man projicire den Punkt P,, welcher vom Punkte P durch
die Punkte A, B harmonisch getrennt ist, aus dem Punkte R auf
die Gerade AC und aus dem Punkte Q aunf die Gerade BC, so
erhidlt man noch zwei harmonische gerade Gebilde A Q C Q,,
BR CR;, daher auch R, eine Projektion von Q, aus dem Punkte
P ist. Es seien ferner in dem involutorischem geraden Gebilde u
den Punkten P, Q, R, welche die Spuren der Geraden Q, Ry,
Py R;, Py Qq sind, die Punkte Py, Q;, R,, zugeordnet, so schnei-
den sich (222) die drei Geraden Py Py, Q;Qs, R{R; in einem
Punkte M, welcher in keiner Seite des Dreiecks ABC liegt, da-
her die Gerade u von den Geraden MA, MB, MC in drei Punk-
ten A,, B, C; geschnitten wird, von welchen keiner, wie man
sich leicht iiberzeugt, sich selbst zugeordnet ist. Wiirde némlich
der Punkt A; mit dem ihm zugeordneten Punkte A, zusammen-
fallen, so miisste auch, da A; P B, P; (als Projektion von AP BP,)
ein harmonisches Gebilde ist, der Punkt B, und eben so der
Punkt C, sich selbst zugeordnet sein, was nicht moglich ist.
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Wenn nun den Punkten P, Q, R, A die Geraden MP, MQ,
MRy, A A, zugeordnet werden, so erhilt man (240) ein Polar-
system, dessen Ordnungscurve die Gerade A A, im Punkte A be-
rithrt, aber auch, weil dieser Punkt vom Punkte B durch die
einander conjugirten Punkte P, P, harmonisch getrennt ist, durch
den Punkt B und eben so durch den Punkt C geht.

Man betrachtet eine Curve II. Ordnung als gefunden, wenn
man das Polarsystem gefunden hat, von welchem sie die Ord-
nungscurve ist. Die obige Aufgabe ist hiernach eine Aufgabe vom
ersten Grade, die aber desshalb hier aufgenommen worden ist,
um einige Bemerkungen tiber imaginire Elemente darankniipfen
zu konnen.

315. Wenn in einem Satze zwei Elemente als Ordnungs-
elemente eines involutorischen Gebildes erscheinen, so kann der-
selbe in der Regel dadurch allgemeiner aufgefasst werden, dass
man von der Voraussetzung, das involutorische Gebilde habe
zwei Ordnungselemente, abstrahirt. Um hieran zu erinnern, sagt
man von einem involutorischen einférmigen Gebilde, in welchem
kein (reelles) Element sich selbst zugeordnet ist, dass seine
Ordnungselemente imaginir seien.

Eine Gerade und eine Curve
IL. Ordnung, welche in einerlei
Ebene liegen, aber keinen (reel-
len) Punkt mit einander gemein
haben, schneiden sich in zwei

Ein Strahlenbtischel, dessen
Mittelpunkt von einer in dersel-
ben Ebene befindlichen Curve
IL. Ordnung eingeschlossen ist,
hat mit dem dieser Curve sich

imagintren Punkten, die gege-
ben heissen, wenn in der Ge-
raden zu irgend zwei in Hin-
sicht auf die Curve einander
nicht conjugirten Punkten die
ihnen conjugirten Punkte gege-
ben sind.

anschmiegendenStrahlenbiischel
zwei imaginire Strahlen gemein,
welche gegeben heissen, wenn
in dem erstern Biischel zu zwei
in Hinsicht auf die Curve ein-
ander nicht conjugirten Strahlen
die ihnen conjugirten Strahlen
gegeben sind.

In der vorigen Aufgabe sind, wenp das involutorische gerade

Gebilde keine (reellen) Ordnungselemente hat, von der gesuchten
Curve drei reelle und zwei imagintire Punkte gegeben. Die re-
ciproke Aufgabe, in welcher von einer Curve II. Ordnung drei
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reelle und zwei imaginiire Tangenten gegeben sind, kann man,
wenn der Ausdruck ,imaginir“ vermieden werden soll, so aus-
sprechen:

Es sind in einer Ebene ein involutorischer Strahlenbiischel,
in welchem kein Strahl sich selbst conjugirt ist, und ein Dreieck
gegeben,-von dessen drei Seiten keine durch den Mittelpunkt des
Biischels geht; man soll eine Curve II. Ordnung finden, welche
die drei Seiten des Dreiecks bertihre, so dass iiberdiess je zwei
einander zugeordnete Strahlen des gegebenen involutorischen Strah-
lenbiischels in Hinsicht auf die Curve einander conjugirt seien.

316. Eine Curve IL. Ordnung Eine Curve II. Ordnung zu
zu finden, welche die drei Sei- | finden, welche durch die drei
ten eines gegebenen Dreiecks | Eckpunkte eines gegebenenDrei-
A BC bertihre und durch zwei | ecks gehe und zwei gegebene
gegebene imagintire Punkte | imaginiire Gerade bertihre, die
gehe, die in keiner Seite des | in keinem Eckpunkte des Drei-
Dreiecks, aber mit ihm in | ecks sich schneiden, aber mit
einerlei Ebene liegen. ihm in einerlei Ebene liegen.

Es seien in dem involutorischen geraden Gebilde u, dessen
Ordnungspunkte die gegebenen imaginiiren Punkte sind, den Spu-
ren P, Q der Geraden A B, AC die Punkte Py, Q; zugeordnet.
Es sei ferner (812), wenn die Gerade u durch keinen Eckpunkt
des gegebenen Dreiecks geht, MNBT das vollstindige Viereck,
von dessen sechs Seiten je zwei einander gegentiberliegende durch
zweiSeiten des Dreiecks harmonisch getrennt sindund die Gerade u
in zwei einander zugeordneten Punkten schneiden. Wenn nun P,
der Schnittpunkt von AB und MP; ist und den Punkten P, P;,
Q, P, die geraden MP,, MP, MQ,;, AB zugeordnet werden,
so ist dadurch (240) ein Polarsystem bestimmt, dessen Ordnungs-
curve die Gerade u in den gegebenen imaginiiren Punkten schnei-
det und die Gerade AB im Punkte P, beriihrt. Da aber die
Geraden BM, BN dieGerade u in conjugirten Punkten schnei-
den, mithin der Schnittpunkt von' BN und u der Pol der Ge-
den BM ist, folglich die Geraden BM, BN einander conjugirt
und iiberdiess nach der Construktion durch die Geraden BA,
BC harmonisch getrennt sind, so bertthrt die Curve auch die
GeradeBC und eben so auch die Gerade A C. — Eben so fihrt
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jeder andere Eckpunkt des vollstindigen Vierecks MNST auf
eine Auflésung der Aufgabe. Geht aber die Gerade u durch ei-
nen Eckpunkt des Dreiecks A BC, so lisst die Aufgabe nar zwei

Auflésungen zu.

317. Durch eine Curve II.
Ordnung s und ein in dersel-
ben Ebene befindliches Dreieek
ABC, von dessen drei Seiten
keine die Curve beriihrt, anch
keine zwei durch zwei Tangen-
ten der Curve getrennt sind,
ist ein vollstiudiges Viereck be-
stimmt, von dessen sechs Sei-
ten je zwei einander gegentiber-
liegende durch zwei Seiten des
Dreiecks harmoniseh getrennt
und in Hinsicht anf die Curve
einander conjugirt sind. Jeder
Eckpunkt dieses Vierecks, in
welechem zwei Tangenten der
Curve, deren keine durch einen
Eckpunkt des Dreiecks geht,
sich schneiden, fiihrt auf eine
Auflésung der Aufgabe:

Eine Curve IL. Ordnung zu
finden, welche die gegebene
Curve in zwei Punkten wund
tiberdiess die drei Seiten des
gegebenen Dreiecks beriihre.

Durch eine Curve II. Ord-
nung und ein in derselben Ebene
befindliches Dreieck, von des-
sen drei Eckpunktem keiner in
der Curve liegt, auch keine zwei
durch die Curve getrennt sind,
ist ein vollstindiges Vierseit be-
stimmt, von dessen sechs Eck-
punkten je zwei einander gegen-
tiberliegende durch zwei Eck-
punkte des Dreiecks harmonisch
getrennt und in Hinsicht auf
die Curve einander conjugirt
sind. Jede Seite dieses Vier-
seits, welche die Curve in zwei
Punkten schneidet, deren kei-
ner in einer Seite des Dreiecks
liegt, fiihrt auf eine Auflsung
der Aufgabe:

Eine Curve IL Ordnung zn
finden, welche die gegebene
Curve in zwei Punkten bertihre
und durch die drei Eckpunkte
des gegebenen Dreiecks gehe.

Der Strablenbtschel A enthilt zwei Strahlen P, p1, welche

durch die Geraden A B, A C harmonisch getrennt und in Hinsicht
auf die Curve s einander conjugirt sind. Eben so kann man in
dem Biischel B zwei Strahlen 4, qi finden, welche durch die Ge-
raden BA, BC harmonisch getrennt und in Hinsicht auf die
Curves einander conjugirt sind. Bezeichnet man also die Punkte
PPts P1di, Pqiy prq durch M, N, 8, T, so sind (312) die Ge-
raden MN, ST durch die Geraden CA, CB barmonisch getrennt
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und (244) in Hinsicht auf die Curve s einander conjugirt. Wenn
nun die Polare M, des Punktes M die Gerade A B in einem Punkte
schneidet, welcher nicht in der Curve s liegt, so giebt es (280)
eine Curve II. Ordnung k, welche die Gerade A B bertihrt und
die Bedingung erfiillt, dass die Polare eines jeden in der Gera-
den M, befindlichen Punktes in Hinsicht auf beide Curven die-
selbe sei. Da hiernach die Geraden AM, AN auch in Hinsicht
auf die Curve k einander conjugirt und tiiberdiess durch die Ge-
raden A B, A C harmonisch getrennt sind, so beriihrt die Curve k
anch die Gerade A C und eben so auch die Gerade BC.

Wird die Curve s von der Geraden M, in zwei (reellen)
Punkten D, E geschnitten, so beriihren sich die Curven s, k in
diesen Punkten, daher auch keiner derselben in einer Seite des
Dreiecks A BC liegt. Geht die Gerade M, durch ihren Pol M,
so kann man sagen, dass die beiden Bertihrungspunkte D, E mit
dem Punkte M zusammenfallen. Wenn endlich die Gerade M,
mit der Curve s keinen Punkt gemein hat, so sagt man, dass
die Curven g, k in zwei imaginiren Punkten sich bertihren, welche
in der Geraden M; liegen und aus dem Punkte M durch zwei
gemeinschaftliche imagintire Tangenten der beiden Curven
projicirt werden.

Aus dem Obigen folgt noch, dass die Punkte D, E, wenn
irgend eine Seite A B des Dreiecks ABC durch keinen derselben
geht, auch ausserhalb der beiden andern Seiten liegen. Wenn
aber in jeder Seite des Dreiecks A BC wenigstens einer von den
beiden Punkten D, E liegt, so muss wenigstens einer derselben
mit einem Eckpunkte des Dreiecks zusammenfallen, so dass als-
dann im Punkte M zwei Tangenten der Curve s sich schneiden,
von welchen wenigstens eine durch einen Eckpunkt des Dreiecks
ABC geht. In diesem Falle besteht der Strahlenbiischel IT. Ord-
nung k, welchem die drei Seiten des Dreiecks A BC und die bei-
den Strahlen MD, M E des Strahlenbiischels s angehtren (deren
Mittelpunkte in Hinsicht auf beide Biischel die Punkte D, E sind),
aus zwei Strahlenbiischeln D, E erster Ordnung.
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§. 24,
Polarsysteme im Raume.

818. In einem rdumlichen Polarsysteme ist jedem Punkte
eine Ebene, jedem ebenen Systeme ein Strahlenbiindel zugeordnet,
dessen Strahlen und Ebenen den Geraden und Punkten des ebe-
nen Systems zugeordnet sind. Jede Ebene wird die Polare des
ibr zugeordneten Punktes und dieser der Pol jener Ebene genannt,
so dass also die Polaren von allen Punkten, welche in einer und
derselben Ebene liegen, durch den Pol dieser Ebene gehen, und
die Pole von allen Ebenen, welche durch einen und denselben
Punkt gehen, in der Polare dieses Punktes liegen. Ist der Ge-
raden a die Gerade a, zugeordnet, so ist dem geraden Gebilde
a der Ebenenbiischel a; und dem Ebenenbiischel a das gerade
Gebilde a; zugeordnet. Da hiernach die Polaren von allen Punk-
ten, welche in der einen von den beiden Geraden liegen, in der
andern sich schneiden, so heisst auch Jede von den beiden Ge-
raden die Polare der andern.

Wenn die Pole A, B von zwei Ebenen Ay, By in der Schnitt-
linie Ay By derselben liegen, so ist diese Gerade sich selbst (der
Geraden A B) zugeorduet. Ist-von zwei sich schneidenden Gera-
den die eine der andern oder jede sich selbst zngeordnet, so ist
ihr Schnittpunkt der Pol der Ebene, in welcher sie liegen.

319. In einem riumlichen Polarsysteme heissen einander con-
jugirt:

Zwei Punkte, wenn der eine
und also jeder in der Polare
des andern liegt.

Ein Punkt und eine Gerade,
wenn die Gerade in der Polare
des Punktes und also der Punkt
in der Polare der Geraden liegt.

Zwei Ebenen, wenn die eine
und also jede durch denm Pol
der andern geht.

Eine Ebene und eine Gerade,
wenn die Gerade durch den Pol
der Ebene und also die Ebene
durch die Polare der Geraden
geht.

Es ist hiernach sin Punkt allen Punkten und Geraden, welche

in seiner Polare liegen, eine Ebene allen Ebenen und Geraden,
welche durch ihren Pol gehen, eine Gerade aber allen in ihrer
Polare befindlichen Punkten und allen durch ihre Polare gehenden
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Ebenen conjugirt. Liegt ein Punkt in seiner Polare, so ist jedes
von diesen beiden Elementen auch sich selbst conjugirt.

820. Zwei Gerade a, b sollen in einem riumlichen Polarsy-
steme einander conjugirt heissen, wenn die eine und also jede mit
der Polare der andern in einerlei Ebene liegt. Ist durch die
Gerade a und die Polare by der Geraden b eine Ebene ab, be-
stimmt, so schneiden sich die Polare a, der Geraden a und die
Gerade b im Pole jener Ebene.

Eine Gerade ist hiernach sich selbst conjugirt, wenn sie ent-
weder sich selbst zugeordnet ist, oder ihre Polare schneidet.
Schneidet eine sich selbst zugeordnete Gerade ¢ die eine a von
zwei einander zugeordneten Geraden a, a;, so muss sie auch die
andere schueiden. Der Pol der Ebene ca muss sowohl in der
Geraden c als auch in der Geraden a, liegen.

821. Ein riumliches Polarsystem soll, wenn nicht jeder Punkt
sich selbst conjugirt ist, ein gewthnliches Polarsystem, im Falle
aber jeder Punkt in seiner Polare liegt, ein Nullsystem genannt
werden. Wird irgend eine Gerade a eines Polarsystems von ihrer
Polare a; geschnitten, so ist das System ein gewthnliches Polar-
system. Der Punktaa, ist néimlich der Pol der Ebene a a,, jeder
andere Punkt P der Geraden a aber der Pol von einer andern
durch die Gerade a; gehenden Ebene, welche also nicht durch
den Punkt P geht.

In einem Nullsysteme hat jeder Strahlenbiindel 8 mit dem
ihm zugeordneten ebenen Systeme U einen Strahlenbiischel ent-
sprechend gemein. Jede Gerade, welche durch den Punkt S geht
und in der Ebene U liegt, fillt mit ihrer Polare, da diese eben-
falls in der Ebene U liegt und durch den Punkt S geht, aber
die erstere nicht schneidet, zusammen.

322. In einem gewdhnlichen riumlichen Polarsysteme Liegt
jeder Strahlenbiindel 8, dessen Mittelpunkt S ausser seiner Polare
U sich befindet, mit dem ihm zugeordneten ebenen Systeme invo-
lutorisch, daher in dem r#umlichen Polarsysteme unendlich viele
ebene Polarsysteme, polire Strahlenbtindel, Polardreiecke, Polar-
dreikante und Polartetraeder enthalten sind.

Wenn nimlich dem Punkte A der Ebene U die Ebene Sa
zugeordnet ist, welche die Ebene U in der Geraden a schneidet,
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so ist dieser Geraden die Gerade S A zugkordnet, welche den
Pol der Ebene Sa ans dem Pole der Ebene U projicirt. Es er-
scheint hiernach die Ebene U als Triger eines ebenen Polar-
systems und der Punkt 8 als Mittelpunkt eines poliren Strahlen-
biindels, so dass im erstern dieser Systeme ein Punkt und eine
Gerade, im letztern aber ein Strahl und eine Ebene einander
zugeordnet sind, wenn sie in dem riumlichen Polarsysteme ein-
ander conjugirt sind. Jedes Polardreieck A BC des ebenen Polar-
systems wird aus dem Punkte 8 durch ein Polardreikant des
Strahlenbiindels projicirt und bildet mit diesem Dreikante ein
Polartetraeder ABCS, in welchem jeder Eckpunkt der Pol der
ihm gegentiberliegenden Fliche ist. Je zwei Gegenkanten des
Tetraeders sind einander zugeordrpet, je zwei sich schneidende
Kanten aber einander conjugirt.

Hat das ebene Polarsystem U eine Ordnungscurve, so hat
das Polarsystem im Strahlenbindel 8 eine Ordnungsfliiche, von
welcher jene Curve ein Schuitt ist. In dem rdumlichen Polar-
systeme ist die Curve dem der Kegelfiiiche sich anschmiegenden
Ebenenbiischel, die Kegelfiiche dem der Curve sich anschmiegenden
Strahlenbtischel, die von der Curve eingeschlossene Figur dem
von der Kegelfliche ausgeschlossenen Systeme von Ebenen und
der von der Kegelfitiche eingeschlossene Strahlenkegel dem von
der Curve ausgeschlossenen Systeme von Geraden zugeordnet.

Jede Tangente der Curve wird im Berthrungspunkte von
dem ihr zugeordneten Strahle der Kegelfliiche geschnitten, in
welchem diese Fliiche von der durch die beiden Geraden be-
stimmten Ebene berithrt wird.

828. In einem gewbhnlichen Polarsysteme liegt jedes gerade
Gebilde a, dessen Triiger weder sich selbst zugeordnet ist, noch
von seiner Polare geschnitten wird, mit dem ihm zugeordneten
Ebenenbiischel a; involutorisch.

Liige jeder Punkt F der Geraden a und eben so jeder Punkt
G der Geraden a4 in seiner Polare, o wire (318) jede Gerade
F G, welche die Geraden a, a; achneidet, sich selbst zugeordnet
und also jede Ebene FGH sich selbst conjugirt, was gegen die
Annahme ist. Es sei nun V ein Punkt, welcher in irgend einer
von den beiden Geraden a,a;, etwain der Geraden a, aber nicht
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in seiner Polare a; Q liegt, so liegt in dieser Ebene (322) das
gorade Gebitde a; mit dem ihin zugeordneten Strahlenbuschel Q
und alse in dem riumlichen Polarsysteme das gerade Gebilde ay
mit dem ihm zugeordneten Ebenenbiischel a involutorisch. Dass
aber auch das gerade Gebilde & und der ihm zugeordnete Ebe-
. nenbiischel a; involutorisch liegen, geht daraus hervor, weil den
Punkten P, Q die Ebenen a; Q, 4; P iugeordnet sind.

Ist dem Fliehenwinkel, welcher aus der Axe a, dieStrecke
PQ projicirt, die Strecke Q'P zugeordnet, so liegt kein Punkt
der Geraden a in seiner Polare. Ist abér dem erwihnten Winkel
die Btrecké QP zugeordnet, so eénthult die Gerade a zwei sich
selbst conjugirte Punkte, durch weiche je awei einander eon-
jugirte Punkte derselben harmonisch getrennt sind.

824. In eihem riumlichen Polarsysterme sind je zwei einan-
der conjugirte Punkte P, Q@ die Mittelpunkte wnd je swei einander
conjugirté Ebenen die TrAger voh zwei einander zugbordneten
Strahlenbtischeln P, Q. Jeder Geraden, welché duréh den Punkt
P geht urd in der Polare des Punkfes Q liegt; ist eine Gerade
sugeordnet, welche in der Polafe des Pubktes P liegt und
durch den Punkt Q geht: 1

Wenn ein Puiikt A in seine¥ Polaré A, liegt, und in dem
Strahlenbtischel, welcher den Punkt A zum Mittelpunkt hat und
in der Ebéne A, liegt; jeder Strahl sich salbst zngeordnet ist
so liegt jeder Punkt der Ebene A, in seiner Polare, daher jedes
gerade Gebilde, welches in der Ebene A, liegt; aber nicht durch
den Punkt A geht, ein Schnitt des ihm zugeordneten Ebenenbii-
schels und also (828) das Polarsystem eid Nullsystem ist. Wenn
aber irgend ein Strahl des erwiihnten Blisehels sich nicht selbst
zugeordnet und also (321) dasPolarsystem ein gewdhnliches ist,
so enthiilt der Bischel entweder gar keinen Strahl, welcher sich
selbst zugeordhet ist, oder &wei solche Bfrahlen, durch welche
alsdafin je zwei einander zugeordnete Strahlen desselbeu harmo-
nisch gotrennt sind. Im erstern von diesen beiden Fallen ist der
Paukt A der einzige sich selbst conjugirte Pankt der Ebene A,.
Wire niimlich moch ein anderer PunktB ieser Ebene sich selbst
conjugirt, so wire (818) die Getade AB sich selbst zugeordnet.

825. Dutch jedes Finfeck ABCDE, von dessen fauf Eck-
Staudt, Geometrie der Lage, 13
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punkten keine vier in einerlei Ebene liegen, ist ein Nullsystem
bestimmt, in welchem jeder Eckpunkt des Fiinfecks der Pol
(Nullpunkt) der Ebene ist, welche ihn mit den benachbarten
Eckpunkten verbindet. '

Bezieht man nimlich zwei riumliche Systeme projektivisch so
aufeinander, dass den Punkten A, B, C, D, E des einen die
Ebenen EAB, ABC, BCD, CDE, DEA des andern entsprechen,
so entsprechen auch diesen Ebenen des erstern die Punkte A,
B, C, D, E des letztern, woraus man (138) schliesen kann,
dass je zwei homologe Elemente einander doppelt entsprechen.
Da nun die Gerade DE, welche den Punkt D mit dem Punkte
E verbindet, der Schnittlinie der Ebenen CDE, DEA, also sich
selbst zugeordnet ist, soist der Punkt P, in welchem diese Ge-
rade die Ebene ABC schneidet, der Ebene BDE und mithin
auch die Gerade BP, welche den Punkt B mit dem Punkte P
verbindet und zugleich die Schnittlinie der Ebenen ABC, BDE
ist, sich selbst zugeordnet. Da dies aber auch von den Gera-
den BA, BC gilt, so ist (824) das Polarsystem ein Nullsystem.

In einem Nullsysteme ist jedem vollstindigen nFlache ein
vollsténdiges nEck zugeordnet, so dass die Eckpunkte eines je-
den von den beiden Gebilden in den ihmen zugeordneten Fli-
chen des andern liegen. )

826. Wenn in zwei reciproken Systemen den Eckpunkten
eines Tetraeders ABCD die ihnen gegentiberliegenden Flichen
entsprechen, so liegen die Systeme involutorisch.

Entsprechen nimlich den Punkten A, B, C, D des einen
Systems die Ebenen BCD, ACD, ABD, ABC des andern, so
entsprechen auch diesen Ebenen des erstern die PunkteA, B, C, D
des letztern. Wenn ferner der Ebene ABP des erstern Systems,
welche durch die Schnittlinie der Ebenen ABC, ABD geht und
mithin die Gerade CD in einem Punkte P schneidet, der Punkt
Q des letztern entspricht, welcher also in der Geraden CD liegt,
so muss, weil der Ebenenbiischel AB (CDPQ) dem geraden Ge-
bilde CDPQ und also auch (118) dem geraden Gebilde DCQP
projektivisch ist, der Ebene ABQ des erstern Systems der Punkt
P des letztern und mithin dem Punkte Q des erstern, in welchem
die Ebene ABQ die Gerade CD schneidet, die Ebene ABP des
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letztern entsprechen, welche den Punkt P aus der Geraden AB
projicirt. Indem so jede Ebene, welche durch eine Kante des
Tetraeders ABCD geht, und der ihr entsprechende Punkt einan-
der doppelt entsprechen, gilt dies auch von jedem Punkte, in
welchem eine durch AB, eine durch AC und eine durch BC
(oder eine durch AB, eine durch AD und eine durch BD) ge-
hende Ebene sich schneiden, und der ihm entprechenden Ebene.

327. Wird ein Tetraeder ABCD als Polartetraeder angenom-
men, so kann man noch zu einem Punkte E, welcher in keiner
Fliche des Tetraeders liegt, eine Ebene E;, welche durch Keinen
Eckpunkt desselben geht, als Polare jenes Punktes nach Belieben
annehmen, wodurch aber alsdann nach 133 und 326 ein Polar-
system bestimmt ist. Durch die vier Fliichen des Polartetraeders
ABCD wird der unbegrenzte Raum in acht Tetraeder getheilt,
deren jedes von vier Dreiecken eingeschlossen ist. Wenn nun das
Tetraeder ABCD, welches den Punkt E in sich enthilt, von der
Ebene E; nicht geschnitten wird, so ist jedes der acht Tetraeder
dem von seiner Oberfliche ausgeschlossenen Systeme von Ebenen
zugeordnet, daher alsdann kein Punkt in seiner Polare liegt.
Wird aber das Tetraeder ABCD von der Ebene E, geschnitten,
so hat man folgende zwei Fille zu unterscheiden:

I. Wenn die Ebene E; nur drei Kanten AB, AC, AD des
Tetraeders ABCD schneidet und also von der Oberfliche des
Tetraeders BCD.A ausgeschlossen ist, so ist jedem der acht
Tetraeder ein System von Ebemen zugeordnet, welches von
einem der tbrigen Tetraeder ausgeschlossen ist, so dass je zwei
solche zusammengehdrige Tetraeder drei in der Ebene BCD be-
findliche Kanten mit einander gemein haben, wihrend die tibri-
gen Kanten des einen von den tibrigen Kanten des andern die
Erginzungen sind. Da hiernach kein Punkt der Ebene BCD in
seiner Polare liegt, so gibt es auch keine sich selbst zugeord-
nete Gerade und mithin (324) in keiner Ebene, welche durch
ibren Pol geht, noch einen sich selbst conjugirten Punkt. Da
aber jede Strecke, welche den Punkt A mit einem Punkte der
Ebene BCD verbindet, in dem ihr zugeordneten Winkel liegt,
so giebt es (323) in jeder durch den Punkt A gehenden Gera-

den zwei sich selbst conjugirte Punkte.
18*
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IL. Wenn die Ebene E vier Kanten AB, BC, CD, DA des
Tetraeders ABCD schneidet, also von der Oberfliche des Te-
traeders AC.BD ausgeschlossen ist, so ist jedem der acht Te-
traeder ein System von Ebenen zugeordnet, welches von einem
der tibrigen Tetraeder ausgeschlossen ist, so dass je zwei solche
zusammengehdrige Tetraeder zwei in den Geraden AC, BD lie-
gende Kanten mit einander gemein haben, wihrend die iibrigen
Kanten des einen von den #ibrigen Kanten des andern die Er-
ginzangen sind. Da hiernach jede Strecke, welche einen Punkt
der Geraden AC mit einem Punkte der Geraden BD verbindet,
in dem ihr zugeordneten Winkel liegt, so gibt es in jeder Ge-
raden, welche die beiden Geraden AC, BD schneidet, zwei sich
selbst conjugirte Punkte. Da ferner (318) jede Gerade, welche
einen sich selbst conjugirten Punkt der Geraden AB mit einem
sich selbst conjugirten Punkt der Geraden CD verbindet, sich
selbst zugeordnet ist, folglich jede Ebene mehr als einen sich
selbst conjugirten Punkt enthilt, so schneiden sich (324) in je-
dem Punkte, welcher in seiner Polare liegt, zwei sich selbst
zugeordnete Gerade.

§. 25.
Fldchen II. Ordnung.

328. Wenn irgend ein Punkt P eines gewthnlichen Polar-
systems in seiner Polare P; liegt, so hat das System eine Ord-
nungsfliche F, welche niimlich dem ibr sich anschmiegenden Ebe-
nenbiindel zugeordnet ist, so dass jeder Punkt der Fliche in sei-
ner Polare liegt, die in ihm der Fliche sich anschmiegt, jeder
Punkt aber, welcher der Fliche nicht angehdrt, auch ausserhalb
seiner Polare liegt. Ist keine Gerade des Polarsystems sich selbst
zugeordnet, so soll die Fliche F eine gewthnliche Fliche IL. Ord-
nung heissen. Wenn aber in jedem Punkte P, welcher in seiner
Polare P, liegt, zwei sich selbst zugeordnete Gerade p, a sich
schneiden, so ist die Fliche F eine Regelfiiche II. Ordnung.

Eino gewdhnliche Fliche II. Ordnung F wird (328) in jedem
in ihr befindlichen Punkte von der Polare dieses Punktes bertihrt,
von jeder andern Ebene aber (322}, welche durch denselben Punkt
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geht, in einer Curve II Ordnung geschnitten, daher die Fliche
mit keiner Geraden mehr als zwei Punkte gemein hat. Dem von
der Fliche eingeschlossenen Korper K, welcher von jedem Polar-
tetraeder einem Eckpunkt enthiilt, ist das von ihr ausgeschlossene
System von Ebenen zugeordnet, welches von jedem Polartetraeder
eine Fliche enthilt. Jeder ausserhalb des Kérpers K befindliche
Punkt S ist der Mittelpunkt eines um ihn beschrisbenen Strahlen-
kegels, dessen Mantel die Fliche F in der Curve s berithrt, in
welcher dieselbe von der Polare jenes Punktes geschnitten wird.
Beschreibt der Punkt 8 eine Gerade a oder das aussorhalb des
Korpers K befindliche Stiick einer Geraden a, 8o beschreibt die
Curve s, indem ihre Ebene um die Polare ay jener Geraden sich
dreht, die Fliche F und die von der Curve s eingeschlossene
Figur den Korper K. Liegen zwei einander zugoordnete Gerade
nicht in einerlei Ebene, so ist die eine die Axe eines um den
Korper K beschriebenen Flichenwinkels, welcher der ausserhalb
des Korpers liegenden Strecke der andern zugeordnet ist. Wenn
aber zwei einander zugeordmete Gerade sich schneiden, so be-
rithren sie in ihrem Schnittpunkte die Fliche F.

Eine Regelfliche IL Ordnung wird von jeder Ebene Py, wel-
che durch ihrenPol P geht, obgloich die Ebene der Fliche in
diesem Punkte sich anschmiegt, in zwei Geraden p, a, von jeder
andern Ebene aber in einer Curve II. Ordnung geschnitten. Be-
schreibt der Punkt P. das gerade Gebilde p und also die Ebene
Py den Ebenenbiischel p, so beschreibt die Gerade a die Ord-
nungsfliche F des Polarsystems, welche jeden sich selbst conju-
girten Punkt enthilt und den unbegrenzten Raum in zwei Theile
theilt, von welchen der eine vom Winkel p a und der andere vom
Winkel p-a beschrieben wird. Da aber in einem solchen Polar-
systeme jeder sich selbst conjugirte Punkt der Schnittpunkt von
zwei sich selbst zugeordneten Geraden ist, so wird die Fliche F
noch von einer andern Schaar der Geraden erfiillt, so dass in
jedem Punkte derselben eine Gerade der einen Schaar und eine
Gerade der andern Schaar sich schneiden. Jedes Polartetraeder
hat vier Kanten, welche die Fliche F schneiden; die beiden tibri-
gen Kanten, welche mit der Fliche keinen Punkt gemein haben,
sind durch dieselbe getrennt. Jeder Punkt S, welcher nicht in
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der Fliiche F liegt, ist der Mittelpunkt eines Strahlenkegels, des-
sen Mantel die Fliche F in der Curve s berlihrt, in welcher die-
selbe von der Polare jenes Punktes geschnitten wird. Jede Ebene,
welche die Kegelfliiche S in einem Strahle h bertihrt und also auch
durch eine Tangente h; der Curve s geht, schneidet die Fliche F
in zwei Geraden, welche durch die einander zugeordneten Gera-
den h, hy barmonisch getrennt sind. Jede Ebene, welche die
Kegelfliiche S in zwei Geraden und also den Strahlenkegel S in
einem Winkel schneidet, schneidet die Fliche F in einer Curve,
welche in den Nebenwinkel jenes Winkels beschrieben ist. Wenn
endlich eine durch den Punkt S gehende Ebene mit der Kegel-
fliche S gar keinen Strahl gemein hat, so schneidet sie die
Fliche F in einer Curve, welche jenen Punkt einschliesst. '

329. Jede Regelfiiche F, welche moch von einer andern
Schaar von Geraden erfillt wird, ist eine Regelfliche II. Ord-
nung.

Es seien a, b, ¢ drei Gerade der einen Schaar und p, q, r
drei Gerade der andern Schaar. Bezieht man nun zwei riumli-
che Systeme projektivisch so aufeinander, dass den Punkten ap,
aq, bp, bq, c¢r des einen die Ebenen ap, aq, bp, bq, cr
des andern entsprechen, so haben die beiden Systeme die Gerade
a, welche den Punkt ap mit dem Punkte aq verbindet und zu-
gleich die Schnittlinie der Ebenen ap, aq ist,-und ebenso die
Geraden b, p, q entsprechend gemein. Da ferner der Geraden c,
welche die Geraden p, q schneidet und durch den Punkt cr geht
eine Gerade entsprechen muss, welche die Geraden p, q schnei-
det und in der Ebene cr liegt, demnach die Systeme auch die
Gerade ¢ und ebenso die Gerade r entsprechend gemein haben,
80 entsprechen den Ebenen ap, aq, bp, bq, cr des erstern Sy-
stems die Punkte ap, aq, bp, bqg, e¢r des letztern, woraus man
(133) schliessen kann, dass je zwei homologe Elemente einan-
der doppelt entsprechen und dass die Fliche F die Ordnungs-
fiiche des Polarsystems sei.

Zwei einander zugeordnete Gerade h, by, welche sich schneiden,
beriihren (328) in ihrem Schnittpunkte die Fliche F auf entgegen-
gesetzten Seiten. Wenn aber zwei einander zugeordnete Gerade
nicht in einerlei Ebene liegen, so hat die Fliche F entweder mit
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keiner von den beiden Geraden einen Punkt gemein oder sie wird
von jeder derselben in zwei Punkten geschnitten. Der Geraden,
welche den Punkt ap mit dem Punkte bq verbindet, ist die
Schnittlinie der Ebenen a p, bq zugeordnet, welche durch die
Punkte bp, aq geht.

330. Eine gewohnliche Fliche II. Orduung F oder auch der
von ibr eingeschlossene Korper K heisst ein Ellipsoid oder ein
elliptisches Paraboloid oder ein zweischaliges Hyperboloid, je nach-
dem die Fliche F mit der unendlich fernen Ebene gar keinen
Punkt gemein hat oder diese Ebene in einem Punkte bertihrt oder
in einer Curve s schneidet, oder, was dasselbe ist, je nachdem
der Pol M der unendlich fernen Ebene in dem Kérper K oder
in seiner Oberfliche oder ausserhalb desselben liegt. Im letz-
ten Fall ist der Punkt M der Mittelpunkt des Assymptoten-
kegels, dessen Mantel niimlich die Fliche F in der unendlich
fernen Curve s bertihrt.

Eine Regelfliche II. Ordnung F heisst ein hyperbolisches
Paraboloid oder ein einschaliges Hyperboloid, je nachdem sie die
unendlich ferne Ebene in zwei Geraden, oder in einer Curve II.
Ordnung schoeidet. Im erstern Falle sind die Richtungen von
allen Geraden einer und derselben Schaar in der Stellung enthal-
ten, in welcher die unendlich ferne Gerade der andern Schaar
liegt. Im letztern Falle ist der Pol der unendlich fernen Ebene
der Mittelpunkt des Assymptotenkegels, dessen Mantel nimlich
(auf seiner Hussern Seite) von der Fliche F in jener unendlich
fernen Curve berlihrt wird.

Anm. Wird eine Fliche II. Ordnung nicht ausdricklich eine
Kegelfliche genannt, so ist gewohnlich eine andere Fliche IL. Ord-

nung (die Ordnungsfiiche eines riumlichen Polarsystems) ge-
meint.

881. Da in jeder Geraden, welche eine Fliiche II. Ordnung
in zwei Punkten schneidet, diese Punkte durch je zwei einander
conjugirte Punkte harmonisch getrennt sind, so kann man die
Pankte der Fliche auf unendlich viele Arten involutorisch paaren.
Man darf nur entweder irgend eine Ebene U, welche nicht durch
ihren Pol geht, als Ordnungsebene und ihren Pol 8 als Ordnungs-
punkt, oder irgend zwei einander zugeordnete Gerade s, u, wel-
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che nicht in einerlei Ebene liegen, als Ordnungslinien annehmen.
Im erstern Falle sind je zwei einander zugeordnete Punkte der
Fliche durch den Punkt S und einem Pupkt der Ebene U, in
lebztern Falle aber durch einen Punkt der Geraden s und einen
Punkt der Geraden u harmonisch getrennt.

332. Es sind eine Kegelfitiche II. Orduung, eine Ehene U,
welche die Kegelfliche in einer Curve 8 schneidet, und ein Punkt
A, welcher weder in dieser Ebene noch in der Kegelfiiche liegt,
gegeben ; man soll eine Fliche I. Ordnung finden, welche die
gegebene Kegelfliiche in der gegebenen Curve s berfibrt und
tberdiess durch den gegebemen Punkt A geht.

HBs werde die Ebene U von der Geraden, welche den Mittel-
pankt 8 der gegebenen Kegelfliche mit dew Punkte A ver-
bindet, in dem Punkte P geschnittem. Es sei ferner LMN in
Hinsicht auf die Curve 8 ein Polardreieck, von dessen drei
Eckpunkten keiner in der Polare p des Pumktes P liegt. Wenn
nun das Tetraeder LM N8 als Polartetraeder angenommen und
dem Punkte A die Ebene Ap zugeordnet wird, so ist dadureh
ein Polarsystem bestimmt, dessen Ordnungsfliche F die gege-
bene Kegelfiiiche in der gegebenen Curve berithrt und durch
den gegebenen Pumkt A geht.

Die Gerade SP schneidet die Fliiche F in dem Punkte A
und in dem Punkte B, welcher zu den drei Punkten 8, A, P der
vierte harmonische Punkt ist. Schneiden zwei Gerade, von wel-
chen die eine durch den Punkt A und die andere durch der Pankt
B geht, die Ebene U in zwei einander conjugirten Pankten, wel-
che mit dem Punkte P in einer Geraden liegen, so schneiden
sie sich selbst (254) in einem Punkte der Fliche F. Ist statt
des Punktes A der gesuchten Fliiehe eine ihr sich auschmiegende
Ebene A; gegeben, welche nicht durch den Punkt 8 geht und
die Ebene U in einer sich nicht selbst conjugirten Geraden p
sehnoidet, se findet man den Pol A der Ebene A;, wenn man
auf dieselbe den Pol P der Geraden p aus dem Punkte S projieirt.

Die Kegelfliiche und die gegebene Curve kbnnem awch ima-r
gintir sein. Wenn nimlich ein ebenes Polarsystem U, welches in
einem riumlichen Polarsysteme enthalten ist, keine (reele) Ord-
nungscurve hat, so sagt man, dass die Ordnungsfliche des letz-
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tern Systems die Ebene U in der imagin#ren Ordnungscurve des
erstern schneide und in dieser Curve die imaginire Kegelflsiche
bertihre, welche dieselbe aus dem Pole 8§ der Ebene U projicire.

333. Eine Fliiche IL. Ordnung
zu finden, welche dureh eine
gegebene Curve II. Ordnung s
und durch die vier Eckpunkte
eines gegebenen Tetraeders
ABCD gehe, von welchen
keiner in der Ebeme U der
gegebenen Curve liegt.

Eine Fliche II. Ordnung zu
finden, welche eine gegebene
Kegelftiiche II. Ordnung in einer
Curve bertihre und den vier
Plichen eines gegebenen Te-
traeders sich anschmiege, von
welcher keine durch den Mit-
telpunkt der gegebenen Kegel-

fliche geht.

Es werde die Ebene U von den Geraden AB, AC, AD in
den Pankten P, Q, R geschnitten, deren Polaren in Hinsicht auf
die gegebene Curve die Geraden p, q, r seien. Sucht man nun
in den Geraden AB, AC, AD &ie Punkte P, Q,, Ry, so dass
APBP;, AQPQq, ARDR, harmonische Gebilde sind, so schneiden
sich die Ebenen P;p, Q;q, Ryr in dem Mittelpunkte S der Ke-
geMltiche, welche die gesuchte Fliche in der gegebenen Curve
bertihrt. Liegt nimlich der Punkt A nicht in der Kegelfliche S,
welche aus dem Sehnittpunkte 8 die Curve s projicirt, so kann
man nach 832 eine Fliche II. Ordnung F finden, welche die Ke-
gelfliche 8 in der Curve 8 beriihrt und durch dem Punkt A geht.
Da nun in Hirsicht auf die Fliche F der Punkt P der Pol der
Ebene Sp, also dem Punkte P; conjugirt und APBP; ein har-
monisches Gebilde ist, so geht die Fliche F auch durch den Punkt
B und ebenso durch die Punkte C, D. Liegt aber der Punkt A
in der Kegelfliche S, so geht diese auch durch die Punkte B,
C, D und ist also selbst die gesuchte Fliche.

334. Es sind ein Tetraeder
A BCD und eine Curve I1. Ord-
nung s gegeben, welche entwe-
der mit keiner Fliche des Te-
traeders einen Punkt gemein hat
oder von jeder dieser vier Ebenen
geschnitten wird, man soll eine
Fliche II. Ordnung finden, wel-

Es sind eine Kegelfliche II.
Ordnung und ein Tetraeder ge-
geben, dessen Eckpunkte ent-
weder alle vier in dem von der
Kegelfliche  eingeschlossenen
Strahlenkegel oder alle vier
ausserhalb desselben liegen; man
soll eine Fliche II. Ordnung
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che durch die gegebene Curve | finden, welche die gegebene
gehe und den vier Flichen des | Kegelfltiche in einer Curve be-
rtihre und durch die vier Eck-
punkte des gegebenen Tetrae-
ders gehe.

Man lege durch die Gerade AB die Ebenen p, p;, durch
die Gerade BC die Ebenen q, q; und durch die Gerade CA die
" Ebenen r, ry, so dass von diesen sechs Ebenen je zwei, welche
durch eine und dieselbe Kante des Tetraeders ABC D gehen,
durch zwei Flichen desselben harmoniseh getrennt sind und die
Ebene U der gegebenen Curve s in zwei in Hinsicht auf diese
Curve einander conjugirten Geraden schneiden. Wenn nun der
Punkt pqr ausserhalb der Ebene U liegt, und also die Curve s
aus dem Punkte pqr durch eine Kegelfliiche 8 projicirt wird, so
kann man (332) eine andere Fliche II. Ordnung F finden, welche
die erwihnte Kegelfliche in der gegebenen Curve beriihrt und
der Ebene ABC sich anschmiegt. Da aber die Geraden pU, p,U
in Hinsicht auf die Carve s, mithin die Ebenen p, p; in Hinsicht
auf die Kegelfliiche S und folglich auch in Hinsicht auf die Fliche
F einander conjugirt und durch die Ebenen ABC, ABD harmo-
nisch getrennt sind, so muss die Fliche F auch der Ebene
ABD und eben so den Ebenen BCD, CAD sich anschmiegen.

Was von dem Punkte pqr gesagt wurde, gilt von jedem
Punkte, in welchem eine von den beiden Ebenen p, p;, eine von
den beiden Ebenen, q, q; und eine von den beiden Ebenen r, ry
sich schneiden, so dass also, wenn diese acht Punkte ausserhalb
der Ebene U liegen, die Aufgabe acht Aufldsungen zulisst.

gegebenen Tetraeders sich an-
schmiege.

335. Es sind eine Fliche II.
Ordnung und ein Tetraeder ge-
geben, von dessen vier Flichen
keine jener Fliche sich an-
schmiegt und auch keine zwei
durch den jener Fliche sich an-
schmiegenden Ebenenbiindel ge-
trennt sind ; man soll eine Fli-
che II. Ordnung finden, welche
die gegebene Fliche in einer

Es sind eine Fliche II. Ord-
nung G und ein Tetraeder
ABCD gegeben, von dessen
vier Eckpunkten keiner in jener
Fliche liegt und auch keine
zwei durch jene Fliiche getrennt
sind; man soll eine Fliiche II.
Ordnung finden, welche die ge-
gebene Fliche in einer Curve
bertihre und durch die vier
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Curve bertihre und den vier | Eckpunkte des gegebenen Te-
Flichen des gegebenen Te- | traeders gehe.
traeders sich anschmiege.

Man suche in der Geraden AB die Punkte P, Py, in der
Geraden AC die Punkte Q, Q; und in der Geraden A D die
Punkte R, R, so dass von diesen sechs Punkten je zwei, welche
in einer und derselben Kante des Tetraeders A BC D liegen, durch
zwei Eckpunkte desselben harmonisch getrennt und in Hinsicht
auf die Fliche G einander conjugirt sind. Wenn die Fliche G
von einer Kegelfliche berithrt wird, so kann man (832) eine
Fliche II. Ordnung F finden, welche diese Kegelfiiiche und also
auch die Fliche G in jener Curve beriihrt und durch den Punkt
A geht. Da aber die Polare eines jeden in der Ebene PQR be-
findlichen Punktes in Hinsicht auf die beiden Flichen G, F die-
selbe ist, und also den Punkten P, Q, R die Punkte P;, Q,
Ry auch in Hinsicht auf die Fliche F.conjugirt sind, so geht
diese auch durch die Punkte B, C, D. — Was von der Ebene
PQR gesagt wurde, gilt von jeder Ebene, welche durch einen
von den beiden Punkten P, P,, einen von den beiden Punkten
Q, Q und einen von den beiden Punkten R, R, geht.

Anhang.

336. Gleichwie Affinitit ein besonderer Fall von collinetirer
Verwandschaft ist, so ist Aehnlichkeit ein besonderer Fall von
Affinitit und Congruenz ein besonderer Fall von Aehnlichkeit. In
#hnlichen Systemen sind.je zwei homologe Winkel, in congruenten
Systemen auch je zwei homologe Strecken einander gleich. Zwei
zu einander projektivische Gerade sind #hnlich, wenn dem un-
endlich fernen Punkte der einen Geraden der unendlich ferne
Punkt der andern entspricht Ist tiberdiess irgend eine endliche
Strecke in der einen Geraden der ihr entsprechenden Strecke
in der andern gleich, so sind die Gebilde congruent.

Will man zwei ebene Systeme so auf einander beziehen, dass
gie hnlich sind, so kann man zu zwei eigentlichen Punkten A, B
der einen Ebene zwei solche Punkte A;, B, der andern Ebene,
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welche jenen entsprechen sollen, nach Belieben annehmen. Es ist
alsdann nur noch festzusetzen, welche von den beiden Seiten der
Geraden A4 By einer bestimmten Seite der Geraden A B entspre-
chen soll. Sind die unendlichen Strecken AB, A, B, einander
gleich, so werden die Systeme oongruént.

337. Zwei congruente Strahlenbiischel, welche in einerlei
Ebene, aber weder perspektivisch liegen noch concentrisch sind,
erzeugen entweder einen Kreis oder eine Hyperbel, deren Assymp-
toten zu einander senkrecht sind. — Wenn in einer Ebene der
Mittelpunkt eines Winkels, ohne dass dieser seine Grosse sndert,
in einer fasten Geraden sich bewegt, wihrend der eine Schenkel
um einen festen (eigentlichen) Punkt sich dreht, so beschreibt
der andere Schenkel einen parabolischen Strahlenbiischel. Der
Mittelpunkt des Winkels und der umendlich ferne Punkt des
andern Schenkels sind niimlich homologe Punkte von zwei zu
einander projektivischen geraden Gebilden, welche Schnitte von
zwei congruenten Strahlenbtischeln sind.

338. Wenn man in einer Geraden einen Punkt als Mittel-
punkt annimmt und je zwei Punkte, welche von ihm gleichweit
abstehen, einander zugeordnet nennt, so sind die Punkte der Ge-
raden involutorisch so gepaart, dass je zwei einander zugeordnete
Strecken einander gleich gind. Der Mittelpunkt und der unend-
lich ferne Punkt sind die Ordnungspunkte eines solchen involuto-
rischen Gebildes, welches centrisch oder auch symmetrisch genannt
werden kann. In einer eigentlichen Geraden ist hiernach der un-
endlich ferne Punkt von jedem Punkte durch je zwei Punkte,
welche von diesem gleichweit abstehen, harmonisch getrennt.

Die drei Geraden, welche die Eckpunkte eines endlichen
Dreiecks mit den Mittelpunkten der ihnen gegentiberliegenden
Seiten verbinden, schneiden sich (102) in einem Punkte. —
Die beiden Punkte, in welchen die Assymptoten einer Hyperbel
von einer dritten Tangente derselben geschnitten werden, stehen
(250) vom Bertihrungspunkte dieser Tangente gleiehweit ab.

839. Sind in einem involutorischen Strahlenbiischel je zwei
einander zugeordnete Winkel einander gleich, so hat der Biischel
entweder zwei zu einander senkrechte Ordnungsstrahlen (Axen),
oder es sind je zwei einander zugeordnete Strahlen zu einander
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senkrecht. Im erstern Falle soll der Biischel symmetrisch, im
letztern aber rechtwinklig heissen.

Nennt man in einer unendlich fernen Geradem je zwei
Punkte, welche in zwei zu einander senkrechten Richtungen
liegen, einander zugeordnet, so sind die Elemente des geraden
Gebildes involutorisch gepaart. Wenn daher zwei Seiten eines
vollstindigen ebenen Vierecks, welche in einem Eckpunkte des-
selben sich schneiden, zu den ihnen gegeniiberliegenden Seiten
beziehlich senkrecht sind, so sind auch (222) die beiden tibrigen
Seiten zu einander senkrecht.

840. Will man die Elemente eines ebenen Systems involuto-
risch so paaren, dass je zwei einander zugeordnete Gebilde con-
gruent sind, so darf man nur entweder einen Punkt als Mittel-
punkt oder eine Gerade als Axe (Symmetrallinie) annehmen. Im
erstern Falle sind je zwei Punkte, welche vom Mittélpunkte gleich-
weit abstehen und mit ihm in einer und derselben Geraden liegen
im letztern aber je zwei Punkte, welche von der Axe gleichweit
abstehen und in einer zu ihr senkrechten Geraden liegen, einan-
der zugeordnet. In einem centrischen ebenen Systeme ist also
die Ordnungslinie die unendlich ferne Gerade, daker je zwei ein-
ander zugeordnete Gerade parallel sind und vom Mittelpunkte
gleichweit abstehen. In einem symmetrischen ebenen Systeme
ist der Ordnungspunkt der unendlich ferne Punkt, welcher in
der zur Axe (Ordnungslinie) senkrechien Richtung liegt, daher
jo zwei einander zugeordnete Gerade einen Winkel einschliessen,
welcher durch die Axe halbirt wird.

341, In einem ebenen Polarsysteme heisst jede Gerade, wel-
che der unendlich fernen Geraden, aber nicht sich selbst conju-
girt ist, ein Durchmesser und der Richtung zugeordnet, in wel-
cher ihr unendlich ferner Pol liegt. Jeder Durchmesser einer
Curve II. Ordnung halbirt also (249) jede endliche Strecke,
welche die ihm zugeordnete Richtung hat und von zwéi Punkten
der Curve begrenzt ist. — Alle Durchmesser einer Parabel
gind zu einander parallel und mithin zu einer und derselben
Richtung senkrecht, welcher die Axe der Parabel zugeordniet ist.

342. Alle Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel schheiden
sich in ihrem Mittelpunkte (dem Pole der unendlich fernen Gera-
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den), welcher von je zwei Punkten der Curve, die mit ihm in
einer und derselben Geraden liegen, gleichweit absteht. Wenn
nun je zwei conjugirte Durchmesser, von welchen also jeder
der Richtung des andern zugeordnet ist, zu einander senkrecht
sind, folglich jeder Durchmesser eine Axe ist, so ist die Curve,
da alle Punkte derselben vom Mittelpunkte gleichweit abstehen,
ein Kreis. Wenn aber diess nicht der Fall ist, so hat die Curve
(313) zwei Axen, nimlich zwei Durchmesser, welche einander
conjugirt und zugleich zu einander senkrecht sind.

Man pehme an, dass den Durchmessern MA, MB die Durch-
messer MA;, MB, conjugirt, und dass M, A, B, A, B, die
Punkte sind, in welchen die vier Durchmesser von einem durch
den Mittelpunkt der Curve gelegten Kreise geschnitten werden,
so erhilt man (278) die Axen der Curve, wenn man aus dem
Punkte M diejenigen Punkte des Kreises projicirt, welche mit
seinem Mittelpunkte und dem Schnittpunkte der Geraden AB,,
A, B in einer und derselben Geraden liegen.

Die Hauptaxe einer Hyperbel halbirt den Assymptotenwin-
kel und schneidet die Curve in ihren beiden Scheitelpunkten.
Eine Ellipse hat vier Scheitelpunkte und schliesst von ihrer
Hauptaxe ein grbsseres Sttick ein, als von der andern Axe.

343. Die Mittelpunkte von allen Curven II. Ordnung,
welche die vier Seiten eines gegebenen vollstindigen Vierseits
berlihren, liegen in einer Geraden, welche (802) jede von zwei
Gegenpunkten des vollstindigen Vierseits begrenzte endliche
Strecke halbirt. -

Schneiden sich je zwei Gegenseiten eines vollstindigen
Vierecks in einem eigentlichen Punkte, so liegen (803) diese
drei Punkte mit den Mittelpunkten der endlichen Strecken, de-
ren jede von zwei Eckpunkten des Vierecks begrenzt ist, in
einer Curve II. Ordnung, welche von jeder durch die vier Eck-
punkte des Vierecks gehenden Curve II. Ordnung den Mittel-
punkt enthilt. Sind je zwei Gegenseiten des Vierecks zn ein-
ander senkrecht, so ist jene Curve ein Kreis.’ -

344. Wenn von einem Dreiecke, dessen Eckpunkte in einer
gegebenen Curve II. Ordnung s liegen, ein Eckpunkt S gegeben
ist und die in ihm sich schneidenden Seiten zu einander senkrecht
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sind, so geht (278) die dritte Seite durch einen gegebenen
Punkt H. Wenn aber die beiden Seiten, deren Schnittpunkt
gegeben ist, einen schiefen Winkel von gegebener Grosse mit
einander bilden, so berithri (281) die dritte Seite eine gege-
bene Curve II. Ordnung.

Ist die Curve s kein Kreis, so ist die Polare des Punktes
H eine eigentliche Gerade h zu welcher also eine durch den
Punkt S gehende Gerade u parallel ist. Bezieht man nun zwei
ebene Systeme collinelir so aufeinander, dass sie den Strahlen-
biischel S und das gerade Gebilde u entsprechend gemein haben
und dass der Geraden h des einen die unendlich ferne Gerade
des andern entspricht, so entspricht der Curve s des erstern
ein Kreis des letztern, dessen Mittelpunkt M dem Punkte H ent-
spricht. Man findet also den Mittelpunkt M des Kreises, welcher
der Curve s im Punkte S am Innigsten sich anschmiegt, wenn
man irgend einen von S verschiedenen eigentlichen Punkt F der
Geraden u aus dem Punkte H auf die Gerade h projicirt, die
Projektion G mit dem Punkt S verbindet und alsdann durch
F eine zu GS parallele Gerade FM zieht.

345. Wenn a die Axe einer Parabel oder eine von den bei-
den Axen einer andern Curve IL Ordnung ist, welche nimlich
pur zwei Axen hat, so gibt es in der Geraden a zu jedem ei-
gentlichen Punkte P, welcher nicht der Pol der unendlich fernen
-Geraden ist, einen eigentlichen Punkt P, so dass je zwei einander
conjugirte Gerade, von welchen die eine durch denPunkt P
und die andere durch den Punkt P, geht, zu einander senkrecht
sind. Nennt man je zwei solche Punkte einander zugeordnet,
so sind die Punkte der Geraden a involutorisch gepaart.

Es sei R der Pol der Axe a, p eine Gerade, welche diese
Axe im Punkte P unter schiefen Winkeln schneidet, und P der
Punkt, in welchem die Axe a von der Geraden p; geschnitten
wird, die durch den Pol der Geraden p geht und zu dieser Ge-
raden senkrecht ist. Da nun drei Strahlen a, PR, p des Bii-
schels P zu den ihnen conjugirten Straklen PyR, a, p,; des Bii-
schels P; senkrecht sind, so kann man aus 252 schliessen, dass
jeder Strahl des einen Btischels zu dem ihm conjugirten Strahle
des andern senkrécht ist. Da ferner auch die beiden Parallel-
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strahlenbiischel, von welchen der eine die Richtung der Geraden
p und der andere die Richtung der Geraden p; hat, wenn auf
jeden Strahl des einen der ihm conjugirte Strahl des andern be-
zogen wird, zu einander projektivisch sind, demnach von der
Axe a in zwei zu einander projektivischen geraden Gebilden
geschnitten werden, und je zwei homologe Punkte - dieser Ge-
bilde einander doppelt entsprechen, so folgt auch der letztere
Theil des Satzes.

Wenn die Curve eine Parabel ist und also die beiden Pa-
rallelstrahlenbiischel die unendlich ferne Gerade entsprechend ge-
mein haben, so ist der unendlich ferne Punkt G des involutori-
schen geraden Gebildes a sich selbst zugeordnet, daher der an-
dere Ordnungspunkt F derselben, welcher der Brennpunkt der
Parabel heisst, von je zwei einander zugeordneten Punkten gleich-
weit absteht. Ist aber die Curve eine Ellipse oder Hyperbel, so
enthiilt das erwihnte Gebilde, da dem unendlich fernen Punkte
U desselben der Mittelpunkt M der Curve zugeordnet ist, ent-
weder zwei von diesem Punkte gleichweit abstehende Orduunge-
punkte (Brennpunkte) oder gar keinen Ordnungspnnkt, je nach-
dem die Gerade a die Hauptaxe oder die andere Axe der Curve
ist (je nachdem die Geraden p, p, durch die Punkte M, U
nicht getrennt oder getremmt sind).

Schneiden sich also zwei zu einander senkrechte Gerade im
Brennpunkte F einer Parabel oder in einem von den beiden
Brennpunkten F, G einer Ellipse oder Hyperbel, welche nimlich
mit ihnen in einerlei Ebene liegt, so sind sie in Hinsicht auf
die Curve einander conjugirt. Dasselbe ist der Fall, wenn die
zu einander senkrechten Gerade SP, SP, durch die Punkte
F, G harmonisch getrennt sind und also die von den beiden
Geraden SF, SG eingeschlossenen Winkel halbiren. Liegt der
Punkt 8 in der Curve, so ist die eine von den beiden Geraden
SP, SP; eine Tangente derselben. Wenn aber im Punkte S
zwei Tangenten der Curve sich schneiden, so werden auch die
Winkel, welche diese Tangenten mit einander bilden, durch
die Geraden SP, SP; halbirt.

346. Die{ Summe

je zwei endlichen St 8, G8
Diiferenz} von je zwei endlichen Strecken F 8, GS,
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Ellipse
Hyperbel

Curve verbinden, ist dem von derselben{ :1{1118 }geschlossenem Stitcke

welche die Brennpunkte einer { } mit einem Punkte der

A B der Hauptaxe gleich. Jedeér Pankt einer Parabel steht von
ihrem Brennpunkte und der Polare dieses Punktes gleichweit ab.
Es wird hinreichend sein, denjenigen von den obigen Sitzen
tu beweisen, welcher auf eine Ellipse sich bezieht. Die Tangen-
ten ST, BT bilden nach dem Vorigen einen Winkel, welcher
durch die Geraden FT, GT in drei Theile «, B, v getheilt wird,
80 dass a=—y und also a+g8=—f+y ist. Man schueide nun
in der Geraden AB vom Punkte B aus ein Stick BJ—BG ab,
80 istauch TI—TG und FI—=FB+ BG=FB+FA—AB,
Es werde ferner die Gerade F 8 von der Geraden, welche durch
den Brennpunkt G geht und zur Tangente ST senkrecht ist, im
Punkte K geschnitten, so ist, weil die geraden LinienSG, SK
mit der Tangente ST gleiche Winkel bilden, $G==SK und also
aach TG—=TK. Da endlich in dem Vierecke TJ FK dic Sei-
ten TJ, TK einander gleich sind und der Winkel am Punkte T
durch die Diagonale T F in zwei gleiche Theile (2« +8=2y4+§)
getheilt wird, so ist auch FK—FJ d. i. FS+ GS—AB.

347. DreiGerade, welche in drei eigentlichen Punkten sich
schueiden, bilden mit einander sechs Winkel, deren Halbirungs-
linien die Seften eines vollstindigen Vierccks sind. Die Eckpunkte
dieses Vierccks sind die Mittelpunkte von vier Kreisen, deren je-
der jeme drei Geraden bertihrt. Hieher gehdrt auch (316) die
erste von den drei folgenden Aunfgaben, wihrend die beiden tibri-
gen besondere Fille von 815 sind.

Eine Curve II. Ordnung zu finden, welche durch die drei
Eckpunkte eines gegebenen Dreiecks gehe und einen vierten in
derselben Ebene gegebenen Punkt zum Brennpunkte habe. — Um
ein gegebenes endliches Dreieck einen Kreis zu beschreiben. —
In ein gegebenes Dreieck eine Curve II. Ordnungzu beschreiben,
welche einen innerhalb des Dreiecks gegebenen Punkt zum Brenn-
punkt habe. ’

348. Will man die Elemente eines riumlichen Systems invo-

lutorisch so paaret, dass je zwei cinander zn geordnete einférmige
Staudt, Geometrie der Lage. 14
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Gebilde congruent sind, so darf man nurentweder die unendlich
ferne Ebene als Ordnungsebene und einen eigentlichen Punkt M
als Ordnungspunkt, oder eine eigentliche EbeneS als Ordnungs-
ebene und den unendlich fernen Punkt, welcher in der zur Ebene
S senkrechten Richtung liegt, als Ordnungspunkt, oder eine ei-
gentliche Gerade a und die unendlich ferne Gerade, welche in
der zur erstern senkrechten Stellung liegt, als Ordnungslinien an-
nehmen. Im ersten Falle sind je zwei Punkte, welche mit dem
Mittelpunkte M in einer Geraden liegen und von ihm gleichweit
abstehen, im zweiten Falle je zwei Punkte, welche in einer zur Sym-
metralebene S senkrechten Geraden liegen und von der Ebene 8
gleichweit abstehen, im dritten Falle je zwei Punkte, welche in
einer zur Axe a senkrechten Geraden liegen und von der Axe
gleichweit abstehen, einander zugeordnet. Zwei einander zuge-
ordnete Korper sind im ersten und zweiten Falle symmetrisch
gleich, im dritten aber congruent.

849. Wird in einem gewdhlichen Strahlenbiindel jedem
Strahle die zu ihm senkrechte Ebene zugeordnet, so soll derselbe
rechtwinklig heissen. In einem solchen Polarsysteme sind also
auch je zwei conjugirte Elemente zu einander senkrecht.

Sind in einem vollstindigen
Vierkante zwei einander nicht
gegeniiberliegende Seiten zu den
ibnen gegentiberliegendenSeiten
beziehlich senkrecht, so sind
auch (244) die beiden fibrigen
Seiten zu einander senkrecht.

Sind in einem vollstindigen
Vierseite zwei einander nicht
gegentliberliegende Kanten zu
den ihnen gegentiberliegenden
Kanten beziehlich senkrecht, so
sind auch die beiden tbrigen
Kanten zu einander senkrecht.

350. Wenn zwei concentrische Strahlenbiischel in zwei Ebe-
nen liegen, welche unter schiefen Winkeln sich schneiden, so ist
zu jedem Strahle des einen Biischels ein Strahl des andern senk-
recht. Nennt man je zwei solche Strahlen einander entsprechend,
so sind (252) die Biischel projektivisch auf einander bezogen, da-
her die Ebenen, deren jede die Biischel in zwei zu einander senk-
rechten Strahlen schneidet, alle eine Kegelfliche IL Ordnung
bertihren. — Drehen sich zwei zu einander senkrechte Ebenen
um zwei feste Axen, welche unter schiefen Winkeln sich schnei-
den, so beschreibt ihre Schnittlinie eine Kegelfliiche II. Ordnung.
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351. In einem gewdhnlichen poliiren Strahlenbiindel, welcher
eine Ordnungsfliche hat, ist jedem Strahle a, welcher nicht in
dieser Fliche liegt, eine Ebene A zugeordnet, so dass die Mittel-
punkte von allen’endlichen Strecken, deren jede zu der Geraden a
parallel und von zwei Punkten der Kegelfliche begrenzt ist, in
der Ebene A, die Mittelpunkte von allen Curven .aber, in welchen
die Kegelfliche von den zur Ebene A parallelen Ebenen geschnit- -
ten wird, in der Geraden a liegen. Sind die Elemente a, A zu
einander senkrecht, so ist die Gerade a eine Axe und die Ebene
A eine Symmetralebene der Kegelfitiche. Hat der polire Strah-
lenbindel mit dem rechtwinkligen Strahlenbiindel, der mit ihm
concentrisch ist, nur (295) ein Polardreikant gemein, so hat die
Kegelfliche nur drei Axen, von welchen die eine a (die Hauptaxe)
von der Fliche eingeschlossen ist. Wenn aber jeder Ebene des
Ebenenbiischels a in Hinsicht auf beide Polarsysteme ein und der-
selbe Strahl zugeordnet ist (die Kegelfltiche die imaginire Ord-
nungsfliiche des rechtwinkligen Polarsystems in zwei imagintiren
Strahlen bertihrt), so ist die Kegelfliche eine Drehungsfiiche,
welche niimlich von jeder zu ihrer Hauptaxe senkrechten Ebene in
einem Kreise geschnitten wird.

352. Die drei Seiten eines
gewohnlichen Dreikants bilden
mit einander sechs Flichenwin-
kel, deren Halbirungsebenen die
Seiten eines vollstiindigen Vier-
kants sind. Jede Kante dieses
Vierkants ist die Axe eines
Drehungskegels, dessen Mantel
die drei Seiten des Dreikants
beriibrt. 317.

Die drei Kanten eines ge-
wohnlichenDreikants bilden mit
einander sechs ebene Winkel,
deren Halbirungslinien die Kan-
ten eines vollstindigen Vierseits
sind. Jede Seite dieses Vier-
seits ist zur Axe eines Dreh-
ungskegels senkrecht, dessen
Mantel durch die drei Kanten
des Dreikants geht.

853. Wenn eine Kegelfliiche II. Ordnung nur drei Axen a, b, ¢

hat und also auch in der Hauptaxe a nur zwei Symmetralebenen
sich schneiden, so schliesst die Fliche von der einen ab dieser
Ebenen einen grossern Winkel AB ein als von der andern, da-
gegen dem Schnitte des Strahlenkegels mit der Ebene ac ein gros-
serer Flichenwinkel W zugeordnet ist Der Winkel A B eunthilt
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zwei Strahlen F, G, der Winkel W aber zwei Ebenen H, J, von

welchen Folgendes gilt:

Je zwei Ebenen, welche in
Hingicht aufdie Kegelfliiche ein-
ander conjugirt sind und in einer
von den beiden Geraden F, G
sich schneiden, sind zu einander
senkrecht. Die ebenen Winkel
FG, F'G werden aus jeder
Geraden 8, welche durch den
MittelpunktderKegelfliichegeht,
aber ausserhalb der Ebene FG
liegt, durch zwei Flichenwinkel
projicirt, deren Halbirungsebe-
nen zu einander senkrecht und
einander conjugirt sind, folglich,
wenn in der Geraden S zwei
Bertihrungsebenen der Kegel-
fliiche sich schneiden, auch die
von diesen Ebenen gebildeten
Winkel halbiren. Liegt aber die
(Gerade S in der Kegelfliiche,
so wird diese von der einen der

Halbirungsebenen
Ferner ist alsdann

erwihnten
bertihrt.
die Summe der innerhalb des
Strahlenkegels befindlichen ebe-
nen Winkel FS, GS dem Win-
kel AB gleich.

Je zwei Gerade, welche in
Hinsicht auf die Kegelfliiche ein-

[ nander conjugirt sind und in ei-

ner von den beiden Ebenen H,J
liegen, sind zu einander senk-
recht. Die Phichenwinkel H, J .
H'J werden von jeder Ebene
U, welche durch den Mittelpunkt
der Kegelftiiche aber nicht durch
die Axe b geht, in zwei ebenen
Winkeln geschnitten, deren Hal-

' birungslinien zu einander senk-

recht und einander conjugirt
sind, folglich, wenn die Ebene
U die Kegelfliiche in zwei Strah-
len schneidet, auch die von

* diesen Geraden gebildeten Win-

kel halbiren. Wird aber die
Kegelfliche von der Ebene U
bertihrt, so ist der Bertihrungs-
strahl die eine von den exrwiihn-~
ten Halbirungslinien. Ferner ist
alsdann die Summe der von der
Kegelfitiche  aunsgeschlossenen
Fliichenwinkel HU, JU dem
Winkel W gleich.

Die Beweise dieser Siitze sind denen von 3845 und 346 ganz

analog, daher nur noch bemerkt wird, dass die Kegelfliche von
jeder zu H oder J parallelen Ebene in einem Kreise geschnitten
wird.

354. In einem riumlichen Polarsysteme wird jede Ebene,
welche einem nicht in ihr liegenden unendlich fernen Punkte zu-
geordnet ist, eine Diametralebene, jede Gerade aber, welche einer
mit ihr nicht in einerlei Ebene liegenden unendlich fernen Geraden
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zugeordnet ist, ein Durchmesser genannt. Jede Piametralebene
halbirt alse jede endliche Strecke, welche die ihr zugeordnete
Richtung hat und von zwei Punkten der Ordnungsfliche F be-
grenzt ist. Jeder Durchmesser enthilt den Mittelpunkt einer jeden
Curve, in welcher die Fliche F von einer ihm conjugirten Ebene
geschnitten wird. IstF ein Paraboloid, so sind alle Durchmesser
zu einander parallel und also zu einer und derselben Stellung senk-
recht, welcher die Axe des Paraboloids zugeordnet ist. Wenn
ferner jede durch die Axe a gehendeEbene eine Symmetralebene
(zu der ibr zugeordneten Richtung senkrecht) ist, so ist die Fliche
F ein (elliptisches) Drehungsparaboloid. Enthilt aber der Ebenen-
biisehel & nur zwei Ebenen, welche einander conjugirt und zu-
gleich zu einander senkrecht sind, so enthalten diese von jeder
Carve, in welcher die Fliche von einer zu ihrer Axe senkrechten
Ebene geschuitten wird, die beiden Axen. Die erwihnten Sym-
metralebenen selbst schneiden die Fliche in zwei Parabeln, welche
in ihrem gemeinschaftlichen Scheitelpunkte die in diesem Punkte
zur Axe a senkrechte Ebene auf einerlei oder entgegengesetzen
Seiten berithren, je nachdem das Paraboloid ein elliptisches oder
hyperbolisches ist. Uebrigens wird dasParaboloid von jeder Dia-
metralebene in einer Parabel geschnitten, in welcher demselben
eine parabolische Cylinderfliche sich anschmiegt.

855. Alle Durchmesser und Diametralebenen eines Ellipsoids
oder auch Hyperboloids gehen durch seinen Mittelpunkt, nimlich
‘den Pol der unendlich fernen Ebene, welcher von je zwei Punkten
der Fliche, die mitihm in einer Geraden liegen, gleichweit ab-
steht. Ist unter allen dem Polardreikanten, deren jedes drei ein-
ander conjugirte Durchmesser zu Kanten hat, nur eines, dessen
Kanten alle drei zu einander senkrecht sind, so hat die Fliche
nur drei Axen und drei Symmetralebenen. Wenn aber ein-
Durchmesser a mit je zwei Durchmessern, die zu ihm und unter
sich senkrecht sind, ein Polardreikant bildet, so ist die Fliche
eine Drehungsfliiche und jener Durchmesser die Drehungsaxe der-
selben. Wenn endlich jeder Durchmesser zu der ihm conjugirten
Diametralebene senkrecht ist, so ist die Fliiche, da alle Punkte
derselben vom Mittelpunkte gleichweit abstehen, eine Kugelfliche.

356. Wenn ein Ellipsoid, welches nur drei Axen hat, von der



214

einen das Stick A B, von der andern das Sttick CD und von
der dritten das Stiick EF einschliesst, so dass ABS>CDS>EF
ist, so wird die Fliche von der mit ibr concentrischen und durch
die Punkte C, D gehenden Kugelfliiche in zwei Kreisen geschnitten.
Die Kugelfliche schneidet die Ebene AEBF in einem Kreise k,
dieser Kreis aber die Ellipse AEBF in den vier Eckpunkten
eines Rechtecks, dessen Diagonalen die zum Durchmesser C D
senkrechten Durchmesser jener Kreise sind. Die gemeinschaftlichen
Tangenten der Ellipse AEBF und des Kreises k bezeichnen die
Richtungen von zwei um das Ellipsoid beschriebenen Drehungs-
cylindern.

857. Jeder in einer Fliche II. Ordnung liegende Kreis s
gehtrt einem Systeme von Parallelkreisen an, welche die Fliche

erftillen. :
Es sei a derjenige Durchmesser der Fliche, welcher der

Ebene E des Kreises s conjugirt ist. Da nun der in dem Polar-
systeme enthaltene involutorische Ebenenbiischel a von der Ebenc
E und mithin auch von jeder zu dieser Ebene parallelen Ebene
in einem rechtwinkligen Strahlenbiischel geschnitten wird, so folgt
der Satz.

858. Jeder Durchmesser eines Hyperboloids ist der Diame=
tralebene conjugirt, welche ihm in Hinsicht auf den Assymptoten-
kegel zugeordnet ist, daher die Axen des Assymplotenkegels zu-
gleich die Axen des Hyperboloids sind. Ob eine Curve, in wel-
cher das Hyperboloid von einer Ebene geschnitten wird, ein Kreis-
oder eine andere Ellipse oder eine Parabel oder eine Hyperbel
sei, kann an der Curve erkannt werden, in welcher dieselbe Ebene
oder eine zu ihr parallele Ebene den Assymptotenkegel schneidet.

Jede Ebene, welche den Assymptotenkegel eines einschaligen
Hyperboloids in einer Geraden bertihrt, schneidet das Hyperboloid
in zweiGeraden, welche zu jener Geraden parallel sind und von
ihr gleichweit abstehen. Durch je drei Gerade, welche einer und
derselbenSchaar angehdren, ist (48) einParallelepipedon bestimmt,
dessen Mittelpunkt zugleich der Mittelpunkt des Hyperboloids ist.
Zieht man zu jeder der drei Geraden eine Parallele, welche die
beiden tibrigen schneidet, so erhilt man drei Parallelstreifen, deren
Halbirungslinien in dem erwiilinten Punkte sich schneiden.
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859. Wird eine Curve II. Ordnung um ihre-Hauptaze ge-
dreht, so erzeugt sie eine Fliche II Ordnung S, welche zwei
BrennpunkteF, G bat. Aus jedem dieser Punkte wird jede Curve
8, in welcher die Fliche S von einer nicht durch ihn gehenden
Ebene E geschnitten wird, durch eine Drehungsfliche K projicirt,
deren Axe durch den Pol P jener.Ebene geht.

In Hinsicht auf die Fliche S ist nimlich Jjeder durch den
Punkt F gehenden Ebene Q ein Punkt Q; zugeordnet, welcher
mit dem Punkte F in einer zur Ebene Q senkrechten Geraden
FQ, liegt. Wenn nun die Ebene Q auch durch den Punkt P
geht, folglich der Punkt Q; in der Ebene E liegt, so ist in Hin-
sicht auf die Curve s der Geraden EQ der Punkt Q, mithin in
Hinsicht auf die Kegelfliche K jeder durch die Geraden F P ge-
henden Ebene Q eine zu dieser Ebene senkrechte Gerade F Q,
zugeordnet. ’

Punkte

- 860. Je zwei unendlich ferne {
Gerade

}, welche in zwei zu

Richtungen
Stellungen
die imaginire Curve einander conjugirt, in welcher die unendlich
ferne Ebene von allen Kugeln und den imaginiren Ordnungsflichen
aller réchtwinkligen Strahlenbiindel geschnitten wird. Es heisst
dies aber nichts anderes, als dass dasjenige unendlich ferne ebene
Polarsystem, welches aus jedem eigentlichen Punkte durch einen
rechtwinkligen Strahlenbtindel projicirt wird, in jedem riumlichen
Polarsysteme enthalten sei, dessen Ordnu'ngsﬂiche eine Kugel-
fliche ist.

einander senkrechten { } liegen, sind in Hinsicht auf

Durch vier gegebene eigent-
liche Punkte, welche nicht in
einerlei Ebene liegen, eine Ku-
gelfliche zu legen (eine Fliche
II. Ordnung, welche durch die
oben erwiihnte imaginiire Curve
gehe). 333,

Eine Kugel zu beschreiben,
welche (834) die vier Flichen ei-
nes gegebenen Tetraeders ABCD

Eine Fliche II. Ordnung zu
finden, welche die vier Flichen
eines gegebenen Tetraeders be-
rithre und einen ausserhalb die-
ser vier Ebenen gegebenen
Brennpunkt habe.

Eine Fliche II. Ordnung zu
finden, welche durch die vier
Eckpunkte eines gegebenen Te-
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beriihre, von dessen sechs Kan-

ten keineimUnendlichen liegt.— |

Die vier Flichen des Tetrae-
ders bilden zwdlf Flichenwin-
kel, deren Halbirungsebenen die
Seiten von zwdlf vollstindigen
Vierkanten sind. Die Mittel-
punkte dieser Vierkante sind die
vier Eckpunkte des Tetraeders
und acht andere Punkte. Wenn
nun M irgend einen der acht
letztern Punkte bezeichnet, so

kommt es darauf an, ob er im

Unendlichen oder nicht im Un~
endlichen liegt. Im erstern Falle
ist die Gerade DM die Axe ei-
nes Drehungskegels, welcher die
Ebenen DAB,DAC, DBC und
die durch den Punkt D gehen-
de, zur Ebene ABC parallele
Ebene P beriibrt. Im letztern
Falle ist der Punkt M der Mit-
telpunkt einer Kagel, welche
die vier Flichen des Tetraeders
ABCD bertihrt. Die Aufgabe
lisst daher fiinf oder sechs oder
sieben oder acht Auflésungen zu,
je nachdem es drei oder zwei
oder einen oder keinen Dreh-
ungskegel giebt, welcher die
vier Ebenen DA B, DA C,DBC,
P bertihrt.

traeders ABCD gehe und ei-
nen gegebenen Brennpunkt F
babe, der in keiner Kante des
Tetraeders liegt. — Die vier
Geraden FA, FB, FC, FD
bilden mit einander zwdlf ebene
Winkel, deren Halbirungslinien
die Kanten des Tetraeders in
den zwdlf Eckpunkten von swblf
vollstiindigen Vierseiten schnei-
den. Die Triiger dieser Vier-
seite sind die vier Flichen des
Tetraeders und acht anderen
Ebenen. Ist nunE irgend eine der
acht letztercn Ebenen, so kommt
es darauf an, ob sie durch den
Punkt F oder nicht durch ihn
geht. Im erstern Falle ist die
Ebene E zur Axe eines Dreh-
ungskegels senkrecht, dessen
Mantel durch die vier Geraden
FA, FB, FC, ¥D geht. Im
letztern Falle ist die Ebene E
die Polare des Punktes F in
Hinsicht aufeine Fliche, welche
der Aufgabe Gentige leistet. Die
Aufgabe ldsst daher fénf oder
sechs oder sieben oder acht
Aufltsungen zu, je nachdem es
drei oder zwei oder einen oder
keinenDrehungskegel giebt, des-
sen Mantel durch die vier Ge-
raden FA, FB, FC, FD, geht.

Berichtigung.
In 277 ist 2p+41 statt n41 und 2n statt n zu lesen.
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Das Werk ist in so vielen Auflagen bereits erschienen,
dass dadurch dessen Brauchbarkeit hinlinglich erwiesen ist.

Beispiele und Aufgaben aus der Algebra fiir Gymnasien,
Realschulen und zum Selbstunterricht bearbeitet von Th.
E. Schrider, Professor der Mathematik und Physik.. Geb.

-Mk.— .80.
Bemerkungen zu dem 6. Abschnitt der Sammlung geo-
metrischer Aufgaben und kurze Erklirung der hiezn ge-
‘horigen Kupfer. Mk. —.40.

Der kleine geometrische Zeichner als Vorbereitung zur

Schattenkonstruktion. Fiir Gewerbs- und polytechnische
Schulen, sowie zum Selbststudium fiir simmtliche Bauge-
werke. Mit 117 geometr. Figuren. Mk. —.80.

-
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