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﻿Vorwort.

Man hat in den neuern Zeiten wohl mit Recht die Geo-

metrie der Lage von der Geometrie des Masses unterschie-

den, indessen gleichwohl Sätze, in welchen von keiner Grösse

die Rede ist, gewöhnlich durch Betrachtung von Verhält-

nissen bewiesen. Ich habe in dieser Schrift versucht, die

Geometrie der Lage zu einer selbstständigen Wissenschaft

zu machen, welche des Messens nicht bedarf. Um jedoch

diejenigen Eigenschaften der Curven und Flächen Π. Ord-

nung, welche auf Mittelpunkte, Axen, Brennpunkte u. s. w.

sich beziehen, nicht ganz unberührt zu lassen, habe ich das

Wesentliche hievon in einen Anhang aufgenommen.

Jeder geometrische Unterricht muss von allgemeinen

Betrachtungen ausgehen, welche den Schüler mit den ver-

schiedenen Arten von geometrischen Gebilden bekannt ma-

chen und sein Anschauungsvermögen üben. Die meisten

Lehrbücher der Geometrie gehen aber zu bald zum Beson-

dere, nämlich zur Congruenz und Aehnlichkeit der Dreiecke

über, daher sie auch manche Begriffe nicht in der gehö-

rigen Allgemeinheit aufstellen. Aehnliche ebene Figuren

sind nichts anderes als homologe Stücke von ähnlichen ebe-

nen Systemen, ähnliche Körper aber homologe Stücke von

ähnlichen räumlichen Systemen. Der Betrachtung von cen-

trischen Figuren sollte die des centrischen ebenen Systems

und der Betrachtung von symmetrischen Figuren die des

symmetrischen ebenen Systems vorangeschickt werden. Uebri-
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gens ist in vielen Lehrbüchern der Geometrie, obgleich Na-

tur. und Kunst in allen ihren Gebilden nach Symmetrie

streben, dieser Begriff gar nicht entwickelt.

Wenn es für den Geübtem keine Uebung mehr ist, zu

dem einen von zwei reciproken Sätzen den andern zu suchen,

so ist diess doch für den Anfänger eine zweckmässige Auf-

gabe, welche ihn veranlasst, durch eigene Thätigkeit Gebilde

zur Anschauung zu bringen. Dass aber das Gesetz der Re-

ciprocität jeden für die Geometrie empfänglichen Schüler

mehr anrege, als irgend ein einzelner Satz, wird jeder Leh-

rer erfahren, der seine Schüler auf dasselbe aufmerksam

macht. Vielleicht wird diese Schrift einige Lehrer bestim-

men, ihrem Unterrichte in der Geometrie des Masses das

Wesentliche aus der Geometrie der Lage voranzuschicken,

damit ihre Schüler gleich Anfangs denjenigen Ueberblick über

die Wissenschaft gewinnen, ohne welchen das rechte Ver-

ständniss der einzelnen Sätze und ihrer Beziehung zum Gan-

zen nicht wohl möglich ist.

Erlangen, im August 1847.

Der Verfasser.
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﻿Geometrie der Lage·

§. 1.

Einleitung. Der Strahlenbündel. Winkelräume und Winkelflächen.

1.�Die Geometrie geht von der Vorstellung eines unbe-

grenzten Raumes aus; ein vollständig begrenztes Sttick dessel-

ben heisst ein Körper.

Körper und überhaupt körperliche Räume werden durch

Flächen, Flächen durch Linien, Linien durch Punkte getheilt

und begrenzt. Oberfläche eines Körpers ist die Fläche, welche

ihn einschliesst, oder der Inbegriff der Flächen, weilche ihn be-

grenzen.

Jede Fläche hat zwei Seiten; dasselbe kann von jeder

Linie in einer Fläche, so wie auch von jedem Punkte in einer

Linie gesagt werden.

2.�Ein Punkt ist untheilbar. Bewegt sich ein Punkt, so

beschreibt er eine Linie; durch die Bewegung einer Linie kann

eine Fläche, durch die Bewegung einer Fläche ein körperlicher

Raum erzeugt werden. Eine Linie geht durch jeden in ihr

liegenden Punkt, eine Fläche aber durch alle in ihr liegenden

Punkte und Linien.

Körperliche Räume, Flächen, Linien, Punkte und Zusam-

mensetzungen aus denselben sind geometrische Gebilde. Unter

einer Figur versteht man gewöhnlich eine vollständig begrenzte

Fläche. Umfang einer Figur ist die Linie, welche sie einschliesst,

oder der Inbegriff der Linien, welche sie begrenzen.

3.�Jeder Punkt einer geschlossenen (in sich zurückkehrenden)

Linie kann als Anfang und Ende derselben betrachtet werden.

Beschreibt ein Punkt eine geschlossene Linie, welcher die drei

Punkte A, B, C angehören, so muss er entweder im Sinne ABC,

Staudt, Geometrie der Lage.�i
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welcher mit dem von BCA oder CAB ganz einerlei ist, oder in

dem dem erstem entgegengesetzten Sinne, welcher durch BAC

oder ACB oder CBA angezeigt werden kann, sich bewegen.

Werden in einer Linie, welche sich nicht schliesst, drei

Punkte angenommen, so sind die beiden äussern durch den

mittlern getrennt. Unter vier Punkten einer geschlossenen Linie

sind zwei Paar getrennte.

4.�Von einer Fläche und einer Linie, welche durch einen

und denselben Punkt gehen, sagt man, dass sie in diesem Punkt

sich | berühren l ^ wenn ihm zunächstliegenden Theile der

(schneiden)

Linie auf

( einerlei \ g0^0 ^ ^er Fläche liegen. Wer-

I entgegengesetzten)

den in einem körperlichen Raume, welcher durch eine Fläche in

zwei Theile getheilt ist, zwei ausserhalb dieser Fläche befindliche

Punkte durch eine Linie verbunden, so schneidet diese die Fläche

parmal (gar nicht oder zweimal oder viermal u. s. w.) oder

unparmal, je nachdem jene Punkte auf einerlei oder entgegen-

gesetzten Seiten derselben liegen.

5.�Zwei Linien, welche in einer und derselben Fläche liegen

und durch einen und denselben Punkt gehen, ί ^er^ren l sich

{schneiden!

in diesen Punkte, wenn die ihm zunächstliegenden Theile einer

jeden von den beiden Linien auf ( einerlei ) Seite (n)

{entgegengesetzten)

der andern liegen. Werden in einer Fläche, welche durch eine

Linie in zwei Theile getheilt ist, zwei ausserhalb dieser Linie

befindliche Punkte durch eine andere Linie verbunden, so schnei-

det diese die erstere parmal oder unparmal, je nachdem jene

Punkte auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten derselben liegen.

Eine Linie kann auch sich selbst schneiden oder berühren

und daher ein zweien Linien gemeinschaftlicher Punkt ein viel-

facher (öfter als einmal zu zählender) Schnitt- oder Berührungs-

punkt oder auch beides zugleich seyn.

6.�Zwei Flächen, welche durch eine und dieselbe Linie gehen,

! berühren \�^-eger Linie> wenn <jie ihr zunächstliegenden

schneiden)
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Theile einer jeden von den beiden Flächen auf {�\

(entgegengesetztenJ

Seite (n) der andern liegen. Zwei Flächen berühren sich in einem

Punkte, durch welchen beide gehen, wenn der zunächst um ihn

herum liegende Theil einer jeden von den beiden Flächen ganz

auf einerlei Seite der andern liegt.

Wenn eine Linie, welche in der einen von zwei sich schnei-

denden Flächen liegt, die Schnittlinie derselben in einem Punkte

{schneidet) (schneidet) . .�,�„�^�, ,�...

,�,�> , so { ,�, , sie m demselben Punkte auch die

berührt j ( berührt j

andere Fläche. Berühren sich zwei Flächen in einem Punkte oder

in einer Linie, so wird auch jede von den beiden Flächen von

allen Linien berührt, welche in der andern liegen und durch den

Berührungspunkt oder einen Punkt der Berührungslinie gehen.

7. Eine Linie, welche, wenn sie in zwei Punkten festgehal-

ten ist, ihre Lage nicht ändern kann, heisst gerade. Eine Linie

heisst gebrochen, wenn sie aus geraden Linien zusammengesetzt

ist, ohne gerade zu sein; — krumm, wenn kein Theil derselben

gerade ist; — gemischt, wönn sie aus geraden und krummen

Linien zusammengesetzt ist.

Ein gerades Gebilde ist im Allgemeinen der Inbegriff von

allen Punkten (Elementen), welche eine Gerade (unbegrenzte ge-

rade Linie) erfüllen, und von welchen man annehmen kann, dass

jeder seine Stelle in der Geraden, auch wenn diese bewegt wird,

unverrückt beibehalte. Ein gerades Gebilde im engern Sinne

besteht aus einzelnen Punkten oder auch Stücken einer Geraden.

Eine Fläche, welche durch die Bewegung einer Geraden

erzeugt werden kann, heisst eine Regelfläche.

8. Zwischen je zwei Punkten ist eine von ihnen begrenzte,

durch je zwei Punkte eine unbegrenzte gerade Linie möglich.

Zwei Gerade können hiernach, wenn sie nicht ganz in einander

fallen sollen, höchstens einen Punkt gemein haben. Ist ein nicht

gerades Gebilde nur in zwei Punkten festgehalten, so kann es

noch um die durch diese beiden Punkte bestimmte Gerade ge-

dreht werden.

Eine Gerade wird, wenn sie als Element erscheint, auch ein

Strahl genannt und durch jeden in ihr angenommenen Punkt in

1*
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zwei Halbstrahlen getheilt, welche eine gemeinschaftliche Spitze

aber entgegengesetzte Richtungen haben, und von welchen jeder

die Ergänzung des andern heissen soll.

Aus einem gegebenen Mittelpunkte A wird ein anderer Punkt

B durch den Strahl AB projicirt, welcher durch beide Punkte

geht. Der Halbstrahl AB projicirt den Punkt B aus der Spitze A.

9.�Ein Strahlenbtindel ist der Inbegriff von allen Strahlen,

welche durch einen und denselben Punkt (Mittelpunkt) denkbar

sind. Der Inbegriff von allen nur denkbaren Halbstrahlen,

welche einen und denselben Punkt zur gemeinschaftlichen Spitze

haben, soll ein Halbstrahlenbündel heissen. Bei einem Gebilde

der erstem Art werden Strahlen, bei einem Gebilde der letz-

tem Art aber Halbstrahlen als Elemente betrachtet.

10.�Ein einfacher Winkelraum ist ein Theil von einem

Halbstrahlenbündel und also so beschaffen, dass jeder Halbstrahl,

welcher mit ihm (dem einfachen Winkelraume) einerlei Spitze

hat und durch irgend einen Punkt in ihm geht, ganz in den-

selben fällt. Eine Fläche, welche die erwähnte Eigenschaft

hat, welche man also von Halbstrahlen, die eine gemeinschaft-

liche Spitze haben, erfüllt sich denken kann, soll eine einfache

Winkel- oder Kegelüäche heissen.

Einfache Winkelräume werden c(urch einfache Winkelflächen,

einfache Winkelflächen durch Halbstrahlen begrenzt. Die Grenze

eines Winkelraumes nennt man seinen Mantel, die Grenzen einer

Winkelfläche aber ihre Schenkel.

Bewegt sich ein Halbstrahl um seine Spitze als festen Punkt,

so beschreibt er eine einfache Winkelfläche. Jeder Halbstrahl

in einer geschlossenen einfachen Winkelfläche kann als Anfang

und Ende derselben betrachtet werden, daher unter vier Ele-

menten einer solchen Fläche nur zwei Paar getrennte sind.

11.�Wenn einfache Winkelflächen, welche eine gemeinschaft-

liche Spitze haben, sich schneiden oder berühren, so geschieht

solches in Halbstrahlen. Würde gesagt, dass zwei geschlossene

einfache Winkelflächen, welche nur die Spitze mit einander ge-

mein haben, in diesem Punkte sich berühren, so würden nicht

mehr Halbstrahlen sondern Punkte als Elemente der beiden

Flächen betrachtet werden.
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Werden in einem Hälkstrablenbündel, welcher durch eine

einfache Winkelfläche in zwei Theile getheilt ist, zwei ausserhalb

dieser Fläche liegende Halbstrahlen durch eine andere einfache

Winkelfläche verbunden, so schneidet diese die erstere parmal

oder unparmal, je nachdem jene Halbstrahlen auf einerlei oder

entgegengesetzten Seiten derselben liegen. Zwei geschlossene ein-

fache Winkelflächen, welche eine gemeinschaftliche Spitze haben,

schneiden sich also parmal.

12.�Zwei einfache Winkel j*äumel sollen Scheitel |räumel

‘flächen*�(flächen)

zu einander heissen, wenn jeder Halbstrahl, welcher dem einen

von den beiden Gebilden angehört, seine Ergänzung im andern

findet. Die Mäntel von Scheitelräumen sind Scheitelflächen zu

einander. Jeder einfache Winkelraum, welcher ganz ausserhalb

seines Scheitelraumes liegt, ohne dass der Mantel des einen den

Mantel des andern berührt, heisst auch ein Halbstrahlenkegel.

13.�Ein vollkommner Winkelraum ist ein Theil von einem

Strahlepbündel und also so beschaffen, dass jeder Strahl, wel-

cher mit ihm (dem vollkommnen Winkelranme) einerlei Mittel-

punkt hat und durch irgend einen Punkt in ihm geht, ganz in

denselben fällt. Eine Fläche, welche die erwähnte Eigenschaft

hat, welche man also von Strahlen, die einen gemeinschaftlichen

Mittelpunkt haben, erfüllt sich denken kann, soll eine voll-

kommne Winkel- oder Kegelfläche heissen.

Vollkommne Winkelräume werden durch vollkommne Win-

kelflächen, vollkommne Winkelflächen durch Strahlen begrenzt.

Bewegt sich ein Strahl um seinen Mittelpunkt als festen Punkt,

so beschreibt er eine vollkommne' Winkelfläche. Unter vier

Elementen einer geschlossenen vollkommnen Winkelfläche sind

nur zwei Paar getrennte.

14.�Ein vollkommner Winkelraum, welcher aus zwei Halb-

strahlenkegeln (Scheitelkegeln) besteht, von welchen aber wenn

Strahlen als Elemente betrachtet werden, nur wie von einem

Raume gesprochen wird, heisst auch ein Strahlenkegel. Von

jedem Strahle, welcher mit einem Strahlenkegel einerlei Mittel-

punkt hat, aber nicht im Mantel desselben liegt, kann man
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sagen; dass er ganz auf einerlei, nämlich entweder der innern

oder äussern Seite dieser Fläche liege.

Vollkommne Winkelflächen, welche einen gemeinschaftlichen

Mittelpunkt haben (concentrisch sind), schneiden und berühren

sich in Strahlen. Werden zwei Strahlen, welche mit einem

Strahlenkegel einerlei Mittelpunkt haben, aber nicht im Mantel

desselben liegen , durch eine vollkommne Winkelfläche verbun-

den, so schneidet diese die erstere parmal oder unparmal, je

nachdem jene Strahlen auf einerlei oder entgegengesetzten Sei-

ten derselben liegen.

15.�Eine vollkommne Winkelfläche heisst von parer Ordnung,

wenn sie aus zwei geschlossenen einfachen Winkelflächen (Schei-

telfläcben) besteht, und also ein Strahl, welcher die Fläche be-

schreibt, zuletzt wieder in seine anfängliche Lage kommt; —

von unparer Ordnung aber, wenn sie zugleich als eine einfache

Winkelfläche betrachtet werden kann, und also ein Strahl, wel-

cher die Fläche beschreibt, zuletzt in eine der anfänglichen

entgegengesetzte Lage kommt, nämlich mit Verwechslung seiner

beiden Hälften die ursprüngliche Stelle wieder einnimmt. Von

der Ordnung einer Winkelfläche kann nur gesprochen werden,

wenn die Fläche eine geschlossene vollkommne Winkelfläche ist.

Eine Winkelfläche | Parer l Ordnung, welche sich selbst

(unparer)

schneidet oder berührt, kann als der Inbegriff von zwei oder

mehreren geschlossenen vollkommnen Winkelflächen betrachtet

werden, von welchen keine Öfter als einmal durch einen und

denselben Strahl geht, und unter welchen eine \ *>are > Anzahl

(unpare)

von Winkelflächen unparer Ordnung sich befindet.

16.�Durch eine Kegelfläche parer Ordnung, welche sich

selbst weder schneidet noch berührt, wird ein Strahlenbündel

in zwei Theile getheilt, von welchen der eine ein Strahlenkegel

ist, während im andern unendlich viele Winkelflächen unparer

Ordnung denkbar sind.

Durch eine Winkelfläche unparer Ordnung, welche sich selbst

weder schneidet noch berührt, wird ein Strahlenbündel nicht

getheilt, indem kein Strahl desselben von einem andern durch
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die Fläche getrennt ist. Ein Halbstrahlenbündel wird durch eine

Fläche der erwähnten Art in ein Paar Scheitelräume getheilt,

welche einen gemeinschaftlichen Mantel haben, daher die beiden

Hälften eines jeden Strahles, welcher der Fläche nicht angehört,

aber durch ihren Mittelpunkt geht, auf entgegengesetzten Seiten

derselben liegen, und jede einfache Winkelfläche, welche zwei

solche Halbstrahlen zu Schenkeln hat, die erstere unparmal

schneidet.

Da eine Winkelfläche unparer Ordnung als einfache Winkel-

fläche betrachtet, durch jeden in ihr liegenden Strahl in ein

Paar Scheitelflächen getheilt wird, und also die beiden Hälften

eines jeden andern Strahles der Fläche auf entgegengesetzten

Seiten des erstem liegen, so wird überhaupt von zwei Geraden,

welche durch einen und denselben Punkt gehen, gesagt, dass

sie in diesem Punkte sich schneiden.

17.�Zwei geschlossene vollkommne Winkelflächen, welche

einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben, schneiden sich

parmal, wenn entweder beide von parer Ordnung sind, oder die

eine von parer und die andere von unparer Ordnung ist; —

unparmal aber, wenn beide von unparer Ordnung sind. Folgt

aus 15 und 16.

§. 2.

Die Ebene. Der Strahlenbüschel und der Ebenenbüschel.

18.�Eine Ebene ist eine Winkelfläche unparer (erster)

Ordnung, in welcher jeder Punkt als Mittelpunkt betrachtet

werden kann.

Geht also eine Gerade durch zwei Punkte einer Ebene, so

fällt sie ganz in dieselbe. Von einer nicht in ihr liegenden Ge-

raden kann hiernach eine Ebene höchstens einen Punkt enthalten.

Haben eine Ebene und eine ausserhalb derselben liegende

Gerade einen Punkt gemein, so (16) schneiden sie sich in die-

sem Punkte, welcher die Spur der Geraden in der Ebene oder

auch die Spur der Ebene in der Geraden heisst.

19.�Durch zwei Punkte und also auch durch eine Gerade

sind unendlich viele Ebenen denkbar. Durch drei Punkte, welche
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nicht in einer und derselben Geraden liegen, also auch durch eine

Gerade und einen ausserhalb derselben befindlichen Punkt, so wie

auch durch zwei sich schneidende Gerade ist eine Ebene mög-

lich. Von der Ebene, welche eine Gerade a mit einem aus-

serhalb derselben befindlichen Punkte P verbindet, soll gesagt

werden, dass sie aus der Axe a den Punkt P oder aus dem

Mittelpunkte P die Gerade a projicire.

Wird eine Ebene um eine in ihr liegende Gerade als feste

Axe gedreht, bis sie mit Verwechslung ihrer beiden Hälften

(der beiden Halbebenen) die ursprüngliche Stelle wieder ein-

nimmt, so fällt sie nach und nach mit jeder durch jene Gerade

gehenden Ebene zusammen.

20.�Eine Winkelfläche { Parer \ Ordnung wird (17) von

l unparer J

einer jeden durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebene f Parma^ l

l unparmaP

geschnitten; die Schnittlinien sind Strahlen. Eine geschlossene

einfache Kegelfläche wird von einer jeden durch ihre Spitze ge-

henden Ebene parmal geschnitten.

Zwei Ebenen, welche durch einen und denselben Punkt ge-

hen, schneiden sich in einer Geraden, welche ebenfalls durch je-

nen Punkt geht, ausserhalb welcher aber (19) die beiden Ebenen

keinen Punkt mit einander gemein haben. Drei Ebenen, welche

durch einen und denselben Punkt gehen, schueiden sich entweder

in einer Geraden oder in drei Geraden. Im letztem- Falle haben

die drei Ebenen ausser jenem Punkte, welcher ihr Schnittpunkt

heisst, weil in ihm jede der Ebenen die Schnittlinie der beiden

übrigen schneidet, keinen Punkt mit einander gemein.

21.�Jedes Gebilde , welches ganz in einer und derselben

Ebene liegt, wird ein ebenes Gebilde1, jedes Stück einer Ebene,

so wie auch die Ebene selbst, eine ebene Fläche genannt. Eine

Fläche heisst gebrochen, wenn sie aus ebenen Flächen zusam-

mengesetzt ist, ohne eben zu sein; — krumm, wenn kein

Theil derselben eben ist; — gemischt, wenn sie aus ebenenrund

krummen Flächen zusammengesetzt ist.

Eine krumme Linie (Curve) heisst einfach gekrümmt, wenn

sie ganz in einer und derselben Ebene liegt; — doppelt ge-
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krümmt aber, wenn es keine Ebene giebt, welche durch alle

Punkte der Linie geht. Gewöhnlich versteht man unter einer

doppelt gekrümmten oder gewundenen Curve eine Linie, von

welcher kein Stück eben ist.

22.�Der Inbegriff von allen Strahlen, welche einen gemein-

schaftlichen Mittelpunkt haben und in einer und derselben Ebene

liegen, heisst ein Strahlenbüschel. Ein Halbstrahlenbüschel ist

der Inbegriff von allen Halbstrahlen, welche von einem und

demselben Punkte ausgehen und in einerlei Ebene liegen. Bei

einem Gebilde der erstem Art erscheint die Ebene als eine

vollkommne, bei einem Gebilde der letztem Art aber als eine

einfache Winkelfläche. Unter vier Elementen eines Gebildes

der einen oder andern Art sind nur zwei Paar getrennte.

Jede von zwei Schenkeln begrenzte ebene Winkelfläche heisst

auch ein ebener Winkel. Ein Halbstrahlenbüschel wird durch n

Halbstrahlen in n einfache, ein Strahlenbüschel durch n Strah-

len in n vollkommne ebene Winkel getheilt. Jede gebrochene

i einfache 1�^ aus f einfachen \ ebenen Win-

l vollkommne J�l vollkommnen J

kein zusammengesetzt. Unter einer Kegelfläche versteht man

gewöhnlich eine krumme Winkelfläche.

23.�Der Inbegriff von allen Ebenen (Elementen), welche

durch eine und dieselbe Gerade (Axe) denkbar sind, heisst ein

Ebenenbüschel. Alle Halbebenen (Elemente), welche von einer

und derselben Geraden (Kante) begrenzt sind, bilden einen Halb-

ebenenbüschel.'

Ein einfacher Flächenwinkel ist ein Theil von einem Halb-

ebenenbüschel und also so beschaffen, dass jede Halbebene, wel-

che von seiner Kante begrenzt ist und durch irgend einen Punkt

in ihm geht, ganz in denselben fällt. Man kann einen solchen

Winkel auch als einen einfachen Winkelraum betrachten, dessen

Mantel aus zwei Halbebenen zusammengesetzt ist. Ein vollkomm-

ner Flächenwinkel ist ein Theil von einem Ebenenbüschel oder

ein von zwei Ebenen begrenzter vollkommner Winkelraum. Die

beiden Grenzen eines Flächenwinkels heissen seine Schenkel.

Ein Halbebenenbüschel wird durch n Halbebenen in n ein-

fache, ein Ebenenbüschel aber durch n Ebenen in n vollkommne
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Flächenwinkel getheilt. Unter vier Elementen eines Büschels

der einen oder andern Art sind nur zwei Paar getrennte.

24.�Ein einfacher Winkel heisst hohl, wenn die Ergänzun-

gen seiner Schenkel ausserhalb desselben liegen; — flach oder

auch gestreckt, wenn seine Schenkel zu einer Geraden oder

Ebene sich ergänzen; — erhaben, wenn er die Ergänzungen

seiner Schenkel in sich enthält. Die Schenkel eines flachen

Winkel sind zugleich die Schenkel seines Scheitelwinkels. Durch

zwei seiner Elemente wird ein Halbstrahlen- oder Halbebenen-

büschel entweder in zwei gestreckte oder in einen hohlen und

einen erhabenen Winkel getheilt.

Ein hohler ebener Winkel kann von einer durch seine Spitze

gehenden Ebene höchstens in einem Halbsträhle und also nur

dann geschnitten werden, wenn seine Schenkel auf entgegenge-

setzten Seiten der Ebene liegen. Der. Schnitt eines hohlen Flä-

chen winkels mit einer Fbene, welche seine Kante und also auch

seine beiden Schenkel schneidet, ist ein hohler ebener Winkel.

25.�Zwei hohle Winkel heissen Nebenwinkel zu einander,

wenn sie einen Schenkel gemein haben und ihre beiden übrigen

Schenkel zu einer Geraden oder Ebene sich ergänzen.

Ein Strahlen- oder auch Ebenenbüschel wird durch zwei

Elemente a, b in zwei vollkommne Winkel ab, a* b getheilt,

welche Nebenwinkel zu einander heissen sollen. Unter den vier

einfachen Winkeln, aus welchen zwei solche Winkel bestehen,

sind vier Paar Nebenwinkel und zwei Paar Scheitelwinkel.

Sind a, b, c drei Elemente eines Büschels, so ist der Win-

kel ab, welcher das Element c nicht in sich enthält, im Sinne

abc, welcher mit dem von bca oder cab ganz einerlei ist, der

Winkel ae b aber, welcher das Element c in sich enthält, in dem

dem erstem entgegengesetzten Sinne, welcher durch acb oder

cba oder bac angedeutet werden kann, beschrieben.

26.�Das gerade Gebilde, der Strahlenbtischel (oder auch

Halbstrahlenbüschel) und der Ebenenbüschel (oder auch Halb-

ebenenbüschel) sollen die einförmigen Grundgebilde oder die

Grundgebilde der ersten Stufe heissen. Der Punkt kommt im

geraden Gebilde, die Ebene aber im Ebenenbüschel als Element

vor. Die Gerade, welche zwischen Punkt und Ebene gleichsam
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die Mitte hält, erscheint im Strahlenbüschel als Element, wäh-

rend sie am geraden Gebilde der Träger von Punkten und am

Ebenenbüschel die Schnittlinie von Ebenen ist.

27.�Häufig wird ein Gebilde in einem Büschel, wenn es

auch nur aus einzelnen Elementen des vollständigen Büschels

besteht, selbst ein Büschel genannt. Indessen soll solches in

der Folge nur geschehen, wenn durch nähere Angaben jede

Zweideutigkeit beseitigt ist.

Ein aus vier Punkten bestehendes gerades Gebilde A B C D

wird aus einem ausserhalb der Geraden befindlichen Punkte

durch einen Strahlenbüschel ab cd projicirt, welcher aus vier

Strahlen bdsteht, und von welchem das gerade Gebilde AB CD

ein Schnitt ist. Das gerade Gebilde BADC, welches vom

ersten wohl zu unterscheiden ist, wird durch den Büschel bade,

das gerade Gebilde CADB durch den Büschel cadb projicirt.

Auf diese Weise muss allgemein, wenn für das eine von zwei

Gebilden, welche auf einander bezogen sind, eine Permutation

desselben gesetzt wird, auch die ihr entsprechende Permutation

mit dem andern vorgenommen werden, wenn die vorige Bezie-

hung noch fortbestehen soll.

28.�Da in einem Strahlenbündel unendlich viele Strahlen-

büschel oder Ebenen enthalten sind, alle Ebenen aber, welche

einen Strahl mit einander gemein haben, einen Ebenenbüschel

bilden, so erscheinen in einem Strahlenbündel nicht nur Strah-

len sondern auch Ebenen als Elemente, obgleich das Gebilde

gewöhnlich nach den Elementen der erstem Art genannt wird.

Eben so enthält ein Halbstrahlenbündel nicht nur unendlich viele

Halbstrahlenbüschel sondern auch unendlich viele Halbebenen-

büschel.

Eine Ebene soll, in so ferne unendlich viele gerade Gebilde

und Strahlenbüschel in ihr enthalten sind, auch ein ebenes Sy-

stem heissen. Das ebene System und der Strahlenbündel (oder

auch Halbstrahlenbündel) sind die Grundgebilde der zweiten

Stufe. Es entsprechen ihnen zwei besondere Theile der Geome-

trie, nämlich die Geometrie der Ebene und die des Strahlen-

büudels. Der Strahlenbüschel erscheint im ebenen Systeme als

der Inbegriff von allen Geraden, welche durch einen und den-
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selben Punkt gehen, im Strahlenbündel aber als der Inbegriff

von allen Geraden, welche in einerlei Ebene liegen.

Das Grundgebilde der dritten Stufe ist das räumliche Sy-

stem oder der unbegrenzte Raum, in welchem unendlich viele

Grundgebilde der ersten und zweiten Stufe denkbar sind. Jede

Ebene ist der Träger eines ebenen Systems, jeder Punkt der

Mittelpunkt eines Strahlenbündels, jede Gerade der Träger eines

geraden Gebildes und die Axe eines Ebenenbtischels.

29.�Wenn zwei Linien aus einem als Spitze angenommenen

Punkte durch eine und dieselbe einfache Winkelfläche prbjicirt

werden, so sagt man, dass die beiden Linien von jenem Stahd-

punkte aus betrachtet nur eine und dieselbe Linie zu sein schei-

nen oder dem Scheine nach einerlei seyen. Ein Gebilde im Halb-

strahlen- oder auch Strahlenbündel soll daher ein Schein von ei-

nem andern Gebilde heissen, wenn jedes Element des erstem

Gebildes aus seiner Spitze oder seinem Mittelpunkte ein Element

des letztem projicirt, und jedes Element des letztem durch ein

Element des erstem projicirt wird.

Der Schein einer begrenzten geraden Linie, aus einer nicht

in derselben Geraden befindlichen Spitze genommen, ist eih hoh-

ler ebener Winkel, welchen die gerade Linie spannt. Der Schein

einer ebenen Figur, aus einem ausserhalb der Ebene befind-

lichen Mittelpunkte genommen, ist ein Strahlenkegel, von wel-

chem die ebene Figur ein Schnitt ist.

30.�Der Schein einer unbegrenzten geraden Linie, aus

einer nicht in ihr liegenden Spitze genommen, ist ein flacher

ebener Winkel. Der Winkel kann nämlich nicht erhaben seyn,

weil jedes Element desselben die Gerade schneidet und also keine

zwei seiner Elemente zu einem Strahle sich ergänzen. Der Win-

kel kann aber auch nicht hohl seyn, weil, was als Grundsatz

angenommen werden darf, eine Gerade oder ein flacher ebener

Winkel nicht ganz in einem hohlen ebenen Winkel liegen kann.

Da die Schenkel des Winkels als Grenzen desselben die

Gerade nicht schneiden, so folgt, dass jeder Strahlenbüschel,

welcher mit einer Geraden in einerlei Ebene liegt, aber seinen

Mittelpunkt ausserhalb der Geraden hat, einen Strahl enthält,

welcher die Gerade nicht schneidet.
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§. 3.

Von den Parallelen.

81.�Zwei Gerade, welche in einerlei Ebene liegen, ohne

sich zn schneiden, heissen zu einander parallel. Der zwischen

zwei solchen Geraden (Schenkeln) liegende Theil einer Ebene

soll ein Parallelstreifen heissen.

Zwei in einerlei Ebene liegende Gerade müssen entweder

sich schneiden oder zu einander parallel seyn. Wenn zwei Ge-

rade sich nicht schneiden, so sind sie entweder zu einander pa-

rallel oder sie liegen nicht in einerlei Ebene, je nachdem näm-

lich eine Ebene, welche die eine von den beiden Geraden mit

irgend einem Punkte der andern verbindet, durch die andere

geht oder die andere schneidet. 19.

82.�Durch jeden ausserhalb einer Geraden befindlichen

Punkt gibt es (30) eine zur erstem parallele Gerade. Da

hiernach zwei sich schneidende Gerade nicht zu einer und dersel-

ben dritten Geraden parallel seyn können, so muss, wenn drei

Gerade in einerlei Ebene liegen, einer von folgenden vier

Fällen statt finden:

a)�Die Geraden schneiden sich in drei Punkten.

b)�Die Geraden schneiden sich alle drei in einem Punkte.

c)�Zwei von den drei Geraden sind zu einander parallel, wer-

den aber beide von der dritten geschnitten.

d)�Die Geraden sind alle drei zu einander parallel.

33.�Schneiden sich drei Ebenen in drei Geraden, so schnei-

den sich diese entweder alle drei in einem Punkte oder sie sind

alle drei zu einander parallel. Wenn nämlich irgend zwei von

den drei Geraden sich schneiden und also die drei Ebenen einen

Punkt mit einander gemein haben, so geht durch diesen (20)

auch die dritte Gerade.

34.�Werden zwei zu einander parallele Gerade und noch

eine dritte Gerade angenommen, so ist diese entweder zu jeder

von den beiden erstem oder zu keiner derselben parallel. Lie-

gen nämlich die drei Geraden in einerlei Ebene, so folgt der Satz

aus 32. Wenn aber die Geraden nicht alle drei in einer und

derselben Ebene liegen, so müssen zwei Ebenen, welche die bei-
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den erstem Geraden mit einem ausserhalb ihrer Ebene befind-

lichen Punkte der dritten verbinden, entweder in der dritten

oder in einer vierten Geraden sich schneiden. Im erstem von

diesen beiden Fällen ist (33) die dritte, im andern aber die

vierte Gerade zu den beiden erstem parallel; daher alsdann (32)

die dritte zu keiner derselben parallel ist.

Wenn also von beliebig vielen Geraden die zweite zur er-

sten und so jede folgende zu einer der vorhergehenden parallel

ist, so sind alle zu einander parallel.

35.�Zwei gerade Linien, welche Stücke von parallelen Ge-

raden sind, heissen einstimmig- oder entgegengesetzt-parallel, je

nachdem sie auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten der durch

ihre Anfangspunkte gehenden Geraden liegen. Da nun ein Halb-

strahl durch seine Spitze und seine Richtung, diese aber durch

irgend eine zu ihm einstimmig-parallele gerade Linie bestimmt

ist, und hiebei jede von zwei einstimmig-parallelen geraden

Linien die Stelle der andern vertreten kann, so kann von sol-

chen Linien auch gesagt werden, dass sie einerlei Richtung

haben oder darstellen.

Eine Richtung (die Richtung einer geraden Linie) soll in

einer Winkelfläche oder einem Winkelraume enthalten heissen,

wenn irgend ein Element dieses Gebildes jene Richtung hat. Alle

nur denkbaren Richtungen werden durch einen Halbstrahlen-

bündel , alle Richtungen aber, welche in einer und derselben

Ebene sich vorfinden, durch irgend einen in ihr liegenden Halb-

strahlenbüschel dargestellt.

36.�Von den beiden einander entgegengesetzten Richtungen,

welche in einer Geraden enthalten sind, wird häufig nur wie

von einer Richtung (mit einem Doppelsinne) gesprochen, so dass

alsdann zwei Gerade einerlei oder verschiedene Richtungen ha-

ben, je nachdem sie parallel oder nicht parallel sind, und alle

nur denkbaren Richtungen durch einen Strahlenbtindel, alle Rich-

tungen aber, welche in einer und derselben Ebene sich vorfin-

den, durch irgend einen in ihr liegenden Strahlenbüschel darge-

stellt werden. Es ergeben sich hieraus leicht folgende Sätze:

Wenn eine Gerade und eine Ebene sich schneiden, so

ist in dieser die Richtung der Geraden nicht enthalten. Ent-



﻿15

hält eine Ebene von einer Geraden einen Punkt und die Rich-

tung, so liegt die Gerade in der Ebene. — Sind von einer Ebene

ein Punkt und eine Richtung gegeben, so ist auch eine Gerade

gegeben, durch welche die Ebene gehen muss. — Alle Ebenen,

welche durch einen und denselben Punkt gehen und eine und

dieselbe Richtung enthalten, bilden einen Ebenenbüschel, dessen

Axe durch jenen Punkt geht und jene Richtung hat. — Zwei

sich schneidende Ebenen enthalten nur eine Richtung gemein-

schaftlich, nämlich die Richtung ihrer Schnittlinie. — Durch

jede Gerade, welche eine gegebene Richtung nicht hat, ist eine

Ebene möglich, welche die gegebene Richtung enthält. — Durch

jeden Punkt ist eine Ebene möglich, welche zwei gegebene

Richtungen enthält.

37.�Eine Ebene und eine Gerade heissen zu einander pa-

rallel, wenn sie keinen Punkt mit einander gemein haben, und

also jede Ebene, welche die Gerade mit einem Punkte der er-

stem Ebene verbindet, diese in einer zu jener Geraden paral-

lelen Geraden schneidet.

Werden eine Ebene und eine Gerade angenommen, so muss

die Gerade entweder in der Ebene liegen oder zu ihr parallel

seyn oder sie schneiden. Da nun die Richtung der Geraden so-

wohl im ersten als auch (nach dem Obigen) im zweiten Falle in

der Ebene enthalten, im dritten aber (36) nicht in ihr enthalten

ist, so folgt, dass eine Ebene und eine Gerade sich nicht schnei-

den oder sich schneiden, je nachdem die Ebene die Richtung der

Geraden enthält oder nicht enthält. Wenn daher eine Ebene

zu der einen von zwei parallelen Geraden parallel ist oder durch

die eine geht, so schneidet sie auch die andere nicht. Wenn aber

eine Ebene und eine Gerade sich schneiden, so schneidet die

Ebene auch jede zur erstem Geraden parallele Gerade.

Durch jede von zwei Geraden, welche nicht in einerlei

Ebene liegen, giebt es eine zur andern parallele (die Richtung

der andern enthaltende) Ebene. — Ist eine Gerade zu zwei

sich schneidenden Ebenen parallel, so ist sie auch zur Schnitt-

linie derselben parallel. 36.

38.�Zwei Ebenen, welche sich nicht schneiden und also

keinen Punkt mit einander gemein haben, heissen zu einander
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parallel. Der zwischen zwei solchen Ebenen (Schenkeln) befind-

liche Raum soll ein Parallelraum heissen.

Wenn zwei Ebenen zwei Richtungen gemeinschaftlich ent-

halten, so sind sie (36) zu einander parallel. Da aber jede Ge-

rade, welche in der einen von zwei parallelen Ebenen liegt, zur

andern parallel ist, so folgt, dass parallele Ebenen alle Richtun-

gen, welche in ihnen sich vorfinden, gemeinschaftlich enthalten.

Es ergeben sich hieraus noch nachstehende Sätze:

Ist eine Gerade zu der einen von zwei parallelen Ebenen

parallel, so ist sie entweder auch zur andern parallel oder sie

liegt in der andern. Wenn aber eine Gerade und eine Ebene

sich schneiden, so schneidet die Gerade auch jede zur erstem

Ebene parallele Ebene. — Zwei Ebenen, welche zu einer und

derselben dritten Ebene parallel sind, sind auch unter sich pa-

rallel. Wenn aber eine Ebene die eine von zwei parallelen Ebe-

nen schneidet, so muss sie auch die andere schneiden; die Schnitt-

linien selbst sind zu einander parallel. — Durch jede zu einer

gegebenen Ebene parallele Gerade, so wie auch durch jeden

ausserhalb der Ebene befindlichen Punkt giebt es eine zur er-

stem parallele Ebene (eine Ebene, welche von der erstem zwei

und folglich alle Richtungen enthält).

89. Werden drei Ebenen angenommen, so muss nach dem

Bisherigen einer von folgenden fünf Fällen statt finden;

a)�Die Ebenen schneiden sich in drei Geraden und in einem

Punkte.

b)�Die Ebenen schneiden sich in drei zu einander parallen

Geraden.

c)�Die Ebenen schneiden sich alle drei in einer Geraden.

d)�Zwei von den drei Ebenen sind zu einander parallel, wer-

den aber beide von der dritten geschnitten.

e)�Die Ebenen sind alle drei zu einander parallel.

40. Parallele Ebenen haben etwas Gemeinschaftliches, was

an jeder derselben aufgefasst werden kann und ihre Stellung

heissen soll, so dass also die Stellung einer Ebene durch jede zu

ihr parallele Ebene bestimmt ist, und zwei Ebenen einerlei oder

verschiedene Stellungen haben, je nachdem sie parallel sind oder

sich schneiden. Ob in einer Ebene eine gegebene Richtung ent-
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halten oder nicht enthalten ist, hängt (38) nur von der Stel-

lung der Ebene ab, daher man sagen kann, dass diese Stellung

in dem einen Falle jene Richtung enthalte, im andern aber sie

nicht enthalte. Kommen mehrere Richtungen und Stellungen in

Betrachtung, so ist es in der Regel vortheilhaft, sie durch Strah-

len und Ebenen anzuzeigen, welche alle durch einen und den-

selben Punkt gehen. Alle Richtungen, welche in einer und der-

selben Stellung enthalten sind, werden alsdann durch einen Strah-

lenbüschel, alle Stellungen aber, welche eine und dieselbe Rich-

tung enthalten, durch einen Ebenenbüschel angezeigt.

Durch zwei Richtungen ist eine Stellung bestimmt, welche

nämlich beide Richtungen enthält. Durch zwei Stellungen ist

eine Richtung bestimmt, welche nämlich in beiden Stellungen

enthalten ist.

41. Der Inbegriff von allen Geraden, welche nach einerlei

Richtung in einer und derselben Ebene liegen, heisst ein Pa-

rallelstrahlenbüschel, der Inbegriff von allen Ebenen aber, welche

einerlei Stellung haben, ein Parallelebenenbüschel. Der Parallel-

strahlenbüschel ist als eine besondere Art von Strahlenbüschel,

der Parallelebenenbtischel als eine besondere Art von Ebenen-

büschel zu betrachten. Ein Strahlenbüschei hat hiernach ent-

weder einen Mittelpunkt oder eine bestimmte Richtung, ein Ebe-

nenbüschel aber entweder eine Axe oder eine bestimmte Stellung.

Der Inbegriff von allen nur denkbaren Geraden, welche eine

und dieselbe Richtung haben, soll ein Parallelstrahlenbtindel

heissen. In einem Parallelstrahlenbündel sind also nicht nur

unendlich viele Parallelstrahlenbüschel, sondern auch unendlich

viele gewöhnliche Ebenenbüschel und Parallelebenenbüschel ent-

halten. Eine Ebene gehört nämlich jedem Strahlenbtindel an,

dessen Mittelpunkt oder Richtung sie enthält.

Gebilde wird also nach einer von seiner Richtung verschiedenen

Richtung durch einen Parallelstrahlenbüschel, nach einer Stellung

aber, welche seine Richtung nicht enthält, durch einen Parallel-

staudt, Geometrie der Lage.�2

man, dass sie nach ihrer

Richtung 1 je^en *n ijegenden Punkt projicire. Ein gerades

Stellung
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ebenenbüschel projicirt. Jedes begrenzte Stück der Geraden wird

im erstem Falle durch einen Parallelstreifen, im letztem aber

durch einen Parallelraum projicirt, welchen dasselbe spannt.

Ein ebenes System wird nach einer Richtung, welche in ihm

nicht enthalten ist, durch einen Parallelstrahlenbündel projicirt,

von welchem das ebene System ein Schnitt ist. Jedem Punkte

der Ebene entspricht ein Strahl des Bündels, jeder Geraden eine

Ebene, jeder begrenzten geraden Linie ein Parallelstreifen, jedem

Parallelstreifen ein Parallelraum, jedem ebenen Winkel ein Flä-

chenwinkel, jeder Linie eine Cylinderfläche und jeder Figur

ein Strahlencylinder, dessen Mantel dem Umfange der Figur

entspricht.

Die Ebene kann man als eine unbegrenzte, die Halbebene

als eine einseitig begrenzte und den Parallelstreifen als eine von

zwei Schenkeln begrenzte Cylinderfläche betrachten. Gewöhnlich

versteht man jedoch unter einer Cylinderfläche eine krumme

Fläche, welche man von Parallelstrahlen erfüllt sich denken kann

§. 4.

Von den nEcken, nKanten und Polyedern.

43.�Eine ebene Figur, welche von geraden Linien (Seiten)

eingeschlossen ist, wird geradlinig und entweder nach der Anzahl

n der Ecken ein nEck oder nach der Anzahl der Seiten, deren

eben so viele sind, ein nSeit genannt.

Ein Viereck, welches zwei zu einander parallele Seiten hat,

heisst ein Trapez. Ein Parallelogramm ist ein Viereck, in wel-

chem je zwei Gegenseiten zu einander parallel sind oder in

welchem zwei Parallelstreifen sich durchschneiden.

44.�Statt Kegel sagt man lieber Pyramide, statt Cylinder

aber Prisma, wenn der Mantel des Gebildes eine gebrochene

Fläche ist. Der Mantel einer nseitigen Halbstrahlenpyramide ist

aus n einfachen, der Mantel einer nseitigen Strahlenpyramide

aus n vollkommnen ebenen Winkeln, der Mantel eines nseitigen

Strahlenprismas aus n Parallelstreifen (Seiten) zusammengesetzt.

Gewöhnlich wird aber ein solches Gebilde nach der Anzahl n
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seiner Kanten ein nKant genannt, so dass also ein ebenes nEck

aus jedem ausserhalb seiner Ebene befindlichen Punkte, so wie

auch nach jeder Richtung, welche in seiner Ebene nicht enthal-

ten ist, durch ein nKant projicirt wird.

45.�Der unbegrenzte Raum wird durch drei Ebenen, welche

in einem Punkte sich schneiden, in acht einfache oder vier voll-

kommne Drei kante getheilt. Durch vier Ebenen, welche durch

seinen Mittelpunkt gehen, von welchen aber keine drei in einer

und derselben Geraden sich schneiden, wird ein gewöhnlicher

Strahlenbündel in vier Dreikante und drei Vierkante getheilt.

Die vierte Ebene wird nämlich durch die drei Strahlen, in wel-

chen die drei erstem Ebenen sie schneiden, in drei Winkel ge-

theilt, deren jeder eines von den vier Dreikanteu, welche die

drei erstem Ebenen mit einander bilden, in ein Dreikant und

ein Vierkant theilt.

46.�Ein Körper, welcher von ebenen Flächen eingeschlossen

ist, wird ebenflächig und nach der Anzahl n seiner Flächen,

welche sämmtlich geradlinige Figuren sind, ein n Flach genannt.

In jeder Kante eines Polyeders (ebenflächigen Körpers) stossen

zwei seiner Flächen, in jedem Eckpunkte aber drei oder meh-

rere Flächen (eine Raumecke bildend) und eben so viele Kan-

ten zusammen.

Der Mantel einer Pyramide, der ein nEck zur Grundfläche

dient, ist aus n Dreiecken zusammengesetzt, welche die Seiten

des nEcks zu Grundlinien und einen ausserhalb seiner Ebene be-

findlichen Punkt zur gemeinschaftlichen Spitze haben. Wird von

einer Pyramide durch eine zu ihrer Grundfläche parallele Ebene

ein Stück abgeschnitten, welches selbst wieder eine Pyramide

ist, so bleibt eine abgestumpfte Pyramide übrig, deren Deck-

fläche zur Grundfläche parallel ist und deren Seitenflächen Tra-

peze sind. Ein nseitiges Strahlenprisma und ein Parallelraum,

dessen Stellung die Richtung des erstem Gebildes nicht ent-

hält, durchschneiden sich in einem nseitigen Prisma, dessen

Mantel nämlich aus n Parallelogrammen zusammengesetzt ist.

47.�Betrachtet man irgend eines von den vier Dreiecken/

welche ein Tetraeder (Vierflach) begrenzen, als Grundfläche und

also die übrigen als Seitenflächen, so erscheint der Körper als

2*



﻿20

eine dreiseitige Pyramide. Ein Tetraeder wird durch eine Ebene,

welche dasselbe schneidet, entweder in zwei Tetraeder oder in

eine dreiseitige und eine vierseitige Pyramide oder in ein Te-

traeder und einen von zwei Dreiecken und drei Vierecken ein-

geschlossenen Körper oder in zwei solche Ftinfflache getheilt, je

nachdem nämlich die Ebene eine oder zwei oder drei oder vier

Kanten des Tetraeders schneidet. In den drei erstem Fällen ist

der Schnitt des Tetraeders mit der Ebene ein Dreieck, im vier-

ten aber ein Viereck. Ist die schneidende Ebene zu zwei ein-

ander gegenüberliegenden Kanten parallel, so ist der Schnitt ein

Parallelogramm.

48.�Ein Parallelepipedon ist ein Körper, welcher von sechs

Parallelogrammen ein geschlossen ist, oder in welchem drei Pa-

rallelräume, deren Stellungen nicht alle drei eine und dieselbe

Richtung enthalten, sich durchschneiden. Je zwei von drei sol-

chen Parallelräumen schneiden sich nämlich in einem vierseiti-

gen Strahlenprisma, dessen Schnitt mit dem dritten ein Paral-

lelepipedon ist.

Durch drei Gerade, deren Richtungen nicht in einer und

derselben Stellung enthalten sind, und von welchen auch keine

zwei sich schneiden, ist ein Parallelepipedon bestimmt, von wel-

chem nämlich jede der drei Geraden eine Kante enthält, und

welches entsteht, wenn man durch je zwei von den drei Gera-

den zwei zu einander parallele (die Richtung beider enthaltende)

Ebenen legt.

49.�Wenn jeder Eckpunkt eines Polyeders mit jedem an-

dern durch eine Kante oder eine aus Kanten zusammengesetzte

Linie verbunden werden kann, und seine Oberfläche durch jede

aus Kanten zusammengesetzte geschlossene Linie, welche nicht

öfter als einmal durch einen und denselben Punkt geht, in zwei

Theile getheilt wird, so ist die Anzahl E der Eckpunkte mehr

der Anzahl F der Flächen gleich der Anzahl K der Kanten

mehr zwei.

Wenn nämlich der Körper E Eckpunkte hat, so sind E—1

Kanten, von welchen die erste zwei Eckpunkte unter sich, die

zweite einen derselben mit einem dritten , die dritte einen der

drei vorigen mit einem vierten u. s. w. verbindet, hinreichend
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um von jedem Eckpunkte auf jeden andern übergeben zu können.

Da nun in einem solchen Systeme von Kanten keine geschlos-

sene Linie enthalten ist, jede der übrigen (noch freien) Kanten

aber mit zwei oder mehrern Kanten des Systems eine geschlos-

sene Linie bildet, so sind die übrigen Kanten hinreichend aber

auch alle erforderlich, um durch sie von jeder der F Flächen

des Körpers auf jede andere übergehen zu können, woraus man

schliessen kann, dass die Anzahl der übrigen Kanten F—1, mit-

hin die Anzahl aller Kanten E+F—2 und demnach E + F

= K + 2 sey.

50. An den vorigen Satz lassen sich noch folgende Bemer-

kungen knüpfen.

I.�Weil in jedem Eckpunkte wenigstens drei Kanten zusam-

menstossen, aber jede Kante nur zwei Eckpunkte verbindet, so

ist 3E nicht grösser als 2K. Weil ferner jede Fläche wenig-

stens von drei Kanten begrenzt ist, aber in jeder Kante nur

zwei Flächen zusammenstossen, so ist auch 3F nicht grösser als

2K. Da hiernach keine von den beiden Zahlen 3E, 3F, deren

Summe = 3K+6 ist, grösser als 2 K ist, so ist auch keine

kleiner als K + 6, folglich jede grösser als K, woraus man

schliessen kann, dass weder in jedem Eckpunkte mehr als fünf

Kanten zusammenstossen können, noch jede Fläche von mehr

als fünf Kanten begrenzt sein kann.

II.�Wenn in jedem Eckpunkte mKanten zusammenstossen,

so ist mE = 2K und mithin

E:F — 2 :K=2 :m — 2 :m.

Ist jede Fläche von nKanten begrenzt, so ist nF=2K

und mithin

F:E — 2:K = 2:n — 2:n.

III.�Wenn in jedem Eckpunkte mKanten zusammenstossen

und jede Fläche von nKanten begrenzt, folglich EF:(E —2)

(F—2) = 4:(m—2) (n — 2) und mithin (m — 2) (n -2) < 4

ist, so muss entweder m~3 und n = 3 oder m = 3 undn=:4

oder m = 4 und n=3 oder m~3 und n = 5 oder m = 5 und

n= 3 seyn. Im ersten von diesen Fällen ist, wie aus II. leicht

hervorgeht, der Körper ein Tetraeder, im zweiten ein 8eekiges
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6 Flach, im dritten ein 6eckiges 8 Flach, im vierten ein 20 ecki-

ges 12 Flach und im fünften ein 12 eckiges 20 Flach.

51.�Da die aus den beiden Schenkeln eines einfachen ebe-

nen Winkels zusammengesetzte Linie durch ein beliebiges die

Spitze des Winkels in sich enthaltendes Stück derselben bestimmt

ist, so sagt man, dass jede aus zwei geraden Linien zusammen-

gesetzte gebrochene Linie einen hohlen und einen erhabenen

ebenen Winkel und eben so jede aus zwei ebenen Flächen zu-

sammengesetzte gebrochene Fläche einen hohlen und einen erha-

benen Flächenwinkel bilde.

Von den beiden einfachen Winkeln, welche zwei aufeinan-

derfolgende Seiten eines ebenen nEcks oder einfachen nKants

oder Strahlenprismas oder zwei aneinanderstossende Flächen

eines Polyeders mit einander bilden, betrachtet man gewöhnlich

entweder nur den innern oder nur den hohlen, welcher im

Falle er zugleich der innere ist, ein ausspringender, im entge-

gengesetzten Falle aber ein einspringender Winkel genannt wird.

Die Nebenwinkel eines ausspringenden Winkels sollen positive,

die Nebenwinkel eines einspringenden Winkels aber negative

Aussenwinkel heissen.

52.�In der Folge ist, wenn nicht ausdrücklich das Gegen-

theil bemerkt wird, unter einem Winkel immer ein vollkomm-

ner Winkel und unter einem nKante immer ein nKant im Strah-

lenbündel zu verstehen.

Alle Strahlen, welche den Umfang eines ebenen nEcks in

einem und demselben Eckpunkte berühren, erfüllen, je nachdem

die Berührung auf der äussern oder innern Seite statt findet,

einen positiven oder negativen Aussenwinkel, dessen Nebenwinkel

im erstem Falle ein ausspringender, im letztem Falle aber ein

einspringender Winkel der Figur ist und alle Strahlen enthält,

welche den Umfang derselben in jedem Eckpnnkte schneiden.

Eben so erfüllen alle Ebenen, welche den Mantel eines nKants

oder die Oberfläche eines Polyeders in einer und derselben

Kante (von aussen oder von innen) berühren, einen Aussen-

winkel , welcher von einem (ausspringenden oder einspringen-

den) Winkel des Gebildes der Nebenwinkel ist.

58. Wenn der Umfang eines ebenen nEcks oder der Mantel
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eines nKants oder die Oberfläche eines Polyeders von keiner

Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten wird, so hat das

Gebilde offenbar lauter ausspringende Winkel. Umgekehrt kann

man, wie man sich leicht überzeugt, aus der letztem Eigenschaft

immer auf die erstere schliessen.

Der Umfang eines nEcks kann von einer Geraden höchstens

in n Punkten und folglich, wenn n eine unpare Zahl ist, höch-

stens in n—1 Punkten geschnitten werden. Hat ein ebenes nEck

lauter ausspringende Winkel, so gilt diess auch von jeder Pyra-

mide, welche das nEck zur Grundfläche hat. Hat ein Polyeder

lauter ausspringende Winkel, so gilt diess auch von jedem

Schnitte desselben, so wie auch von jedem der beiden Theile^

in welche das Polyeder durch die schneidende Ebene getheilt

wird.

§· 5.

Unendlich ferne Elemente.

54.�Aus den Sätzen des vorletzten §. ist zu ersehen, dass

in vielen Fällen ein Punkt durch eine Richtung, eine Gerade

aber durch eine Stellung vertreten wird, und dass also zu den

Elementen einer Geraden auch noch ihre Richtung, zu den Ele-

menten einer Ebene aber auch noch ihre Stellung und alle in

derselben enthaltenen Richtungen gehören. Zwei Gerade, welche

in einerlei Ebene liegen, haben entweder einen Punkt gemein

oder einerlei Richtung. Zwei Ebenen haben entweder eine Ge-

rade gemein oder einerlei Stellung. Eine Ebene enthält von

einer nicht in ihr liegenden Geraden entweder nur einen Punkt

oder nur die Richtung. Es wird hiernach nicht unzweckmässig

seyn für Richtung und Stellung noch andere Ausdrücke einzu-

führen, welche an das, was sie vertreten, unmittelbar erinnern

und Sätze, welche nur besondere Modiflcationen von andern

sind, auch als solche bezeichnen.

55.�Wenn in einer Ebene die eine von zwei sich schnei-

denden Geraden um einen ausserhalb der andern befindlichen

Punkt in unverändertem Sinne gedreht wird, so rückt der Schnitt-
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punkt in der andern (festen) Geraden immer weiter fort, bis er

bei der parallelen Lage der beiden Geraden sich ganz verliert.

Von parallelen Geraden sagt man daher, dass sie in einem un-

endlich fernen (uneigentlichen) Punkte sich schneiden. Wird die

Drehung im vorigen Sinne fortgesetzt, so kommt der Schnitt-

punkt der beiden Geraden auf der entgegengesetzten Seite zum

Vorschein und gelangt am Ende, wenn die sich drehende Gerade

einen Strahlenbüschel beschrieben hat, wieder an seine anfäng-

liche Stelle. Eine Gerade erscheint hiernach, wenn man ihr

einen unendlich fernen Punkt zuschreibt, in welchem sie von al-

len zu ihr parallelen Geraden und Ebenen geschnitten, als eine

geschlossene Linie, daher alsdann unter vier Punkten in ihr nur

zwei Paar getrennte sind.

56.�Von allen unendlich fernen Punkten einer Ebene wird

gesagt, dass sie in einer unendlich fernen (uneigentlichen) Linie

liegen, welche, weil sie von einer jeden (andern) mit ihr in

einerlei Ebene liegenden Geraden in eine m Punkte geschnitten

wird, selbst eine Gerade heisst. Gleichwie in jeder Eichtang

ein unendlich ferner Punkt liegt, so liegt in jeder Stellung eine

unendlich ferne Gerade, in welcher alle Ebenen, die diese Stel-

lung haben, sich schneiden.

Parallelstrahlenbüschel, welche in einerlei Ebene liegen,

haben einen Strahl, nämlich die unendlich ferne Gerade, welche

von jedem der Büschel den uneigentlichen Mittelpunkt enthält,

mit einander gemein.

57.�Von allen unendlich fernen Punkten und Linien wird

gesagt, dass sie in einer unendlich fernen (uneigentlichen) Fläche

liegen, welche, weil sie von einer jeden nicht in ihr liegenden

Geraden in einem Punkte und von jeder (andern) Ebene in

einer Geraden geschnitten wird, selbst eine Ebene heisst. Alle

Parallelebenenbüschel haben hiernach ein Element, nämlich die

unendlich ferne Ebene, in welcher alle ihre uneigentlichen Axen

liegen mit einander gemein. Eine Gerade, welche sich bewegt,

ohne ihre Richtung zu ändern, dreht sich um einen unendlich

fernen Punkt, eine Ebene aber, welche sich bewegt, ohne ihre

Stellung zu ändern, um eine unendlich ferne Axe.

Ein unendlich ferner Punkt liegt in einer unendlich fernen
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Geraden, wenn die Stellung, welcher diese Gerade entspricht,

die Richtung enthält, welcher jener Punkt entspricht. Ein unend-

lich fernes (uneigentliches) gerades Gebilde entspricht also dem

Inbegriffe von allen Richtungen, welche in einer und derselben

Stellung enthalten sind, ein unendlich ferner (uneigentlicher)

Strahlenbüschel aber dem Inbegriffe von allen Stellungen, welche

eine und dieselbe Richtung enthalten. Zu den Elementen eines

Parallelstrahlenbündels gehören auch die unendlich ferne Ebene

und jede unendlich ferne Gerade, welche durch seinen (uneigent-

lichen) Mittelpunkt geht.

58.�Durch die in diesem §. aufgestellte Ansicht, welche im

Gegensätze zur gewöhnlichen die perspektivische heissen soll, wer-

den oft anscheinend ganz verschiedene Sätze in eine Aussage zu-

sammengefasst und die Ausnahmen beseitigt, welche ausserdem der

Aufstellung allgemeiner Gesetze häufig im Wege stehen würden.

Der Satz, dass eine Gerade durch zwei Punkte bestimmt

sey, begreift zwei besondere Fälle in sich, indem der eine von

den beiden Punkten oder auch beide im Unendlichen liegen kön-

nen. Eine eigentliche Gerade ist nämlich auch durch einen Punkt

und ihre Richtung, eine Stellung (unendlich ferne Gerade) aber

durch zwei Richtungen bestimmt.

Von dem Satze, dass durch eine Gerade und einen ausser-

halb derselben befindlichen Punkt eine Ebene bestimmt ist, ist

der besondere Fall, in welchem der gegebene Punkt im Unend-

lichen liegt (statt des Punktes eine Richtung gegeben ist), in 86

und der besondere Fall, in welchem die gegebene Gerade im

Unendlichen liegt (statt einer eigentlichen Geraden die Stellung

der Ebene gegeben ist), in 88 enthalten. Liegen die gegebenen

Elemente beide im Unendlichen, so ist die durch sie bestimmte

Ebene die unendlich ferne Ebene selbst.

59.�Zwei Grundgebilde heissen auf einander bezogen, wenn

jedem Elemente eines jeden ein Element des andern zugewiesen

ist, welches jenem entsprechend heisst. Wenn also von beliebig

vielen Gebilden das zweite auf das erste und jedes folgende auf

eines der vorhergehenden bezogen ist, so sind alle auf einander

bezogen.

Die einfachste Art, ein gerades Gebilde s und einen Ebenen-
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büschel, dessen Axe das erstere Gebilde nicht schneidet, auf ein-

ander zu beziehen, besteht darin, dass man das gerade Gebilde

als einen Schnitt des Ebenenbüschels (mit der Geraden s) be-

trachtet. Es liegt alsdann jeder Punkt des geraden Gebildes in

der ihm entsprechenden Ebene des Büschels. Ist von einem

Ebenenbüschel ein Strahlenbüschel und von diesem ein gerades

Gebilde ein Schnitt, so ist auch das gerade Gebilde ein Schnitt

des Ebenenbüschels.

In zwei Strahlenbüscheln, welche Schnitte eines und dessel-

ben Ebenenbüschels sind, entsprechen einander je zwei Strahlen,

welche in einer und derselben Ebene des Ebenenbüschels liegen,

in zwei Strahlenbüscheln aber, welche Scheine eines und dessel-

ben geraden Gebildes sind, je zwei Strahlen, welche einen und

denselben Punkt des geraden Gebildes projiciren.

60. Betrachtet man ein ebenes System S als Schnitt eines

Strahlenbündels Si, dessen Mittelpunkt nämlich ausserhalb der

Ebene S liegt, und also den Strahlenbündel als einen Schein des

ebenen Systems, so entspricht jedem Gebilde in S* ein Gebilde

in S, welches vom erstem die Spur ist, und jedem Gebilde in S

ein Gebilde in Sj, welches das erstere projicirt. Ist S* ein ge-

wöhnlicher Strahlenbtindel und S eine eigentliche Ebene, so ent-

spricht der zu dieser Ebene parallelen Ebene P des Bündels die

unendlich ferne Gerade des ebenen Systems, jeder andern Ebene

eine eigentliche Gerade, jedem Ebenenbüschel, dessen Axe in der

Ebene P liegt, ein Parallelstrahlenbüschel, jedem andern Ebenen-

büschel ein gewöhnlicher Strahlenbüschel u. s. w. Ist Si ein Pa-

rallelstrahlenbündel, so entspricht jedem eigentlichen Elemente ein

eigentliches Element und jedem uneigentlichen Elemente ein unei-

gentliches Element. Wenn endlich S die unendlich ferne Ebene

ist, so entspricht jedem Strahle des Bündes ein unendlich ferner

Punkt, jeder Ebene eine unendlich ferne Gerade, jedem Strah-

lenbüsehel ein unendlich fernes gerades Gebilde und jedem Ebe-

nenbüschel ein unendlich ferner Strahlenbüschel.

Nennt man in zwei gewöhnlichen Strahlenbündeln je zwei

Strahlen, welche einerlei Richtung haben, einander entsprechend,

so betrachtet man die Strahlenbündel als Scheine eines und des-

selben ebenen Systems, dessen Träger nämlich die unendlich
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ferne Ebene ist. Merkt man bei der Bewegung einer eigent-

lichen Geraden nur auf die Aenderung ihrer Richtung, so be-

trachtet man die (uneigentliche) Linie, welche ihr unendlich

ferner Punkt beschreibt.

61.�Jede Gerade wird durch je zwei in ihr befindliche Punkte

A, B in zwei Strecken AB, A‘B (oder AB, B*A) getheilt, von

welchen jede die Ergänzung der andern heissen soll. Eine Strecke

ist also entweder eine endliche oder ins Unendliche oder durch

das Unendliche gehende oder im Unendlichen liegende Strecke.

Eine eigentliche Gerade wird durch zwei eigentliche Punkte in

eine Strecke der ersten und eine Strecke der dritten Art, durch

einen eigentlichen und ihren unendlich fernen Punkt aber in

zwei Strecken der zweiten Art (in zwei Halbstrahlen) getheilt.

Jedes Stück einer unendlich fernen Geraden ist eine Strecke

der vierten Art.

Nach der perspektivischen Ansicht sind Halbstrahlen und

Halbebenen nicht Elemente sondern Stücke von Gebilden, daher

auch in der Folge unter einem Büschel ein Strahlen- oder Ebe-

nenbüschel und unter einer Kegelfläche, wenn sie nicht ausdrück-

ich ein e einfache genannt wird, eine Fläche im Strahlenbündel

zu verstehen ist. Eine Cylinderfläche ist eine (uneigentliche)

Kegelfläche, deren Mittelpunkt im Unendlichen liegt.

62.�Nach der perspektivischen Ansicht wird jeder Büschel

durch je zwei seiner Elemente in ein Paar Nebenwinkel getheilt,

so dass es fünf Arten von ebenen Winkeln und vier Arten von

Flächen winkeln giebt.

Zwei Gerade, welche in einem eigentlichen Punkte sich

schneiden, bilden mit einander zwei ebene Winkel der ersten

Art (eigentliche ebene Winkel). Ein Parallelstrahlenbüschel

wird durch zwei eigentliche Strahlen in einen ebenen Winkel

der zweiten Art (Parallelstreifen) und einen ebenen Winkel der

vierten Art, welcher den unendlich fernen Strahl in sich ent-

hält, durch einen eigentlichen Strahl und den unendlich fernen

Strahl aber in zwei ebene Winkel der dritten Art (Halbebenen)

getheilt. Je zwei unendlich ferne Gerade sind die Schenkel von

zwei ebenen Winkeln der fünften Art.

Zwei Ebenen, welche in einer eigentlichen Geraden sich
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schneiden, bilden mit einander zwei Flächenwinkel der ersten

Art (eigentliche Flächen winkel). Ein Parallelebenenbüschel wird

durch zwei eigentliche Ebenen in einen Flächenwinkel der zwei-

ten Art (Parallelraum) und in einen Flächenwinkel der vierten

Art, welcher die unendlich ferne Ebene in sich enthält, durch eine

eigentliche Ebene und die unendlich ferne Ebene aber in zwei

Flächenwinkel der dritten Art getheilt.

Ist ein ebenes System S ein Schnitt von einem Strahlen-

bündel S*, so entspricht jeder Strecke in S ein ebener Winkel

in S1? jedem Winkel in S ein Flächenwinkel in Sj, jedem ebe-

nen Winkel in S* eine Strecke in S und jedem Flächen winkel

in Si ein Winkel in S.

63 Hat man von zwei nicht in einerlei Ebene liegenden Ge-

raden die eine als Axe, aus welcher und die andere als Projek-

tionslinie, auf welche projicirt werden soll, angenommen, so ver-

steht man unter der Projektion eines Punktes den Schnittpunkt

der Projektionslinie mit der Ebene, welche aus der angenom-

menen Axe jenen Punkt projcirt. Die Projektion einer Strecke,

welche mit der Projektionsaxe nicht in einerlei Ebene liegt,

ist der Schnitt der Projektionslinie mit dem Flächen winkel, wel-

cher jene Strecke projicirt. Liegt eine Linie mit der Projek-

tionsaxe in einerlei Ebene, so ist ihre Projektion nur ein Punkt.

Wenn die Projektionsaxe im Unendlichen liegt und also nach

einer bestimmten Stellung projicirt wird, so ist die Projektion

einer jeden endlichen Strecke, deren Richtung in jener Stellung

nicht enthalten ist, ebenfalls eine endliche Strecke.

Ein gerades Gebilde und seine Projektion auf eine andere

Gerade aus einer Axe, welche mit keiner von den beiden erstem

Geraden in einerlei Ebene liegt, sind nichts anderes als Schnitte

eines und desselben Ebenenbüschels mit zwei Geraden. Liegen

diese in einerlei Ebene, so sind die geraden Gebilde zugleich

Schnitte eines und desselben Strahlenbüschels, so dass es alsdann

einerlei ist, ob man sie aus jener Axe oder aus deren Spur in

jener Ebene auf einander projicirt.

64. Unter der Projektion eines Gebildes auf eine Ebene (Pro-

jektionsebene) aus einem ausserhalb derselben gegebenen Mittel-

punkte (Projektionscentrum) versteht man den Schnitt der Pro-
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jektionsebene mit dem aus jenem Mittelpunkte genommenen

Scheine des Gebildes. Die Projektion einer Strecke, welche mit

dem Projektionscentrum nicht in einer und derselben Geraden

liegt, ist also der Schnitt der Projektionsebene mit dem ebenen

Winkel, welcher jene Strecke projicirt. Die Projektion eines

ebenen Winkels, welcher mit dem Projektionscentrum nicht in

einerlei Ebene liegt, ist der Schnitt der Projektionsebene mit dem

Flächenwinkel, welcher jenen ebenen Winkel projicirt. Liegt eine

gerade Linie mit dem Projektionscentrum in einer und derselben

Geraden, so ist ihre Projektion nur ein Punkt. Liegt eine

Fläche mit dem Projektionscentrum in einerlei Ebene, so ist

ihre Projektion nur eine Linie.

Ein ebenes System und seine Projektion auf eine andere

Ebene aus einem ausserhalb beider Ebenen befindlichen Punkte sind

nichts anderes als Schnitte eines und desselben Strahlenbündels

mit zwei Ebenen. Wenn diese Ebenen zu einander parallel sind

oder der Mittelpunkt des Strahlenbündels im Unendlichen liegt

(also nach einer bestimmten Richtung projicirt wird^) oder beides

zugleich der Fall ist, so entspricht jedem eigentlichen Punkte

einer jeden von den beiden Ebenen ein eigentlicher Punkt in der

andern, jeder endlichen Strecke eine endliche Strecke, jedem

gewöhnlichen Strahlenbüschel ein gewöhnlicher Strahlenbüschel,

jedem Parallelstrahlenbüschel ein Parallelstrahlenbtischel u. s. w.

Wenn aber die Ebenen in einer eigentlichen Geraden sich schneiden

und das Projektionscentrum ein eigentlicher Punkt ist, so entspricht

der unendlich fernen Geraden einer jeden von den beiden Ebenen

eine eigentliche Gerade in der andern, daher es alsdann nur

ein Paar einander entsprechende Parallelstrahlenbüschel giebt,

und weder zwei einander entsprechende Strecken noch zwei

einander entsprechende Winkel nothwendig von einerlei Art sind.

65. In dem Satze, dass eine Fläche und eine Linie in einem

Punkte sich schneiden, wenn die ihm zunächstliegenden Theile

der Linie auf entgegengesetzten Seiten der Fläche liegen, wird

vorausgesetzt, dass man unter den beiden Seiten der Fläche zwei

körperliche Räume sich denken könne, welche in der Fläche, aber

nicht zugleich in einer andern durch jenen Punkt gehenden Fläche

zusammenstossen. Um daher zu entscheiden, ob eine Ebene E
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und eine ausserhalb derselben befindliche Linie L, welche durch

einen und denselben unendlich fernen Punkt P. gehen, in diesem

Punkte sich schneiden oder berühren, nehme man irgend eine

Ebene P an, welche nicht durch P geht. Wenn nun die Linie

L im Punkte P von einem der beiden Flächenwinkel EF, E’F

in den andern übergeht, so ist P ein Schnittpunkt, im entge-

gengesetzten Falle aber ein Berührungspunkt der Ebene E und

der Linie L.

Zwei zu einander parallele Halbstrahlen AP, BP treffen die

unendlich ferne Ebene in einem und denselben Punkte und zwar

auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten je nachdem sie ein-

stimmig- oder entgegengesetzt-parallel sind. Die gebrochene Li-

nie APB wird nämlich im Punkte P von der unendlichen fernen

Ebene im erstem Falle berührt, im letztem aber geschnitten.

Ein Strahlenkegel wird durch das in ihm liegende Stück der

unendlich fernen Ebene in zwei Halbstrahlenkegel getheilt, welche

auf entgegengesetzen Seiten ihrer gemeinschaftlichen unendlich

fernen Grundfläche liegen.

§· 6.

Gesetz der Reciprocität.

66. Schon die ersten Sätze der Geometrie lassen ein gewis-

ses Gesetz der Reciprocität oder Dualität erkennen, nach welchem

im Raume der Punkt und die Ebene einander gegenüberstehen

(reciproke Begriffe sind), und jeder Satz, in welchem zwischen

eigentlichen und uneigentlichen Elementen kein Unterschied ge-

macht wird, seine Ergänzung in einem andern findet, der aus dem

erstem hervorgeht, wenn man Punkt und Ebene (also auch gera-

des Gebilde und Ebenenbüschel, Strecke und Flächenwinkel u. s. w.)

mit einander vertauscht. Gewöhnlich werden zwei solfche Sätze

wie die beiden Seiten eines Satzes neben einander gestellt z. B.

«i) Durch zwei Punkte A, B

ist eine Gerade A B bestimmt,

welche nämlich durch beide

Punkte geht.

ßi) Durch eine Gerade a und

einen ausserhalb derselben be-

vt*2) Durch zwei Ebenen A, B

ist eine Gerade AB bestimmt,

in welcher nämlich die beiden

Ebenen sich schneiden.

ßi) Durch eine Gerade a und

eine nicht durch sie gehende



﻿findlichen Punkt B ist eine Ebene a B bestimmt, welche die Ge- rade mit dem Punkte verbindet. Yi) Durch drei Punkte A, B, C, welche nicht in einer und derselben Geraden liegen, ist eine Ebene ABC bestimmt, welche durch die drei Punkte geht. dj) Zwei Gerade, welche ei- nen Punkt gemein haben, lie-�Ebene B ist ein Punkt a B be- stimmt, in welchem die Gerade und die Ebene sich schneiden. γ2) Durch drei Ebenen A, B, C, welche nicht durch eine und dieselbe Gerade gehen, ist ein Punkt ABC bestimmt, in wel- chem die drei Ebenen sich schneiden. ό2) Zwei Gerade, welche in einerlei Ebene liegen, haben auch

gen auch in einerlei Ebene. einen Punkt gemein.

67. Die vorigen Sätze führen auf folgende Aufgaben (For-

derungen) :

cci) Durch zwei gegebene Punkte eine Gerade zu ziehen. ßi) Durch eine gegebene Gerade und einen ausserhalb derselben gegebenen Punkt eine Ebene zu legen. Yi) Durch drei gegebene nicht in einer und derselben Geraden liegende Punkte eine Ebene zu legen. di) Durch zwei gegebene Ge- rade, welche einen Punkt mit einander ,gemein haben, eine Ebene zu legen.�a2) Die Schnittlinie von zwei gegebenen Ebenen zu finden. ß2) Den Schnittpunkt einer gegebenen Ebene mit einer nicht in ihr liegenden Geraden zu finden. γ2) Den Schnittpunkt von drei gegebenen nicht in einer und derselben Geraden sich schneidenden Ebenen zu finden. d2) Den Schnittpunkt von zwei gegebenen in einerlei Ebene liegenden Geraden zu finden.

Legt man durch einen gegebenen eigentlichen Punkt eine

Ebene, welche zwei gegebene Eichtungen enthält, so hat man

durch drei gegebene Punkte, von welchem zwei im Unendlichen

liegen, eine Ebene gelegt. Weiss man von zwei Geraden, dass

sie zu einander parallel sind, so ist durch die eine von beiden

auch ihr Schnittpunkt gegeben.

68. Wenn A, B, G, D vier Wenn A, B, C, D vier Ebe-

Punkte sind, und die Geraden A B, C D sich schneiden, so lie-�nensind, und die Geraden AB, CD sich schneiden, so gehen
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gen die vier Punkte in einerlei

Ebene, daher alsdann auch die

Geraden A C, B D, so wie auch

die Geraden AD, BC sich

schneiden.

die vier Ebenen durch einen

und denselben Punkt, daher

alsdann auch die Geraden A C,

BD, so wie auch die Geraden

AD, BC sich schneiden.

69.�Wenn von beliebig vielen Geraden je zwei sich schnei-

den, aber nicht alle in

einem Punkte sich schneiden,

so liegen alle in einerlei Ebene.

einerlei Ebene liegen, so schnei-

den sich alle in einem Punkte.

70.�Gleichwie ein Gebilde, welches aus den Elementen A,

B, C, D besteht, gewöhnlich durch AB CD bezeichnet wird, so

soll ein Gebilde, welches aus den Elementen SA, SB, SC, SD

besteht, durch S(ABCD) bezeichnet werden. Sind A, B, C, D

Punkte, so muss S entweder

ein Punkt oder eine Gerade seyn.

Ebenen, so muss S entweder

eineEbene oder eine Gerade seyn.

71.�Soll in einer gegebenen Ebene durch einen in ihr ge-

gebenen Punkt eine Gerade gezogen werden, welche eine ausser-

halb der Ebene gegebene, nicht durch jenen Punkt gehende Ge-

rade schneide, so wird man entweder den Schnittpunkt der ge-

gebenen Ebene mit der gegebenen Geraden suchen und alsdann

durch diesen und den gegebenen Punkt eine Gerade ziehen, oder

man wird durch den gegebenen Punkt und die gegebene Gerade

eine Ebene legen und alsdann die Schnittlinie dieser Ebene mit

der gegebenen Ebene suchen. Jede von diesen beiden Auflö-

sungsarten kann der andern, die Aufgabe aber sich selbst gegen-

über gestellt werden.

72.�Durch einen gegebenen

Punkt eine Gerade zu ziehen,

welche zwei gegebene Gerade,

von welchen keine durch den

gegebenen Punkt geht, und

welche auch nicht beide mit ihm

in einer und derselben Ebene

liegen, schneide. Man lege

durch den gegebenen Punkt

und die eine von den gegebenen

Geraden eineEbene, so ist die

In einer gegebenen Ebene

eine Gerade zu ziehen, welche

zwei gegebene Gerade, von wel-

chen keine in der gegebenen

Ebene liegt, und welche auch

nicht beide mit ihr einen und

denselben Punkt gemein haben,

schneide. — Man suche den

Schnittpunkt der gegebenen

Ebene, mit der einen von der

gegebenen Geraden, so ist die
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Aufgabe auf die vorige zurück-

geführt.

Aufgabe auf die vorige zurück-

geführt.

Soll eine Gerade gezogen werden, welche drei gegebene Ge-

rade, deren keine zwei in einerlei Ebene liegen, schneide, so

wird man entweder in einer von den gegebenen Geraden einen

beliebigen Punkt annehmen und alsdann durch diesen eine Ge-

rade legen, welche die beiden andern schneidet; oder man wird,

was das Beciproke ist, durch eine von den gegebenen Geraden

eine beliebige Ebene legen und alsdann in dieser eine Gerade

ziehen, welche die beiden andern schneidet.

73. Wenn zwei Gebilde auf einander bezogen sind und ein

Element des einen Gebildes mit dem ihm entsprechenden Ele-

mente des andern zusammenfällt (identisch ist), so soll von die-

sem Elemente gesagt werden, dass es den beiden Gebilden ent-

sprechend gemein sey.

In zwei ebenen Systemen,

welche Schnitte eines und des-

selben Strahlenbündels sind, ent-

sprechen einander je zwei Ele-

mente, welche von einem und

demselben Elemente des Bün-

dels die Spuren sind. Die

Schnittlinie der beiden Ebenen

entspricht sich selbst; dasselbe

gilt von einem jeden in dieser

Geraden befindlichen Punkte.

Die beiden ebenen Systeme ha-

ben hiernach ein gerades Ge-

bilde falle Punkte desselben)

entsprechend gemein.

74. Zwei Strahlenbüschel,

welche Schnitte eines und des-

selben Ebenenbüschels sind, ha-

ben entweder einen Strahl ent-

sprechend gemein, oder sind

zugleich Scheine eines und des-

selben geraden Gebildes, je-

Staudt, Geometrie der Lage.

InzweiStrahlenbtindeln, wel-

che Scheine eines und desselben

ebenen Systems sind, entspre-

chen einander je zwei Elemente,

welche ein und dasselbe Ele-

ment des ebenen Systems pro-

jiciren. Der den beiden Bündeln

gemeinschaftliche Strahl ent-

spricht sich selbst; dasselbe gilt

von einer jeden durch ihn

gehenden Ebene. Die beiden

Strahlenbündel haben hiernach

einen Ebenenbüschel (alle Ele-

mente desselben) entsprechend

gemein.

Zwei Strahlenbüschel, welche

Scheine eines und desselben ge-

raden Gebildes sind, haben ent-

weder einen Strahl entspre-

chend gemein, oder sind zugleich

Schnitte eines und desselben

Ebenenbüschels, je nachdem sie

3
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nachdem sie nämlich concen-

trisch oder nicht concentrisch

sind.

75. Das System von allen im Baume denkbaren

nämlich in einerlei oder nicht

in einerlei Ebene liegen.

Punkten wird durch zwei Ebe-

nen A, B in zwei Systeme ge-

theilt, welche die beiden Ebe-

nen (als Träger von Punkten)

zu gemeinschaftlichen Grenzen

haben und von welchen das eine

im Winkel AB und das andere

im Winkel A’B enthalten ist.

Ebenen wird durch zwei Punkte

P, Q in zwei Systeme getheilt,

welche die Ebenenbündel P, Q

zu gemeinschaftlichen Grenzen

haben und von welchen das

eine die Strecke PQ und das

andere die Strecke P*Q schnei-

det.

Sind zwei Elemente durch zwei andere getrennt , so sind

auch diese durch jene getrennt. Wenn z. B. der eine von den

beiden Punkten P, Q in dem Winkel A B und der andere in dem

Winkel A’B liegt, so schneidet auch die eine von den beiden

Ebenen A, B die Strecke PQ und die andere die Strecke P’Q.

76. In der Ebene stehen der Punkt und die Gerade, im Strah-

lenbündel aber der Strahl und die Ebene einander gegenüber. Z. B.

Das System von allen in einer und derselben Ebene befindlichen

Punkten wird durch zwei Ge-

rade A, B in zwei Systeme ge-

theilt, welche die beiden Gera-

den zu gemeinschaftlichen Gren-

zen haben und von welchen das

eine in dem Winkel AB und

das andere in dem Winkel A’B

enthalten ist*

Geraden wird durch zwei Punkte

A, B in zwei Systeme getheilt,

welche die beiden Strahlenbü-

schel A, B zu gemeinschaftlichen

Grenzen haben und von wel-

chen das eine die Strecke AB

und das andere die Strecke

A’B schneidet.

Das System von allen einem Strahlenbtindel zugehörigen

Strahlen wird durch zwei Ebe-

nen A, B in zwei Systeme ge-

theilt, welche die Ebenen (Strah-

lenbüschel) A, B zu gemein-

schaftlichen Grenzen haben und

von welchen das eine in dem

Winkel AB und das andere in

dem Winkel A’B enthalten ist.

Ebenen wird durch zwei Strah-

len A, B in zwei Systeme ge-

theilt, welche die Ebenbtischel

A, B zu gemeinschaftlichen

Grenzen haben und von welchen

das eine den Winkel AB und

das andere den Winkel A’B

schneidet.
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77. «d) Werden in einer Ebene

zwei Punkte (als Mittelpunkte)

angenommen, so ist jeder dritte

Punkt der Ebene, welcher mit

jenen beiden nicht in einer und

derselben Geraden liegt; durch

die beiden Strahlen bestimmt;

welche ihn aus den angenom-

menen Punkten projiciren.

«3) Werden in einem Strah-

lenbündel zwei Strahlen als Axen

angenommen, so ist jeder dritte

Strahl desselben, welcher mit

jenen beiden nicht in einer und

derselben Ebene liegt, durch

die beiden Ebenen bestimmt,

welche ihn aus den angenom-

a2) Werden in einer Ebene

zwei Gerade angenommen, so

ist jede dritte · Gerade der

Ebene, welche nicht durch den

Schnittpunkt der beiden erstem

geht; durch ihre Spuren in den

angenommenen Geraden be-

stimmt.

«4) Werden in einem Strah-

lenbündel zwei Ebenen ange-

nommen, so ist jede dritte Ebene

desselben, welche nicht durch

die Schnittlinie der beiden er-

stem geht, durch ihre Spuren

(Strahlen) in den angenomme-

nen Ebenen bestimmt.

menen Axen projiciren.

In der Folge werden von vier solchen zusammengehörigen

Sätzen, von welchen zwei der Geometrie der Ebene und zwei

der Geometrie des Strahlenbündels angehören, gewöhnlich nur

die beiden erstem ausgesprochen werden, da aus ihnen die beiden

letztem hervorgehen, wenn man ein ebenes System als Schnitt

eines Strahlenbündels betrachtet, und also für die Ausdrücke:

Punkt, Gerade, gerades Gebilde u. s. w. die Ausdrücke: Strahl,

Ebene, Strahlenbüschel u. s. w. substituirt. Stellt man Punkt

und Ebene einander gegenüber, so ist «4 das Reciproke von

und «3 das Reciproke von a2.

• 78. Die einfachsten Arten, die Elemente eines körperlichen

Systems durch die Elemente von andern Grundgebilden zu be-

stimmen, sind in nachstehenden Sätzen enthalten.

«i) Werden eine Gerade und

ein Punkt angenommen, welcher

mit der Geraden eine Ebene

bestimmt, so ist jeder ausser-

talb dieser Ebene befindliche

Punkt durch die Ebene und den

a2) Werden eine Gerade und

eine Ebene angenommen, welche

in einem Punkte sich schneiden,

so ist jede nicht durch diesen

Punkt gehende Ebene durch ihre

Spuren in der angenommenen

3*
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Strahl bestimmt, welche ihn aus

der angenommenen Geraden und

dem angenommenen Punkte

projiciren.

ßi) Werden in einer Ebene

drei Gerade angenommen, wel-

che nicht in einem und dem-

selben Punkte sich schneiden,

so ist jeder ausserhalb jener

Ebene befindliche Punkt durch

die drei Ebenen bestimmt, wel-

che ihn aus den angenommenen

Geraden projiciren.

Yi) Werden zwei Punkte an-

genommen, so ist jede Gerade,

welche nicht mit beiden in ei-

ner und derselben Ebene liegt,

durch die beiden Ebenen be-

stimmt, welche sie aus den an-

genommenenPunkten projiciren.

Geraden und der angenomme-

nen Ebene bestimmt.

ß2) Werden drei Gerade an-

genommen, welche nicht in ei-

nerlei Ebene liegen, aber durch

einen und denselben Punkt ge-

hen, so ist jede nicht durch

diesen Punkt gehende Ebene

durch ihre Spuren in den drei

angenommenen Geraden be-

stimmt.

y2) Werden zwei Ebenen

angenommen, so ist jede Ge-

rade, welche nicht beide in einem

und demselben Punkte schnei-

det, durch ihre Spuren in den

angenommenen Ebenen be-

stimmt.

§. 7.

Von den n Ecken, n Kanten u. s. w. in einer andern Bedeutung.

79. Unter einem ebenen nEcke versteht man häufig nur den

Inbegriff von n in einerlei Ebene liegenden Punkten (Eckpunkten)

und den n Geraden (Seiten), deren jede zwei aufeinanderfol-

gende Eckpunkte verbindet. Man denkt sich hiebei die nPunkte

in einer bestimmten Aufeinanderfolge, so dass auf den letzten

wieder der erste folgt, und setzt voraus, dass keine drei auf-

einanderfolgende in einer und derselben Geraden liegen.

Die 2n Elemente des ebenen nEcks Ai A2 A3... An sind der

Ordnung nach der Punkt A1} die Gerade A4 Ao, der Punkt A2,

die Gerade A2 A3 u. s. w- Dem ersten Elemente heisst das

(n+l)te,dem zweitem das (n+2)te u. s. w. gegenüberliegend,

ßo dass also, wenn n eine pare Zahl ist, jedem Eckpunkte ein
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Eckpunkt und jeder Seife eine Seite gegentiberliegt, während

im entgegengesetzten Falle das eine von zwei einander gegenüber-

liegenden Elementen ein Eckpunkt, das andere aber eine Seite ist.

Jede Gerade, welche zwei nicht auf einanderfolgende Eck-

punkte eines ebenen nEcks verbindet, heisst eine Diagonale des-

selben. Die beiden Diagonalen des ebenen Vierecks A B C D sind

gemeinschaftliche Seiten der Vierecke ACBD, ACDB.

80. Ein vollständiges ebenes

n Eck besteht aus n Punkten

(Eckpunkten), welche in einerlei

Ebene, von welchen aber keine

drei in einer und derselben Ge-

raden liegen, und den

η (η—1)

2

ist.

punkten), in deren jedem zwei

von den n Geraden sich schnei-

den. In jeder Seite liegen n—1

Eckpunkte, daher die Anzahl

n(n—1).

2

aller Eckpunkte

-ist.

Geraden (Seiten), deren jede

zwei von den nPunkten mit ein-

ander verbindet. In jedem Eck-

punkte schneiden n—1 Seiten,

daher die Anzahl aller Seiten

n (η—1)

2

81. Wenn in zwei reciproken Sätzen der ebenen Geometrie

dem Ausdrucke nEck derselbe Ausdruck gegenübersteht, so ver-

steht es sich von selbst, dass ein nEck gemeint sey, welches

zugleich ein n Seit ist. Dasselbe ist der Fall, wenn von den

Diagonalen eines nEcks gesprochen wird.

Ein vollständiges ebenes nSeit

besteht aus n in einerlei Ebene

liegenden Geraden (Seiten), von

welchen keine drei durch einen

und denselben Punkt gehen, und

n(n—1)

den

Punkten (Eck-

Die vier Seiten und die bei-

den Diagonalen eines Vierecks

sind die sechs Seiten eines voll-

ständigen Vierecks. Je zwei Sei-

ten, welche nicht durch einen

und denselben Eckpunkt gehen,

heissen einander gegenüberlie-

gend.

Die vier Eckpunkte einesVier-

ecks und die beiden Punkte, in

deren jedem ein Paar Gegen-

seiten sich schneiden, sind die

sechs Eckpunkte eines vollstän-

digen Vierseits. Je zwei Eck-

punkte, welche nicht in einer

und derselben Seite liegen, heis-

sen einander gegenüberliegend.

82. Ist ein ebenes System ein Schnitt eines Strahlenbtindels,

so entspricht jedem nEcke, welches zugleich ein nSeit ist, ein
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n Kant, welches zugleich ein n Seit ist, jedem vollständigen nEcke

ein vollständiges nKant, jedem vollständigen n Seite ein vollstän-

diges nSeit. Ist von den Eckpunkten oder von den Kanten

eines n Seits die Rede, so versteht es sich von selbst; dass im

erstem Falle ein ebenes nSeit, im letztem aber ein nSeit im

Strahlenbündel gemeint sey.

Die vier Seiten und die bei-

den Diagonalen (Diagonalebe-

nen) eines Vierkants sind die

sechs Seiten eines vollständigen

Vierkants*

Die vier Kanten eines Vier-

kants und die beiden Geraden,

in deren jeder ein Paar Gegen-

seiten sich schneiden, sind die

sechs Kanten eines vollständi-

gen Vierseits.

83. Unter einem nEcke, welches zugleich nFlach ist, ver-

steht man den Inbegriff von n Punkten (Eckpunkten), den n Ge-

raden (Seiten, Kanten), deren jede zwei aufeinanderfolgende

Eckpunkte verbindet, und den nEbenen (Flächen), deren jede

durch drei aufeinanderfolgende Eckpunkte geht. Man denkt sich

hiebei die n Punkte in einer bestimmten Aufeinanderfolge, so

dass auf den letzten wieder der erste folgt, und setzt voraus,

dass keine vier aufeinanderfolgende in einerlei Ebene liegen.

Wenn in einem Sechsecke, welches zugleich Sechsflach ist,

je zwei einander gegenüberliegende Seiten (Kanten) sich schnei-

den, so gehen die drei Geraden, deren jede ein Paar Gegen-

punkte verbindet, (als Schnittlinien von drei Ebenen) durch einen

und denselben Punkt, während die drei Geraden, in deren jeder

ein Paar Gegenflächen sich schneiden, (als Verbindungslinien

von drei Punkten) in einer und derselben Ebene liegen.

84. Ein vollständiges nEck im

Raume besteht aus n Punkten

(Eckpunkten), von welchen keine

vier in einerlei Ebene liegen, den

Geraden (Kanten), deren jede

zwei, und den Ebenen (Flächen),

deren jede drei von den n Punk-

ten verbindet. In jedem Eck-

punkteschneiden sich n—1 Kan-

ten, in jeder Kante n—2 Flä-

Ein vollständiges nFlach be-

steht aus n Ebenen (Flächen),

von welchen keine vier durch

einen und denselben Punkt ge-

hen, den Geraden (Kanten), in

deren jeder zwei, und den Punk-

ten (Eckpunkten), in deren je-

dem drei von den nEbenen sich

schneiden. In jeder Fläche lie-

gen η—1 Kanten, in jeder Kan-
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eben, daher die Anzahl aller

n(n—1)

2

n(n —l)(n—2)

Kanten-

und die An-

zahl allerFlächen-

ist.

2.3

te n—2 Eckpunkte, daher die

Anzahl aller Kanten�—

und die Anzahl aller Eckpunkte

n (n—1) (n—2)

2.3

ist.

Ist n=4, so wird das Gebilde gewöhnlich nach der Anzahl

seiner Flächen ein Tetraeder genannt. — In der Bedeutung von

§. 4 sind die Ausdrücke nEck, nKant, n Flach in der Folge

nur dann zu nehmen, wenn solches ausdrücklich bemerkt wird,

oder von einem Umfange oder Mantel u. s. w. die Bede ist.

85.�Die vier Eckpunkte und

sechs Kanten eines Tetraeders

werden aus jedem Mittelpunkte,

welcher in keiner seiner Flä-

chen liegt, durch die vier Kan-

ten und sechs Seiten eines voll-

ständigen Vierkants projicirt.

Die vier Flächen und sechs

Kanten eines Tetraeders wer-

den von jeder Ebene, welche

durch keinen seiner Eckpunkte

geht, in den vier Seiten und

sechs Eckpunkten eines vollstän-

digen Vierseits geschnitten.

Anm. Wo Punkt und Ebene einander gegenüberstehen, steht

das vollständige ebene nEck dem vollständigen nSeite im

Strahlenbündel und das vollständige ebene nSeit dem voll-

ständigen n Kante gegenüber.

86.�Die zehn Kanten und

zehn Flächen eines vollständigen

Fünfecks im Baume sind die

Kanten undFlächen von fünf Te-

traedern und zugleich (85) die

Kanten und Seiten von fünf

vollständigen Vierkanten, und

werden daher von jeder Ebene,

welche durch keinen der fünf

Eckpunkte geht, in den zehn

Eckpunkten und den zehn Sei-

ten von fünf vollständigen Vier-

seiten und fünf vollständigen

Vierecken geschnitten.

87.�Zwei ebene n Ecke hei

Die zehn Kanten und zehn

Eckpunkte eines vollständigen

Fünfflachs sind die Kanten und

Eckpunkte von fünf Tetraedern

und zugleich die Seiten und

Eckpunkte von fünf vollständi-

gen Vierseiten, und werden da-

her aus jedem Mittelpunkte,

welcher in keiner der fünf Flä-

chen liegt, durch die zehn Sei-

ten und zehn Kanten von fünf

vollständigen Vierkanten und

fünf vollständigen Vierseiten

projicirt.

sen auf einander bezogen, wenn
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jedom Eckpunkte eines jeden ein Eckpunkt des andern, welcher

jenem entsprechend (homolog) heisst, und dadurch auch jeder

Seiten eines jeden eine Seite des andern zugewiesen ist. Ana-

loges gilt von n Seiten, nKanten u. s. w.

Wenn zwei auf einander be-

zogene Dreiecke in zwei Ebe-

nenliegen, derenSchnittliniemit

keiner der sechs Seiten zusam-

menfällt, aber je zwei homologe

Seiten sich schneiden (in einer-

lei Ebene liegen), so sind die

beiden Dreiecke Schnitte eines

und desselben Dreikants.

88. Wenn zwei auf einander

bezogene vollständige ebene

Vierecke in zwei Ebenen liegen,

deren Schnittlinie durch keinen

der acht Eckpunkte geht, und

fünf Seiten des einen Vierecks

die homologen Seiten des an-

dern schneiden, so sind die

beiden Vierecke Schnitte eines

und desselben vollständigen

Vierkants, daher auch ihre

beiden übrigen Seiten sich

schneiden.

Folgt aus 87, wenn man bemerkt, dass Dreikante, welche

zwei Kanten gemein haben, concentriscb sind, Dreiecke aber,

welche zwei Seiten gemein haben, in einerlei Ebene liegen.

89. Zwei in einerlei Ebene liegende nEcke oder n Seite,

welche auf einander bezogen sind, heissen zu einander perspekti-

visch (perspektivisch liegend), wenn sie von einem und demselben

dritten ebenen nEcke oder nSeite N die Projektionen (aus zwei

Punkten M, Mx) sind, und also die Geraden, deren jede ein

Paar homologe Eckpunkte jener Gebilde verbindet, alle durch

einen und denselben Punkt (die Spur der Geraden MMJ gehen»

Wenn zwei auf einander be-

zogene Dreikante zwei Strahlen-

bündeln angehören, deren ge-

meinschaftlicher Strahl mit kei-

ner der sechs Kanten zusam-

menfällt, aber je zwei homologe

Kanten sich schneiden (einen

Punkt gemein haben), so sind

die beiden Dreikante Scheine

eines und desselben Dreiecks.

Wenn zwei aufeinander be-

zogene vollständige Vierseite

zweiStrahlenbündeln angehören,

deren gemeinschaftlicher Strahl

in keiner der acht Seiten liegt,

und fünf Kanten des einen Vier-

seits die homologen Kanten des

andern schneiden, so sind die

beiden Vierseite Scheine eines

und desselben vollständigen

ebenen Vierseits, daher auch

ihre beiden übrigen Kanten

sich schneiden.
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die Punkte aber, in deren jedem ein Paar homologe Seiten sich

schneiden, alle in einer und derselben Geraden (der Spur der

Ebene N) liegen.

90. Wenn zwei auf einander bezogene Dreiecke ABC,

A1B1C1 in einerlei Ebene liegen, aber kein Element mit ein-

ander gemein haben, und

die drei Punkte, in deren je-

dem ein Paar homologe Seiten

sich schneiden, in einer und

derselben Geraden u liegen, wel-

che von keinem der beiden Drei-

ecke eine Seite ist, so liegen

die Dreiecke perspektivisch, da-

her auch die drei Geraden, de-

ren jede ein Paar homologe Eck-

punkte verbindet, in einem

Punkte sich schneiden. — Proji-

cirt man nämlich das Dreieck

ABC auf irgend eine andere

durch die Gerade u gehende

Ebene, so erhält man ein drit-

tes Dreieck A2B2C2, von wel-

chem (nach 87) auch das Drei-

eck Aa Bi Ci eine Projektion ist.

die drei Geraden, deren jede

ein Paar homologe Eckpunkte

verbindet, in einem und dem-

selben Punkte S sich schneiden,

welcher von keinem der beiden

Dreiecke ein Eckpunkt ist, so

liegen die Dreiecke perspekti-

visch , daher auch die drei

Punkte, in deren jedem ein Paar

homologe Seiten sich schneiden,

in einer Geraden liegen. — Pro-

jicirt man nämlich das Dreieck

ABC aus irgend einem Punkte

M und das Dreieck A* B, CA

aus einem andern Punkte Mi

der Geraden MS, so erhält man

zwei Dreikante, welche (87)

Scheine eines und desselben drit-

ten Dreiecks A2B2C2 sind.

Es kommen in den obigen Sätzen, welche im Grunde nur

durch die Form der Aussage sich von einander unterscheiden,

zehn Punkte und zehn Gerade vor, welche die Spuren von den

zehn Kanten und den zehn Flächen eines vollständigen Fünfecks

im Baume und daher auch die Eckpunkte und Seiten von zehn

Paar perspektivischen Dreiecken sind. Anstatt zu sagen: die drei

Punkte D, E, F, in welchen die Seiten AB, AC, BC des Drei-

ecks ABC von den homologen Seiten des Dreiecks Αχ Bt Ci ge-

schnitten werden, liegen in einer Geraden, kann man auch sagen:

die drei Geraden, deren jede ein Paar homologe Eckpunkte der

Dreiecke B Bt D, CCt E verbindet, schneiden sich in einem

Punkte.
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91. Wenn zwei auf einander

bezogene vollständige Vierecke

in einerlei Ebene liegen, und

eine Gerade u, welche durch

keinen ihrer Eckpunkte geht,

von fünf Seiten des einen Vier-

ecks in denselben Punkten ge-

schnitten wird, in welchen die

homologen Seiten des andern

sie schneiden, so liegen die Vier-

ecke perspektivisch, daher auch

ihre beiden übrigen Seiten jene

Gerade in einem und demselben

Punkte schneiden u. s. w.

Wenn zwei auf einander be-

zogene vollständige Vierseite in

einerlei Ebene liegen, und , aus

einem Punkte S, welcher in kei-

ner ihrer Seiten liegt, fünf Eck-

punkte des einen Vierseits durch

dieselben Strahlen projicirt wer-

den, welche aus ihm die homo-

logen Eckpunkte des andern pro-

jiciren, so liegen die Vierseite

perspektivisch, daher auch ihre

beiden übrigen Eckpunkte aus

jenem Punkte durch einen und

denselben Strahl projicirt wer-

den u. s w.

Diese Sätze lassen sich eben so auf 88 zurückführen, wie

die vorigen auf 87 zurückgeführt wurden.

92. Wenn zwei Tetraeder, welche kein Element mit einander

gemein haben, auf einander bezogen sind, und die vier Geraden

(p), deren jede ein Paar homologe Eckpunkte verbindet, durch

einen und denselben Punkt gehen, welcher von keinem der bei-

den Tetraeder ein Eckpunkt ist, so liegen die vier Geraden (q),

in deren jeder ein Paar homologe Flächen sich schneiden, in

einer und derselben Ebene, welche von keinem der beiden Te-

traeder eine Fläche ist; und umgekehrt. Zwei solche Tetraeder

heissen zu einander perspektivisch.

Gehen die Geraden (p) durch

einem und denselben Punkt, wel-

cher von keinem der beiden

Tetraeder ein Eckpunkt ist, so

schneiden sich auch (68) je zwei

homologe Kanten in einem Punk-

te, welcher von keinem der Te-

traeder ein Eckpunkt ist. Da

ferner von den sechs Punkten,

in deren jedem ein Paar homo-

loge Kanten sich schneiden, je

Liegen die Geraden (q) in

einer und derselben Ebene, wel-

che von keinem der beiden Te-

traeder eine Fläche ist, so lie-

gen auch (68) je zwei homologe

Kanten in einerlei Ebene, wel-

che von keinem der beiden Te-

traeder eine Fläche ist. Da fer-

ner von den sechs Ebenen, de-

ren jede ein Paar homologe Kan-

ten verbindet, je drei, welche
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drei, welche in einer und der-

selben Fläche des einen Tetrae-

ders liegen, auch in der homo-

logen Fläche des andern und

mithin in einer und derselben

Geraden liegen, so sind jene

sechs Punkte die Eckpunkte ei-

nes vollständigen Vierseits, des-

sen Seiten die Geraden (q) sind.

durch einen und denselben Eck-

punkt des einen Tetraeders ge-

hen, auch durch den homologen

Eckpunkt des andern und mit-

hin durch eine und dieselbe Ge-

rade gehen, so sind jene sechs

Ebenen die Seiten eines voll-

ständigen Vierkants, dessen

Kanten die Geraden (p) sind.

Es kommen hier 15 Punkte, 20 Gerade und 15 Ebenen in

Betrachtung, welche die Eckpunkte, Kanten und Flächen von 15

Paar perspektivischen Tetraedern, dann von 6 vollständigen Fünf-

ecken und 6 vollständigen Fünfflachen sind. Die 10 Eckpunkte

und die 10 Kanten eines jeden dieser Fünfflache liegen in den

10 Kanten und den 10 Flächen des vollständigen Fünfecks, wel-

ches die fünf übrigen von den 15 Punkten zu Eckpunkten hat.

§. 8.

Harmonische Gebilde.

93. Wenn in einer Geraden drei Punkte A, B, C gegeben

sind, und alsdann ein Viereck so construirt wird, dass eine Dia-

gonale durch den zweiten der gegebenen Punkte geht, in jedem

der beiden übrigen aber zwei einander gegenüberliegende Seiten

sich schneiden, so schneidet die andere Diagonale des Vierecks

jene Gerade in einem vierten Punkte D; welcher durch die drei

gegebenen Punkte bestimmt ist und zu denselben der vierte har-

monische Punkt heisst. Ist nämlich E F G H ein anderes Viereck,

von welchem eine Diagonale E G durch den Punkt B geht, ein

Paar einander gegenüberliegende Seiten EF, GH im Punkte A

und die beiden übrigen Seiten FG, HE im Punkte C sich schnei-

den, so schneidet seine andere Diagonale (nach 88 und 91) die

Gerade AB in demselben Punkte D, in welchem diese Linie

von der andern Diagonale des erstem Vierecks geschnitten wird.

Die Punkte A, C sind durch die Punkte B, D getrennt.

Betrachtet man nämlich das ebene System, dessen Träger die

Ebene ACE ist, als Schnitt eines gewöhnlichen Strahlenbündels S,
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so entspricht der aus den drei Strecken CHE, EFA, ABC

zusammengesetzten Linie der Mantel der dreiseitigen Strahlen-

pyramide, welche die drei Strahlen S C, SE, SA zu Kanten hat

und den Strahl SG in sich enthält. Da nun die Gerade HF

die Strecken CHE, EFA und also die Ebene SflF die diesen

Strecken entsprechenden Seiten der erwähnten Strahlenpyramide

schneidet, so folgt, dass die dritte Seite von der Ebene SHF

und also auch die Strecke ABC von der Geraden HF nicht

geschnitten werde.

94.�Ein harmonisches gerades Gebilde ABCD wird aus je-

dem ausserhalb der Geraden befindlichen Punkte S durch einen

harmonischen Strahlenbüschel projicirt, welcher nämlich von jeder

Geraden, die mit ihm in einerlei Ebene liegt, aber nicht durch

seinen Mittelpunkt geht, in einem harmonischen geraden Gebilde

Aj Bt Ci Di geschnitten wird.

. Man construire in einer Ebene, welche durch die Gerade

AB aber nicht durch den Punkt S geht, ein Viereck, so dass

zwei einander gegenüberliegende Seiten desselben im Punkte A,

die beiden übrigen Seiten im Punkte C sich schneiden, eine

Diagonale durch den Punkt B und also die andere durch den

Punkt D geht. Projicirt man nun dieses Viereck aus dem Punkte S

auf eine durch die Gerade A* Bi gehende Ebene, so erhält man

ein Viereck, von welchem zwei einander gegenüberliegende Sei-

ten im Punkte Alf die beiden übrigen Seiten im Punkte Οχ sich

schneiden, die eine Diagonale durch den Punkt Βχ und die

andere durch den Punkt Dx geht, was zu beweisen war.

95.�Ein harmonisches gerades Gebilde A B C D wird aus jeder

Axe s, welche mit ihm nicht in einerlei Ebene liegt, ein harmo-

nischer Strahlenbüschel also aus jedem ausserhalb seiner Ebene

befindlichen Punkte durch einen harmonischen Ebenenbüschel

projicirt, welcher nämlich von jeder Geraden, die seine Axe nicht

schneidet, in einem harmonischen geraden Gebilde Αχ Bj Ci DL

und also von jeder Ebene, die nicht durch seine Axe geht, in

einem harmonischen Strahlenbüschel geschnitten wird.

Man nehme in der Axe s zwei beliebige Punkte an und pro-

jicire aus dem einen das Gebilde ABCD und aus dem andern

das Gebilde Αχ Βχ Cx Dx, so erhält man zwei Strahlenbüschel,
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welche (74) Scheine eines und desselben dritten geraden Gebildes

A2 B2 C2D2 sind. Da nun das Gebilde AB CD harmonisch ist, so

gilt diese auch (94) von dem Gebilde A2B2C2D2 und mithin auch

von dem Gebilde AjBjCiD!.

96. Wenn A B C D ein harmonisches Gebilde ist, so sind auch

BCDA, CD AB, DABC, DCBA, CB AD, BADC, ADCB

harmonische Gebilde.

Es sey AB CD ein harmonisches gerades Gebilde, so kann

man ein Viereck EFGH construiren, so dass die Seiten EF, GH

im Punkte A, die Seiten FG, HE imPunkte C sich schneiden,

die Diagonale EG durch den Punkt B und die Diagonale FH

durch den Punkt D geht, woraus sogleich erhellt, dass auch ADCB,

CD AB, CBAD harmonische Gebilde sind. Es sey ferner K

der Schnittpunkt von EG und FH, so sind (90) EFC, DBK

zwei zu einander perspektivische Dreiecke, daher die drei Gera-

den ED, EB^ CK in einem und demselben Punkte L sich schnei-

den. Bemerkt man nun, dass von dem Vierecke EKFL zwei

einander gegenüberliegende Seiten im Punkte B, die beiden übri-

gen im Punkte D sich schneiden, die eine Diagonale durch A und

die andere durch C geht, so folgt, dass auch BADC, BCDA,

DABC, DCBA harmonische Gebilde sind.

- 97. Nach dem Bisherigen ist durch drei Elemente eines har-

monischen Gebildes und durch die Angabe, von welchem dersel-

ben das vierte getrennt ist, auch das vierte bestimmt. Wenn da-

her A B C D, abcd zwei ungleichartige harmonische Gebilde sind,

und die Elemente A, B, C bezüglich in den Elementen a, b, c

liegen, so ist das erstere Gebilde ein Schnitt des letztem.

Liegen drei Punkte A, B, C

eines harmonischen geraden Ge-

bildes ABCD in drei gegebe-

nen Ebenen, welche in einer und

derselben Geraden sich schnei-

den, so liegt auch der vierte

Punkt in einer gegebenen, durch

Schneiden drei Ebenen a, b, c

eines harmonischen Ebenenbü-

schels abcd eine Gerade in ge-

gebenen Punkten, so wird diese

Gerade auch von der vierten

Ebene in einem gegebenen Punk-

te geschnitten.

diese Gerade gehenden Ebene.

98. Je zwei'getrennte Elemente eines harmonischen Gebildes

sollen durch die beiden übrigen harmonisch getrennt heissen. Ist
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das eine von zwei harmonischen Gebilden ein Schnitt des andern,

so kann man auch sagen, dass je zwei getrennte Elemente eines

jeden durch die ihnen nicht entsprechenden Elemente des andern

harmonisch getrennt sind.

Durch zwei Ebenen find ei-

nen ausserhalb derselben befind-

lichen Punkt ist eine dritteEbene

bestimmt, welche durch die

Schnittlinie der beiden erstem

geht und jeden Punkt enthält,

der von dem gegebenen Punkte

durch die gegebenen Ebenen

harmonisch getrennt ist.

Durch eine Ebene und zwei

ausserhalb derselben befindliche

Punkte ist ein dritter Punkt be-

stimmt, in welchem jede Ebene,

welche von der gegebenen Ebene

durch die gegebenen Punkte har-

monisch getrennt ist, die durch

diese Punkte bestimmte Gerade

schneidet.

Man kann hier für die Ausdrücke: Ebene, Schnittlinie, die

Ausdrücke: Gerade, Schnittpunkt setzen, wenn man nur Ele-

mente einer und derselben Ebene betrachtet.

99. Die beiden Diagonalen eines ebenen Vierecks sind (93)

durch die beiden Punkte, £äie beiden Diagonalen, eines Vierkants

also durch die beiden Strahlen^ in deren jedem ein Paar Gegen-

seiten sich schneiden, harmonisch getrennt.

In einem vollständigen ebenen

Vierecke sind je zwei Gegen-

seiten durch die beiden Punkte,

in deren jedem von den vier

übrigen Seiten zwei einander

gegenüberliegende sich schnei-

den, harmonisch getrennt.

in einem vollständigen Vier-

seite sind je zwei Gegenpunkte

durch die beiden Geraden, de-

ren jede von den vier übrigen

Eckpunkten zwei einander ge-

genüberliegende verbindet, har-

monisch getrennt.

100. Wenn von zwei zu einander perspektivischen Dreiecken

das eine ABC um das andere AiB^ und also dieses in das

erstere beschrieben ist, so dass nämlich die Eckpunkte A^B^Ci

beziehlich in den Seiten BC, CA, AB liegen, so ist (99)

der Punkt S, welcher mit je

zwei homologen Eckpunkten in

einer und derselben Geraden

liegt, von jedem Punkte, in wel-

chem ein Paar homologe Seiten

sich schneiden, sowohl durch die

die Gerade u, welche je zwei

homologe Seiten in einem und

demselben Punkte schneidet, von

jeder Geraden, welche ein Paar

homologe Eckpunkte verbindet,

sowohl durch die übrigen Eck-
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übrigen Seiten des einen als auch

durch die übrigen Seiten des

andern Dreiecks harmonisch ge-

trennt.

Projicirt man den Punkt S

aus jedem Eckpunkte des Drei-

ecks Ba Ci auf die diesem

Eckpunkte gegenüberliegende

Seite, so erhält man die Eck-

punkte eines Dreiecks A2B2C2,

welches mit den beiden Drei-

ecken ABC, Aj BiCj perspek-

tivisch liegt, und in das letztere

beschrieben ist. Je drei homo-

loge Seiten der drei Dreiecke

schneiden sich in einem und

demselben Punkte 9 weil es in

jeder Seite des Dreiecks A* B±

CA nur einen Punkt giebt, wel-

cher durch die beiden übrigen

Seiten desselben vom Punkte S

harmonisch getrennt ist.

punkte des einen als auch durch

die übrigen Eckpunkte des an-

dern Dreiecks harmonisch ge-

trennt.

Projicirt man jeden Punkt, in

welchem die Gerade u von ei-

ner Seite des Dreiecks ABC ge-

schnitten wird, aus dem dieser

Seite gegenüberliegenden Eck-

punkte, so erhält man die Sei-

ten eines Dreiecks A1 B1 C1,

welches mit den beiden Drei-

ecken ABC, A1B1Ci perspek-

tivisch liegt, und um das erstere

beschrieben ist. Je drei homo-

loge Eckpunkte der drei Dreiecke

liegen in einer und derselben

Geraden, weil es durch jeden

Eckpunkt des Dreiecks ABC

nur eine Gerade giebt, welche

durch die beiden übrigen Eck-

punkte desselben von der Ge-

raden u harmonisch getrennt ist.

Durch irgend eines von den beiden Dreiecken A B C, Aa Bl C4

und irgend eines von den beiden Elementen S, u ist auch das

andere Dreieck, so wie auch das andere der erwähnten Elemente

bestimmt.

101. Wenn von zwei zu einander perspektivischen Tetraedern

das eine A B C D um das andere Ai Bi Ct D< und also dieses in

das erstere beschrieben ist, so dass nämlich die Eckpunkte A1?

Bi, Ci, Di beziehlich in den Flächen BCE, ACD, ABD, ABC

liegen, so ist (99)

der Punkt S, welcher mit je

zwei homologen Eckpunkten in

einer und derselben Geraden

liegt, von jedem Punkte, in

welchem einPaar homologe Kan-

die Ebene U, welche je zwei

homologe Flächen in einer und

derselben Geraden schneidet,

von jeder Ebene, welche ein Paar

homologe Kanten verbindet, so-
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ten sich schneiden, sowohl durch

zwei Flächen des einen als auch

durch zwei Flächen des andern

Tetraeders harmonisch getrennt.

Projicirt man den Punkt S

aus jedem Eckpunkte des Te-

traeders Αχ Bi Ci Dx auf die die-

semEckpunkte gegenüberliegen-

de Fläche; so erhält man die

Eckpunkte eines Tetraeders A2

B2 C2 D2, welches mit den bei-

den Tetraedern AB CD, AiBi

Ci Di perspektivisch liegt, und

in das letztere beschrieben ist.

Je drei homologe Kanten der

drei Tetraeder schneiden sich in

einem und demselben Punkte,

weil es in jeder Kante des Tetrae-

ders Ai Bx Ci Di nur einen Punkt

giebt, welcher durch die in der

gegenüberliegenden Kante sich

schneidendenFlächen vom Punk-

te S harmonisch getrennt ist.

wohl durch zwei Eckpunkte des

einen als auch durch zwei Eck-

punkte des andern Tetraeders

harmonisch getrennt.

Projicirt man jede Gerade, in

welcher die Ebene U von einer

Fläche des Tetraeders ABCD

geschnitten wird, aus dem die-

ser Fläche gegenüberliegenden

Eckpunkte, so erhält man die

Flächen eines Tetraeders ΑΉ1

C1Dl, welches mit den beiden

Tetraedern ABCD, AiB4C4 Di

perspektivisch liegt, und um das

erstere beschrieben ist. Je drei

homologe Kanten der drei Te-

traeder liegen in einerlei Ebene,

weil es durch jede Kante des

Tetraeders ABCD nur eine Ebe-

ne giebt, welche durch die in der

gegenüberliegenden Kante be-

findlichen Eckpunkte von der

EbeneU harmonisch getrennt ist.

Durch irgend eines von den beiden Tetraedern ABCD,

Aj Bi Ci Di und irgend eines von den beiden Elementen S, U ist

auch das andere Tetraeder so wie auch das andere von den

erwähnten Elementen bestimmt.

102. Versteht man unter der Projektion eines Punktes

auf eine Seite eines Dreiecks seine Projektion aus dem dieser

Seite gegenüberliegenden Eckpunkte und unter der Projektion

eines Punktes auf eine Kante eines Tetraeders seine Projektion

aus der derselben gegenüberliegenden Kante, so hat man (nach

100 und 101) folgende Sätze:

Wenn in jeder Seite eines Dreiecks zwei Punkte angenom-

men werden, welche durch die in derselben Seite befindlichen

Eckpunkte harmonisch getrennt sind, und von den sechs ange-

nommenen Punkten drei.
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die Projektionen eines und des-

selben Punktes sind, so sind die

drei übrigen die Spuren einer

und derselben Geraden.

die Spuren einer und derselben

Geraden sind, so sind die drei

übrigen die Projektionen eines

und desselben Punktes.

Wenn in jeder Kante eines Tetraeders zwei Punkte ange-

nommen werden, welche durch die in derselben Kante befind-

lichen Eckpunkte harmonisch getrennt sind, und von den zwölf

angenommenen Punkten sechs

die Projektionen eines und des-

selben Punktes sind, so sind

die sechs übrigen die Spuren

einer und derselben Ebene.

die Spuren einer und derselben

Ebene sind, so sind die sechs

übrigen die Projectionen eines

und desselben Punktes.

§. 9.

Projektivische Verwandtschaft zwischen einförmigen Gebilden.

103. Zwei einförmige Grundgebilde heissen zu einander pro-

jektivisch (λ), wenn sie so auf einander bezogen sind, dass je-

dem harmonischen Gebilde in dem einen ein harmonisches Ge-

bilde im andern entspricht.

Wenn von beliebig vielen Gebilden das zweite dem ersten,

jedes folgende einem der vorhergehenden projektivisch ist, so

sind alle zu einander projektivisch. Dieser Satz gilt nicht nur

von einförmigen, sondern auch, wie aus spätem Erklärungen her-

vorgehen wird, von andern Gebilden, daher er auch, um Wieder-

holungen zu vermeiden, sogleich allgemein ausgesprochen wurde.

104 Zwei projektivische einförmige Gebilde können über-

diess perspektivisch liegen. Es heissen'aber zu einander perspek-

tivisch, nämlich projektivisch und zugleich perspektivisch liegend:

«) ein gerades Gebilde und ein Büschel oder ein Strahlenbü-

schel und ein Ebenenbtischel, wenn das eine Gebilde ein

Schnitt des andern ist;

fi) zwei gerade Gebilde, wenn sie Schnitte eines und desselben

Strahlenbüschels sind;

y) zwei Strahlenbüsche], wenn sie entweder Scheine eines

und desselben geraden Gebildes oder Schnitte eines und

desselben Ebenenbtischels oder beides zugleich sind;

Staudt, Geometrie der Lage.�4.
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δ) zwei Ebenenbüsche], wenn sie Scheine eines und desselben

Strahlenbüschels sind.

105. Projicirt man in einer Ebene

ein gerades Gebilde u aus zwei

Punkten S*, S2 auf eine und

dieselbe andere Gerade v, so

erhält man zwei zu einander

projektivische gerade Gebilde

ui, u2, welche in einer und der-

selben Geraden v liegen und

einen oder zwei Punkte ent-

sprechend gemein haben, je

nachdem die Geraden u, v,

Sx S2 in einem Punkte oder in

drei Punkten sich schneiden.

zwei gerade Gebilde, welche

Schnitte eines und desselben

Strahlen büscheis sind, aus einem

und demselben andernPunkte, so

erhält man zwei zu einander pro-

jektivischeStrahlenbüschel, wel-

che concentrisch sind und einen

oder zwei Strahlen entsprechend

gemein haben, je nachdem der

Schnittpunkt der geraden Ge-

bilde mit den beidenMittelpunk-

ten der drei Büschel in einer

oder nicht in einer und der-

selben Geraden liegt.

Dem Punkte A* des Gebildes u* entspricht der Punkt A2 des

Gebildes u2, wenn die Strahlen St Au S2 A2 die Gerade u in

einem und demselben Punkte A schneiden. Die drei Gebilde u,

Uj, u2 haben also den Punkt u v, die beiden Gebilde uj, u2 aber,

wenn die Gerade v von der Geraden Sj S2 in einem von u v

verschiedenen Punkte geschnitten wird, auch noch diesen Punkt

entsprechend gemein.

106. Wenn zwei projektivische einförmige Gebilde drei Ele-

mente entsprechend gemein haben, so haben sie alle ihre Ele-

mente entsprechend gemein.

Es ist hier hinreicheftd, zwei projektivische gerade Gebilde

zu betrachten, welche in einer und derselben Geraden liegen.

Haben nun die Gebilde die Punkte A, B und jeden Punkt der

Strecke »AB entsprechend gemein, so haben sie auch (103) jeden

Punkt, welcher von einem Punkte dieser Strecke durch die Punkte

A, B harmonisch getrennt ist, nämlich jeden Punkt der Strecke

B'A entsprechend gemein. Würden aber die Gebilde keine ste-

tige Aufeinanderfolge von Elementen, jedoch mehr als zwei ein-

zelne Elemente entsprechend gemein haben, so würde, wenn A; B

zwei aufeinanderfolgende sind, die eine von den beiden Strecken
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AB, B*A gar kein, die andere aber wenigstens ein sieb selbst

entsprechendes Element P enthalten, was auf einen Widerspruch

führt, da es in der Strecke AB einen Punkt Q giebt, welcher

vom Punkte P durch die Punkte A, ß harmonisch getrennt ist.

Zwei projektivische einförmige Gebilde können also, wenn nicht

jedes Element des einen mit dem homologen Elemente des andern

zusammenfallen soll, höchstens zwei Elemente entsprechend ge-

mein haben.

107. Wenn ein gerades Gebilde und ein Büschel oder ein

Strahlenbüschel und ein Ebenenbüschel zu einander projektivisch

sind, und drei Elemente des einen Gebildes in den ihnen ent-

sprechenden Elementen des andern liegen (also das eine Gebilde

mit einem Schnitte der andern drei Elemente entsprechend ge-

mein hat), so ist (106) das eine Gebilde ein Schnitt des andern.

108. Wenn zwei projektivi-

sche gerade Gebilde u, ul9 wel-

che in einerlei Ebene, aber nicht

in einer und derselben Geraden

liegen, ihrenSchnittpunkt A ent-

sprechend gemein haben, so sind

sie Schnitte eines und desselben

Strahlenbüschels. — Es sei S

der Schnittpunkt von zwei Ge-

raden BBi, CCi, deren jede

einen Punkt des Gebildes u mit

dem homologen Punkte des Ge-

bildes uj verbindet. Da nun

(103) der Strahlenbüschel, wel-

cher aus dem Punkte S das ge-

rade Gebilde ut projicirt, auch

dem geraden Gebilde u projek-

tivisch ist, und drei Punkte A,

B, C dieses Gebildes in den ho-

mologen Strahlen des Büschels

liegen, so folgt der Satz aus 107.

Haben zwei projektivische

Strahlenbüschel, welche concen-

Wenn zwei projektivische

Strahlenbüschel S,Si, weichein

einerlei Ebene liegen, aber nicht

concentrisch sind, den Strahl a,

welcher ihre Mittelpunkte ver-

bindet, entsprechend gemein ha-

ben, so sind sie Scheine eines

und desselben geraden Gebil-

des.—Man verbinde denSchnitt-

punkt b bi von zwei homologen

Strahlen mit dem Schnitt-

punkte c ct von zwei andern ho-

mologen Strahlen durch eine Ge-

rade. Danun (103) der Schnitt u

des Büschels SA mit jener Ge-

raden auch dem Büschel S pro-

jektivisch ist, und drei Strahlen

a, b, c dieses Büschels durch

die ihnen entsprechenden Punkte

des geraden Gebildes u gehen,

I so folgt der Satz aus 107.

i Haben zwei projektivisehe

j Ebenenbüschel, deren Axensich

4*



﻿52

irisch sind, aber in zwei Ebenen

liegen, die Schnittlinie dieser

Ebenen entsprechend gemein, so

sind sie Schnitte eines nnd des-

selben Ebenenbüschels.

109. Wenn zwei projektivi-

scbe gerade Gebilde in einerlei

Ebene, aber nicht in einer nnd

derselben Geraden liegen, und

von den Geraden, deren jede

ein Paar homologe Punkte ver-

bindet, irgend drei in einem

Punkte sich schneiden, so sind

die beiden geraden Gebilde

Schnitte eines und desselben

Strahlenbüsehels. Sind also

zwei sich schneidende gerade

Gebilde projektivisch, ohne per-

spektivisch zu liegen, so schnei-

den sich von den Geraden, deren

jede ein Paar homologe Punkte

verbindet, keine drei in einem

Punkte.

schneiden, die durch diese Li-

nien bestimmte Ebene entspre-

chend gemein, so sind sie Scheine

eines und desselben Strahlen-

büschels.

Wenn zwei projektivischeStrah-

lenbüschel in einerlei Ebene lie-

gen, aber nicht eoncentrisch sind,

und von den Punkten, in deren

jedem ein Paar homologe Strah-

len sich schneiden, irgend drei

in einer Geraden liegen, so sind

die beiden Büschel Scheine ei-

nes und desselben geraden Ge-

bildes. Sind also zwei in ei-

nerlei Ebene liegende, nicht con-

centrische Strahlenbüschel pro-

jektivisch, ohne perspektivisch

zu liegen, so liegen von den

Punkten, in deren jedem ein

Paar homologe Strahlen sich

schneiden, keine drei in einer

Geraden.

Die Beweise dieser Sätze, welchen zwei Sätze aus der Geo-

metrie des Strahlenbündels entsprechen, stimmen mit den vo-

rigen ganz überein.

110. Will man zwei einförmige Grundgebilde projektivisch

auf einander beziehen, so kann man zu drei Elementen des einen

drei Elemente des andern, welche jenen entsprechen sollen, nach

Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem Elemente des

einen Gebildes ein Element im andern zugewiesen ist.

I. Sollen zwei sich schneidende gerade Gebilde u, uA pro-

jektivisch so aufeinander bezogen werden, dass sie ihren Schnitt-

punkt A entsprechend gemein haben und den Punkten B, C des

einen die Punkte Βΐ9 Cj des andern entsprechen, so muss (108)

das eine eine Projektion des andern aus dem Punkte sein, in

welchem die Geraden BBX, CCi sich schneiden.
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und derselben Geraden liegen, projektivisch so auf einander be-

zogen werden, dass den Punkten A, B, C des erstem die Punkte

A2, B2, C2 des letztem entsprechen, so projicire man aus einem

Punkte S, welcher ausserhalb der beiden Gebilde, aber mit zwei

Punkten A, A2, die einander entsprechen sollen, in einer und

derselben Geraden liegt, das Gebilde u2 auf eine Gerade uA, wel-

che die Gerade u im Punkte A und die Gerade u2 in irgend ei-

nem von A2 verschiedenen Punkte schneidet. Da nun die gera-

den Gebilde ui, u2 projektivisch auf einander bezogen sind, so

ist dieser Fall auf den vorigen, nämlich darauf zurückgeführt, die

Gebilde u, uA projektivisch so auf einander zu beziehen, dass

den Punkten A, B, C des erstem die Punkte A, BA, CA des

letztem entsprechen, welche von den Punkten A2, B2, C2 die

Projektionen sind. Gehen die drei Geraden AA2, BB2, CC2

durch einen und denselben Punkt M, so muss (109) u eine

Projektion von u2 aus dem Punkte M sein.

III.�Sollen zwei gerade Gebilde u, U3, welche in einer und

derselben Geraden liegen, projektivisch so auf einander .bezogen

werden, dass den Punkten A, B, C des erstem die Punkte A3,

B3; C3 des letztem entsprechen, so darf man nur, um diesen

Fall auf II zurückzuführen, das Gebilde u3 auf irgend eine an-

dere Gerade u2 projiciren. Ist etwa A mit A3 identisch, so

kann man diesen Fall, indem man die Projektionslinie durch

den Punkt A legt, sogleich auf I zurückführen.

IY. Die Fälle, in welchen ein gerades Gebilde und ein Bü-

schel oder zwei Büschel projektivisch so auf einander bezogen

werden sollen, dass drei bestimmten Elementen des einen Gebil-

des drei bestimmte Elemente des andern entsprechen, lassen sich,

da für jeden Büschel sein Schnitt mit einer Geraden substituirt

werden kann, auf die bereits betrachteten zurückführen.

111. Zwei projektivische ge-

rade Gebilde u, 11A, welche in

einer und derselben Geraden

liegen und einen Punkt A ent-

sprechend gemein haben, kön-

nen als Projektionen eines und

Zwei projektivische concentri-

sche Strahlenbüschel S, SA, wel-

che in einerlei Ebene liegen und

einen Strahl a entsprechend ge-

mein haben, können als Scheine

von zwei geraden Gebilden be-
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desselben dritten geraden Ge-

bildes betrachtet werden. Pro-

jicirt man nämlich das gerade

Gebilde n aus irgend einemPunk-

te M und das gerade Gebilde ui

aus einem andern Punkte Mj

der Geraden Μ A, so erhält man

zwei zu einander projektivische

Strahlenbüschel, welche den

Strahl M Mt entsprechend ge-

mein haben und also (108)

Scheine eines und desselben

dritten Gebildes u2 sind.’

trachtet werden, welcheSchnitte

eines und desselben dritten Bü-

schels sind. Wird nämlich der

Büschel S von irgend einer Ge-

raden v und der Büschel Sj von

einer andern durch den Punkt

av gehenden Geraden Vj ge-

schnitten, so erhält man zwei

zu einander projektivische ge-

rade Gebilde, welche den Punkt

Wj entsprechend gemein haben

und also Schnitte eines und des-

selben Strahlenbüschels sind.

Wenn die Gerade u2, welche von je zwei homologen Strah-

len MB, Mi Bt der Büschel M, Mt in einem und demselben

Punkte geschnitten wird, nicht durch den Punkt A geht, so ha-

ben die Gebilde u, ut noch einen Punkt entsprechend gemein.

Sollen also zwei in einer und derselben Geraden befindliche ge-

rade Gebilde (oder zwei concentrische Strahlenbüschel, welche

in einerlei Ebene liegen, oder zwei Ebenenbtischel, welche eine

gemeinschaftliche Axe haben) projektivisch so aufeinander bezogen

werden, dass sie nur ein Element A, welches gegeben ist, ent-

sprechend gemein haben, so kann man nur noch zu einem Ele-

lemente B des einen Gebildes das homologe Element By des an-

dern nach Belieben annehmen.

In 104 wurde noch nicht beachtet, dass projektivische gerade

Gebilde in einer und derselben Geraden liegen können. Zwei

solche Gebilde heissen perspektivisch liegend, wenn wenigstens

ein Element des einen mit dem homologen'Elemente des andern

zusammenfällt. Eben so heissen zwei Strahlenbüschel, welche con-

centrisch sind und zugleich in einerlei Ebene liegen, so wie auch

zwei Ebenenbüschel, welche eine gemeinschaftliche Axe haben,

perspektivisch liegend, wenn sie wenigstens ein Element ent-

sprechend gemein haben.

112. Aus 110 geht hervor, dass zwei projektivische gerade

Gebilde, wenn sie auch nicht Schnitte eines und desselben Strah-

lenbüschels sind, doch als das erste und letzte von drei oder vier
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folgende eine Projektion des vorhergehenden aus einem Punkte ist.

Es ist hierdurch nicht nur der Ausdruck „projektiviseh“ erklärt,

sondern zugleich bewiesen, dass jeder stetigen Aufeinanderfolge

von Elementen in dem einen von zwei zu einander projekti-

visehen einförmigen Gebilden eine stetige Aufeinanderfolge von

Elementen im andern entspricht.

Wenn in zwei zu einander projektivischen einförmigen Gebil-

den u, ui zwei homologe Elemente sich bewegen, so dass sie

nämlich immer homologe Elemente bleiben, so muss, wenn das

eine Element das Gebilde u beschreibt, das andere das Gebilde uA

beschreiben. Sind u, Uj zwei in einer und derselben Geraden

liegende gerade Gebilde oder zwei concentrische Strahlenbüschel

welche überdies in einerlei Ebene liegen, oder zwei Ebenenbü-

schel, welche eine gemeinschaftliche Axe haben, so sollen sie ein-

stimmig- oder entgegengesetzt-projektivisch heissen, je nachdem

zwei sich bewegende homologe Elemente in einem und demselben

Sinne oder im entgegengesetzten Sinne sich bewegen. Im letztem

Palle haben die Gebilde offenbar zwei Elemente entsprechend ge-

mein, durch welche je zwei homologe Elemente getrennt sind.

Liegt ein Stück AB (eine Strecke AB oder ein Winkel AB) des

Gebildes u in dem ihm entsprechenden Stücke A* Bi des Gebil-

des ui5 ohne dass eines von den beiden Elementen A, B mit

dem ihm entsprechenden Elementen zusammenfällt, so kann man

ebenfalls schliessen, dass die Gebilde zwei Elemente entsprechend

gemein haben, von welchen das eine in dem Stücke AB und

das andere in dem Stücke Aj/B* liegt, welches dem Stücke A’B

entspricht.

113 Wenn einem Dreiecke ein anderes einbeschrieben ist,

so giebt es unendlich viele Dreiecke, deren jedes in das letztere

und zugleich um das erstere beschrieben ist.

Bezieht man nämlich (110) die drei geraden Gebilde, welche

die Seiten des letztem Dreiecks zu Trägern haben, projektivisch

s<* aufeinander, dass sie von jeder Seite des erstem Dreiecks in

homologen Punkten geschnitten werden, so sind je drei andere

homologe Punkte die Eckpunkte eines Dreiecks, welches in das

letztere und zugleich (108) um das erstere beschrieben ist.
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114. Wenn die n Eckpunkte

eines ebenen nEeks in festen

Geraden sich bewegen, welche

alle durch einen und denselben

Punkt S gehen, während η — 1

Seiten desselben um festePunkte

sich drehen, so dreht sich auch

(108) die noch übrige Seite um

einen festfen Punkt. Die nEck-

punkte des nEcks sind nämlich

homologe Punkte von n zu ein-

ander projektivischen geraden

Gebilden, welche alle den Punkt

S entsprechend gemein haben.—

Zwei nicht aufeinanderfolgende

Eckpunkte können auch in ei-

ne r Geraden sich bewegen. Be-

wegen sie sich aber in zwei

Geraden, so dreht sich auch

die sie verbindende Diagonale

um einen festen Punkt.

Ein besonderer Pall vom Satze rechter Hand ist:

Wenn die Richtungen der vier Seiten eines ebenen Vierecks

gegeben sind, und drei Eckpunkte in gegebenen eigentlichen

Geraden liegen, von welchen keine mit einer von den beiden

Seiten, deren Schnittpunkt sie enthält, einerlei Richtung hat,

so liegt auch der vierte Eckpunkt des Vierecks in einer gege-

benen Geraden.

115. Wenn zwei projektivisch gerade Gebilde u, U* nicht in

einerlei Ebene liegen, so erfüllen die Geraden (V), deren jede

ein Paar homologe Punkte verbindet, eine geschlossene Regel-

fläche R, welche auch noch von einer andern Schaar U von

Geraden erfüllt wird.

Jede Gerade der einen Schaar schneidet jede Gerade der

andern Schaar, während von den Geraden, welche einer und

derselben Schaar angehören, keine zwei sich schneiden.

Wenn in einer Ebene die

nSeiten eines nEcks um feste

Punkte sich drehen, welche alle

in einerund derselben Geraden u

liegen, während n—1 Eckpunkte

in festen Geraden sich bewegen,

so bewegt sich auch der noch

übrige Eckpunkt in einer festen

Geraden. Die Seiten des n Ecks

sind nämlich homologe Strahlen

von n zu einander projektivi-

schen Strahlenbüscheln, welche

alle den Strahl u entsprechend

gemein haben. — Zwei nicht

aufeinanderfolgende Seiten kön-

nen auch um einen Punkt sich

drehen. Drehen sie sich aber

um zwei Punkte, so bewegt

sich auch ihr Schnittpunkt in

einer festen Geraden.
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Jeder Punkt, welcher in

einer Geraden der einen Schaar

liegt, liegt auch in einer Gera-

den der andern Schaar.

Jede Ebene, welche durch eine

Gerade der einen Schaar geht,

geht auch durch eine Gerade

der andern Schaar.

Es seien v, vly v2 drei Gerade der Schaar V. Projicirt man

nun die geraden Gebilde u, uj aus einer Axe u2, welche die drei

Geraden v, v*, v2 schneidet, so erhält man zwei zu einander

projektivische Ebenenbüschel, welche die drei Ebenen u2v, u2Vi,

u2v2 und folglich (106) alle ihre Elemente entsprechend gemein

haben, daher jede Gerade der Schaar V, weil die homologen

Punkte, die sie verbindet, mit der Geraden u2 in einerlei Ebene

liegen, diese Gerade schneidet, und umgekehrt jede Gerade, wel-

che die drei Geraden u, ii*, u2 schneidet, der Schaar V ange-

hört, mithin jeder Punkt der Geraden u2 in einer Geraden dieser

Schaar liegt. Was aber so eben von der Geraden u2 gesagt

wurde, gilt von jeder Geraden, welche irgend drei Gerade der

Schaar V schneidet (der Schaar U angehört).

Zwei projektivische Ebenenbüschel u, u^, deren Axen u, ^

nicht in einerlei Ebene liegen, erzeugen ebenfalls eine Regelfläche

der obigen Art. Jede Gerade nämlich, in welcher ein Paar ho-

mologe Ebenen der Büschel sich schneiden, verbindet auch ein Paar

homologe Punkte der geraden Gebilde u, u1; von welchen das

erstere ein Schnitt des Büschels ux mit der Geraden u und das

letztere ein Schnitt des Büschels u mit der Geraden uA ist.

Anstatt von zwei zu einander projektivischen Gebilden aus-

zugehen, kann man auch drei Gerade u, u1? u2 annehmen, von

welchen keine zwei in einerlei Ebene liegen. Durch jede Gerade

v, welche die drei angenommenen Geraden schneidet, sind drei

Ebenen vu, vu1} vu2 und drei Punkte vu, vuA, vu2 bestimmt.

Nennt man nun je sechs solche Elemente einander entsprechend,

so hat man die drei Ebenenbüschel u, uj, u2 und die drei gera-

den Gebilde u, ux, u2 projektivisch aufeinander bezogen.

116. Werden zwei Gebilde G, Gj, von welchen etwa jedes

nur aus einzelnen Elementen besteht, projektivisch genannt, so

heisst diess nicht anderes, als dass zwei Grundgebilde projektivisch

so aufeinander bezogen werden können, dass dem Gebilde G in

dem einen das Gebilde G* im andern entspricht. Ist also AB CD
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abcd, so ist auch BCDA A BCDA, ACDB A acdb

u. s. w.

Zwei einförmige Gebilde, deren jedes aus drei Elementen be-

steht, sind (110) immerzu einander projektivisch. Die Aussage

aber, dass zwei einförmige Gebilde ABCDE . . ., abcde..

deren jedes aus n Elementen besteht, zu einander projektivisch

sind, vertritt, da durch das eine Gebilde und drei Elemente des.

andern auch die Übrigen Elemente des andern bestimmt sind, die

Stelle von n—3 von einander unabhängigen Aussagen, in deren

jeder nämlich nur vier Elemente des einen Gebildes und vier Ele-

mente des andern in Betrachtung kommen. Ist z. B.

1)�ABCD�A�abcd

und�2)�ACDE�a�acde

so ist�auch�ABCDE a abcde

mithin�auch�ABDE�A�abde

BCDE A bcde

u. s. w.

Ist ferner 3) CDEF A cdef

so ist auch ABCDEF A abcdef

ADEF a adef

u. s. w.

117.�Alle harmonischen Gebilde sind (nach 110 und 103)

zu einander projektivisch. Und wenn das eine von zwei zu

einander projektivischen einförmigen Gebilden, deren jedes aus

vier Elementen besteht, harmonisch ist, so ist auch das andere

harmonisch.

118.�Wenn das eine von zwei zu einander projektivischen

einförmigen Gebilden A.BCD, CBAD, deren jedes aus vier

Elementen besteht, aus dem andern durch Vertauschung zweier

Elemente hervorgeht, so sind diese durch die beiden übrigen

harmonisch getrennt.

Es sei ABCD ein gerades Gebilde und HK FD seine Pro-

jektion auf eine andere durch den Punkt D gehende Gerade aus

einem Punkte G. Wenn nun CBAD A ABCD und mithin auch

CB AD A HKFD ist, so schneiden sich (108) die Geraden CH,

BK, AF in einem und demselben Punkte, woraus (93) der Satz

folgt. Bemerkt wird noch, dass (116) die Aussagen: ABCD A
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CBAD, ACBD A C ABI), BDAC * BDCA u. s. w. alle mit

einander übereinstimmen.

119.�Jedes einförmige Gebilde ABCD, welches aus vier

Elementen besteht, ist, wenn zwei derselben, so wie auclr^die

beiden übrigen mit einander vertauscht werden, dieser seiner

Permutation projektivisch.

Es sei ABCD ein gerades Gebilde, EPGD seine Projek-

tion auf eine andere durch den Punkt D gehende Gerade aus

einem Punkte M und N der Schnittpunkt der Geraden MC, AF,

so ist von den vier Gebilden ABCD, EFGD, MNGC, BADC

das zweite eine Projektion des ersten aus dem Punkte M, das

dritte eine Projektion des zweiten aus dem Punkte A und das

vierte eine Projektion des dritten aus dem Punkte F, daher auch

ABCD A BADC ist. Eben so wird bewiesen, dass ABCD A

CD AB A DCBA (oder ACBD Λ CADB und ADBC Λ

DA CB) ist.

Ist also abcd A ABCD, so ist auch abcd A BADC A

CD AB a DCBA.

120.�Wenn zwei projektivische einförmige Gebilde MN AB,

MNAj[B, deren jedes aus vier Elementen besteht, zwei Ele-

mente entsprechend gemein haben, und von den vier übrigen

Elementen zwei, welche weder einander entsprechen noch einem

und demselben von den beiden Gebilden angehören, mit einander

vertauscht werden, so entstehen wieder zwei projektivische Ge-

bilde MNAAi, MNBB!.

Es seien Μ N A B, Μ N Aj Bt zwei projektivische gerade Ge-

bilde, so sind die beiden Strahlenbtischel, von welchen der eine

das gerade Gebilde MN AB aus einem Punkte S und der andere

das gerade Gebild MNAiBj aus einem andern Punkte SA der

Geraden MS projicirt, Scheine eines und desselben dritten gera-

den Gebildes M2 N A2 B2. Bemerkt man nun, dass die Gebilde

ΜNAAi, ΜΝΒΒΑ Projektionen des Gebildes MM2SSj aus den

Punkten A2, B2 sind, so folgt der Satz.

Liegen die Punkte A, A* in der Strecke MN, die Punkte

B, Bi aber in der Strecke M'N, so muss, wenn in der erstem

Strecke auf den Punkt A der Punkt At folgt, in der letztem

auf den Punkt B der Punkt Bi oder, was dasselbe ist, in der
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Strecke N’M auf den Punkt Bj der Punkt B folgen. Es sind

alsdann MANB, MA^Bi homologe Gebilde von zwei einstim-

mig-perspektivischen, hingegen MAAaN, MBBiN homologe

Gebilde von zwei entgegengesetzt - perspektivischen Grundge-

bilden.

§. 10.

Projektivische Verwandtschaft zwischen Grundgebilden der zweiten Stufe

und zwischen räumlichen Systemen.

121. Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe oder auch zwei

,�(collineär)

räumliche Systeme heissen |recjprok |» wenn sie so aufeinander

bezogen sind, dass je zwei ungleichartigen Elementen P, q des

einen Systems, von welchen das erstere P im letztem liegt, zwei

ungleichartige Elemente Pt, des andern entsprechen, von wel-

(ebenfalls im letztem liegt)

chen das erstere P< < ,�, ,�, , ,�. A >. Wenn also den

( durch das letztere geht )

Elementen A, B des einen Systems die Elemente Aj, Bt des

andern entsprechen, und durch die beiden erstem Elemente ein

drittes Element A B bestimmt ist, so muss auch durch die Ele-

mente Aj,Bj ein Element Aj Bj bestimmt sein, welches dem

Elemente AB entspricht.

Zwei Systeme, welche einem und demselben dritten reciprok

sind, sind unter sich collineär, daher in der Betrachtung von re-

ciproken Systemen die Betrachtung von collineären Systemen,

wenn nicht auf eine besondere Lage derselben Rücksicht genom-

men wird, begriffen ist. Handelt es sich nur von Grundgebil-

den der zweiten Stufe, so kann man, wenn ihre Lage zu ein-

ander nicht in Betrachtung kommt, für jeden Büschel irgend

einen Schnitt desselben substituiren, damit man es nur mit

ebenen Systemen zu thun habe.

In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jedem gera-

den Gebilde ein Strahlenbüschel, jedem vollständigen nEcke ein

vollständiges nSeit u. s. w. In zwei reciproken räumlichen Sy-

stemen entspricht jedem geraden Gebilde ein Ebenenbüschel, je-
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dem Strahlenbüschel ein Strahlenbmchel, jedem ebenen Systeme

ein ihm reciproker Strahlenbündel, jedem vollständigen ebenen

nEcke ein vollständiges nSeit im Strahlenbündel, jedem vollstän-

digen ebenen n Seite ein vollständiges nKant u. s. w.

122. Zwei Systeme, welche entweder collineär oder reciprok

sind, heissen auch zu einander projektivisch, weil in beiden

Fällen jedem harmonischen Gebilde in dem einen Systeme ein

harmonisches Gebilde im andern entspricht, und also (103) je

zwei homologe einförmige Gebilde zu einander projektivisch sind.

So entspricht z. B. in zwei reciproken ebenen Systemen jedem

harmonischen geraden Gebilde ABCD ein harmonischer Strah-

lenbüschel A] B1 CA Dj, da jedem vollständigen Vierecke, von

welchem ein Paar Gegenseiten im Punkte Ά, ein Paar Gegen-

seiten im Punkte C sich schneiden, eine Seite durch den Punkt

B und eine Seite durch den Punkt D geht, ein vollständiges

Vierseit entspricht, von welchem jede der Geraden Αχ, Ci ein

Paar Gegenpunkte, jede der Geraden Βχ, aber einen der

übrigen Eckpunkte enthält.

In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jeder Strecke

A B ein Winkel Αχ Βχ, jeder Geraden, welche die Strecke A B

schneidet, ein Punkt, welcher in dem Winkel Αχ Bi liegt, u. s. w.

In zwei reciproken räumlichen Systemen entspricht jeder Strecke

A B ein Flächenwinkel Αχ Βχ, jeder Ebene, welche die Strecke

A B schneidet, ein Punkt, welcher in dem Flächenwinkel Aj Βχ

liegt, jedem ebenen Winkel, welcher die Strecke AB projicirt,

ein ebener Winkel, welcher von dem Flächen winkel Αχ Βχ ein

Schnitt ist, u. s. w.

Haben zwei projektivische Systeme drei Elemente eines und

desselben einförmigen Gebildes entsprechend gemein, so haben

sic (106) alle Elemente desselben entsprechend gemein.

123 Wenn zwei collineäre Grundgebilde der zweiten Stufe

vier gleichartige Elemente, von welchen keine drei einem und

demselben einförmigen Grundgebilde angehören, entsprechend ge-

mein haben, so haben sie alle ihre Elemente entsprechend gemein.

Haben z. B. zwei collineäre ebene Systeme die vier Eckpunkte

und also auch (121) die sechs Seiten eines vollständigen Vierecks

entsprechend gemein, so haben sie (122) jede Gerade, welche
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durch einen Eckpunkt des Vierecks geht, und mithin jeden Punkt

(Schnittpunkt von zwei solchen Geraden) entsprechend gemein.

Es gehört hieher auch noch folgender Satz:

Wenn ein ebenes System einem Strahlenbündel collineär ist,

und vier gleichartige Elemente des erstem Systems, von welchen

keine drei einem und demselben einförmigen Grundgebilde ange-

hören, in den homologen Elementen des letztem liegen, so ist

das ebene System ein Schnitt des Strahlenbündels.

124.�Wenn zwei collineäre räumliche Systeme vier gleichar-

tige Elemente, von welchen keine drei einem und demselben ein-

förmigen Grundgebilde, welche aber alle vier einem und dem-

selben Grundgebilde der zweiten Stufe angehören, entsprechend

gemein haben, so haben sie (123) alle Elemente dieses Gebildes

entsprechend gemein. Haben zwei collineäre Systeme fünf

Punkte, von welchen keine vier in einerlei Ebene liegen, oder

fünf Ebenen, von welchen keine vier durch einen und denselben

Punkt gehen, entsprechend gemein, so haben sie alle Elemente

entsprechend gemein. Die beiden Systeme haben nämlich, um

nur den einen Pall zu betrachten, jede Gerade, welche zwei

der fünf Punkte verbindet, mithin nach dem erstem Satze auch

jede Gerade, welche durch einen der fünf Punkte geht, und

folglich jeden Punkt (Schnittpunkt von solchen Geraden) ent-

sprechend gemein.

125.�Zwei collineäre Systeme können tiberdiess perspektivisch

liegen. Es heissen nämlich zu einander perspektivisch:

a)�ein ebenes System und ein ßtrahlenbündel, wenn das

erstere System ein Schnitt des letztem ist.

b)�Zwei ebene Systeme, welche nicht in einerlei Ebene liegen,

wenn sie Schnitte eines und desselben Strahlenbündels sind.

c)�Zwei in einerlei Ebene liegende collineäre Systeme, wenn sie

ein gerades Gebilde und einen Strahlenbüschel (alle Ele-

mente dieser Gebilde) entsprechend gemein haben.

d)�Zwei nicht concentrische Strahlenbündel, wenn sie Scheine

eines und desselben ebenen System sind.

e)�Zwei collineäre concentrische Strahlenbündel, wenn sie

einen Strahlenbüschel und einen Ebenenbüschel entspre-

chend gemein haben.
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f) Zwei collineäre räumliche Systeme, wenn sie ein ebenes Sy-

stem und einen Strahlenbündel entsprechend gemein haben.

Aus diesen Erklärungen folgt, dass in zwei perspektivischen

Systemen je zwei homologe einförmige Gebilde und in zwei per-

spektivischen räumlichen Systemen auch je zwei homologe Grund-

gebilde der zweiten Stufe zu einander perspektivisch sind.

126.�Wenn zwei collineäre

ebene Systeme, welche nicht in

einerleiEbene liegen, drei Punk-

te und folglich (122) alle Punkte

ihrer Schnittlinie entsprechend

gemein haben, so sind sie

Schnitte eines und desselben

Strahlenbündels. Da nämlich

(68) von den Geraden, deren

jede ein Paar homologe Punkte

verbindet, je zwei sich schnei-

den, so gehen (69) alle durch

einen und denselben Punkt.

127.�Projicirt man ein ebenes

System aus zwei Punkten auf

eine und dieselbe andere Ebene,

so erhält man zwei perspekti-

vische ebene Systeme, welche

in einerlei Ebene liegen. Die

drei Systeme haben ein gerades

Gebilde, die beiden letztem

auch noch den Strahlenbüschel

entsprechend gemein, dessen

Mittelpunkt mit den beiden Pro-

jektionspunkten in einer und

derselben Geraden liegt.

128.�Zwei in einerlei Ebene liegende collineäre Systeme,

welche

ein gerades Gebilde entspre-

chend gemein haben, haben

auch einen Strahlenbüschel ent-

Wenn zwei collineäre nicht

concentrische Strahlenbündel

drei Ebenen und folglich alle

Ebenen, welche beiden angehö-

ren, entsprechend gemein haben,

so sind sie Scheine eines und

desselben ebenen Systems. Da

nämlich von den Geraden, in

deren jeder ein Paar homologe

Ebenen sich schneiden, je zwei

in einerlei Ebene liegen, so

liegen alle in einer und der-

selben Ebene.

Projicirt man zwei ebene Sy-

steme , welche Schnitte eines

und desselben Strahlenbündels

sind, aus einem und demselben

andern Punkte, so erhält man

zwei perspektivische Strahlen-

bündel , welche concentrisch

sind. Die drei Bündel haben

einen Ebenenbüschel, die beiden

letztem auch noch den Strah-

lenbüschel entsprechend gemein,

welcher die Schnittlinie der bei-

den ebenen Systeme projicirt.

einen Strahlenbüschel S ent-

sprechend gemein haben, haben

auch ein gerades Gebilde ent-
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sprechend gemein. — Projicirt

man nämlich das eine System

aus irgend einem Punkte M und

das andere aus einem andern

Punkte der Geraden SM, so

erhält man (126) zwei Strah-

lenbündel, welche Scheine eines

und desselben dritten ebenen

Systems sind, woraus (127) der

Satz folgt.

Aus diesen Beweisen und dem vorigen Satze geht hervor,

dass die Erklärung 125, c mit der in 89 übereinstimmt.

Haben zwei collineäre concentrische Strahlenbtindel einen

Strahlenbüschel entsprechend gemein, so haben sie auch einen

Ebenenbüschel entsprechend gemein; und umgekehrt.

129. Will man zwei Grundgebilde der zweiten Stufe pro-

jektivisch aufeinander beziehen, so darf man nur auf zwei ein-

förmige Grundgebilde A, B des einen, welche ein Element AB

gemein haben, zwei einförmige Grundgebilde A1? Bx des andern,

welche ebenfalls ein Element Aj B* gemein haben, projektivisch

so beziehen, dass das gemeinschaftliche Element A^Bl der bei-

den letztem Gebilde als Element eines jeden dem gemeinschaft-

lichen Elemente der beiden erstem entspricht.

I. Sollen zwei ebene Systeme U, Ui reciprok aufeinander

bezogen werden, so darf man nur auf zwei Strahlenbüschel A, B

des einen zwei gerade Gebilde Αχ, Βχ des andern projektivisch

so beziehen, dass der Schnittpunkt Αχ Βχ der beiden geraden

Gebilde als Punkt eines jeden dem gemeinschaftlichen Strahle AB

der beiden Büschel entspricht. Jedem Punkte, in welchem ein

Strahl des Büschels A von einem Strahle des Büschels B ge-

schnitten wird, entspricht eine Gerade, deren Spuren in den Ge-

raden Ai, Βχ jenen Strahlen entsprechen. Jedem geraden Ge-

bilde s, welches entweder ein Schnitt des Büschels A mit einer

durch den Punkt B gehenden Geraden oder ein Schnitt des Bü-

schels B mit einer durch den Punkt A gehenden Geraden oder

ein gemeinschaftlicher Schnitt von beiden ist, entspricht ein Strah-

lenbüschel Si, welcher im erste» Falle das gerade Gebilde Αχ aus

sprechend gemein. — Proji-

cirt man nämlich das eine Sy-

stem auf eine andere durch die

Gerade u gehende Ebene, so

erhält man ein drittes System,

von welchem (126) auch das

zweite eine Projektion ist, wor-

aus (127) der Satz folgt.
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einem Punkte der, Geraden BA, im zweiten das gerade Gebilde

Bi aus einem Punkte der Geraden Aj, im dritten aber (108) das

eine von diesen Gebilden auf das andere projicirt. Im letzten

Falle sind nämlich durch die Gerade s die beiden Büschel A, B

und dadurch auch die geraden Gebilde Aa, Bi projektivisch so

auf einander bezogen, dass ihr gemeinschaftliches Element sich

selbst entspricht. Schneiden zwei Gerade s, t des Systems U die

Gerade A B in einem und demselben Punkte, so liegen die ihnen

entsprechenden Punkte Si, ti des Systems Ui mit dem Punkte

Ai Bi in einer und derselben Geraden, weil, wenn diess nicht

der Fall wäre, die Gerade Si tA einem Punkte s t ausserhalb der

Geraden A B entsprechen würde. Es ist hiernach auch jedem

Punkte in der Geraden A B eine durch den Punkt Ai Bi gehende

Gerade zugewiesen.

II.�Sollen zwei ebene Systeme collineär aufeinander bezogen

werden, so muss man entweder auf zwei Strahlenbüschel A, B

des einen zwei Strahlenbüschel Ai, Bi des andern oder auf zwei

gerade Gebilde A, B des einen zwei gerade Gebilde A1? BA des

andern projektivisch so beziehen, dass das gemeinschaftliche Ele-

ment der Gebilde Ai, Bt als Element eines jeden dem gemein-

schaftlichen Elemente der Gebilde A, B entspricht. Im erstem

Falle entspricht jedem Punkte, in welchem ein Strahl des Büschels

A und ein Strahl des Büschels B sich schneiden, ein Punkt, in

welchem die ihnen entsprechenden Strahlen der Büschel Alf BA

sich schneiden, u. s. w. Im letztem Falle entspricht jeder Gera-

den, welche die geraden Gebilde A, B in zwei Punkten schnei-

det, eine Gerade, welche durch die ihnen entsprechenden Punkte

der Gebilde Ai, BA bestimmt ist, u. s. w.

III.�Will man ein ebenes System und einen Strahlenbündel

reciprok aufeinander beziehen, so wird man entweder auf zwei

Strahlenbüscbel A, B des erstem Systems zwei Strahlenbüschel

Aj, B[ des letztem oder auf zwei gerade Gebilde A, B des er-

stem zwei Ebenenbüschel Aa, Ba des letztem projektivisch so be-

ziehen, dass das gemeinschaftliche Element Aj Bj der Gebilde

Ai, BA als Element eines jeden dem gemeinschaftlichen Elemente

A B der Gebilde A, B entspricht. Im erstem Falle entspricht

jedem Punkte, in welchem ein Strahl des Büschels A und ein

Staudt, Geometrie der Lage.�5
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Strahl des Büschels B sich schneiden; eine Ebene, deren Spuren

in den Ebenen Alf Bi jenen Punkten entsprechen, u. s. w. Im

letztem Falle entspricht jeder Geraden, welche die geraden Ge-

bilde A, B in zwei Punkten schneidet, ein Strahl, in welchem

die diesen Punkten entsprechenden Ebenen der Büschel A1? Bj

sich schneiden, u. s. w.

In dem obigen allgemeinen Satze sind noch drei Sätze IV,

V; VI enthalten, von welchen der eine von einem ebenen Systeme

und einem ihm collineärenStrahlenbündel, der andere von zwei reci-

proken und der dritte von zwei collineären Strahlenbündeln handelt.

180. Will man zwei Grundgebilde der zweiten Stufe pro-

jektivisch aufeinander beziehen, so kann man zu vier gleichartigen

Elementen A, B, C, D des einen, von welchen keine drei einem

und demselben einförmigen Grundgebilde angehören, vier solche

Elemente Aa , Bi, Cj, Dx im andern, welche jenen entsprechen

sollen, nach Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem

Elemente des einen Systems ein Element des andern zugewie-

sen ist.

Um sich hievon zu Überzeugen, darf man nur bemerken, dass

auf die einförmigen Gebilde A, B die einförmigen Gebilde Aa, Bi

projektivischjso bezogen werden können und müssen, dass den

Elementen AB, A C, A D des Gebildes A die Elemente Ax B4>

A| Ci, At des Gebildes At und den Elementen BA, BC, BD

des Gebildes B die Elemente Bi A1? Bi CA, Bt Dt des Gebildes

Ba entsprechen.

Ein vollständiges ebenes Viereck und ein vollständiges Vier-

seit sind hiernach immer reciprok. In der Aussage, dass ein

vollständiges ebenes n Eck und ein vollständiges n Seit, welche

aufeinander bezogen sind, reciprok seien, sind (116) 2 (n—4)

von einander unabhängige einfache Aussagen enthalten. Es müs-

sen nämlich zwei Strahlenbüschel, deren jeder aus n — 1 Seiten

des n Ecks besteht, den ihnen entsprechenden geraden Gebilden,

deren jedes aus n Eckpunkten des n Seits besteht, projektivisch sein.

131. Will man zwei in einerlei Ebene liegende Systeme per-

spektivisch so aufeinander beziehen, dass sie einen gegebenen

Strahlenbüschel S und ein gegebenes gerades Gebilde u entspre-

chend gemein haben, so kann man noch in einem Strahle des

I
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Büschels S zu einem Punkte A des einen Systems den homolo-

gen Punkt Ai des andern nach Belieben annehmen. Wenn man

nämlich jeden Strahl des Büschels S sich selbst entsprechend

nennt, die Strahlenbüschel A, Ai aber als Scheine des geraden

Gebildes u betrachtet, so hat man auf zwei Strahlenbüschel S, A

des einen Systems zwei Strahlenbüschel S, A{ des andern pro-

jektivisch so bezogen, dass der gemeinschaftliche Strahl der bei-

den letztem als Strahl eines jeden dem gemeinschaftlichen Strahle

der beiden erstem entspricht.

Der Punkt S , welcher mit je zwei homologen Punkten in

einer und derselben Geraden liegt, kann das (perspektivische)

Projectionscentrum, die Gerade u aber, welche von je zwei ho-

mologen Geraden in einem und demselben Punkte geschnitten

wird, die (perspektivische) Spurlinie der beiden Systeme genannt

werden.

132. Um zwei räumliche Systeme 2, 2^ reciprok aufein-

ander zu beziehen, darf man nur irgend eine von folgenden

drei Verfahrungsarten anwenden, die sich jedoch nicht wesentlich

von einander unterscheiden:

I.�Man beziehe auf drei Ebenenbüschel a, b, c, deren

Axen die Seiten eines Dreiecks sind, drei gerade Gebilde ai, b|,

Ci, deren Träger die Kanten eines Dreikants sind, projektivisch

so, dass der Schnittpunkt der drei letztem Gebilde als Punkt

eines jeden der gemeinschaftlichen Ebene der drei erstem und

also jedem Punkte, in welchem eine Ebene des Büschels a, eine

Ebene des Büschels b und eine Ebene des Büschels c sich schnei-

den, eine Ebene entspricht, deren Spuren in den Geraden a^

bi, Ci jenen Ebenen entsprechen.

II.�Man beziehe auf einen Strahlenbtindel A und einen ausser-

halb desselben befindlichen Ebenenbüschel a ein ebenes System

Ai und ein ausserhalb desselben befindliches gerades Gebildes ai

projektivisch so, dass der Schnittpunkt der beiden letzten Gebilde

als Punkt eines jeden der gemeinschaftlichen Ebene der beiden

erstem und also jedem Punkte, in welchem ein Strahl des

Bündels A von einer Ebene des Büschels a geschnitten wird,

eine Ebene entspricht, deren Spuren in der Ebene Ai und in

der Geraden ai jenen Elementen entsprechen.

5
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III. Man beziehe auf zwei Strahlenbündel A, B zwei ebene

Systeme Aly Bi projektivisch so, dass jeder gemeinschaftlichen

Ebene der beiden erstem Systeme, man mag sie als Ebene des

einen oder als Ebene des andern betrachten, ein und derselbe

gemeinschaftliche Punkt der beiden letztem und also jedem

Punkte, in welchem ein Strahl des Bündels A und ein Strahl

des Bündels B sich schneiden, eine Ebene entspricht, deren

Spuren in den Ebenen Aj, Bi jenen Strahlen entsprechen. Es

entspricht alsdann ferner jedem ebenen Systeme U, welches ent-

weder ein Schnitt des Strahlenbtindels A mit einer durch den

Punkt B gehenden Ebene oder ein Schnitt des Strahlenbündels B

mit einer durch den Punkt A gehenden Ebene oder ein gemein-

schaftlicher Schnitt von beiden ist, ein Strahlenbündel J3U welcher

im ersten Falle das ebene System Aj aus einem Punkte der

Ebene BA, im zweiten das ebene System Bj aus einem Punkte

der Ebene Aj und im dritten (126) das eine von diesen beiden

Systemen auf das andere projicirt, da in diesem Falle durch die

Ebene U die beiden Strahlenbündel A, B und dadurch auch die

beiden ebenen Systeme Ai, B, collineär so aufeinander bezogen

sind, dass sie jedes gemeinschaftliche Element entsprechend ge-

mein haben. Schneiden zwei Ebenen U, V die Gerade A B in

einem und demselben Punkte P oder, was dasselbe ist, eine

durch die Gerade A B gehende Ebene R in einer und derselben

Geraden, so gehen alle Ebenen, welche die den ebenen Syste-

men U, Y entsprechenden Strahlenbündel Uj, V* mit einander

gemein haben, durch einen und denselben Punkt RA der Geraden

A* Bi, woraus man schliessen kann, dass die beiden Punkte Uj,

Yiy mit der Geraden Ai Bi in einerlei Ebene PA liegen. Es ist

hiernach auch jedem Punkte P in der Geraden AB eine durch

die Gerade Ai Bi gehende Ebene Pi zugewiesen.

Da nach 129 ein Strahlenbündel A und ein ebenes System

Ai reciprok aufeinander bezogen sind, wenn auf zwei Ebenen-

büschel b, c des erstem Systems zwei Gebilde blf Ci des letz-

tem projektivisch so bezogen sind, dass der Schnittpunkt dieser

Geraden als Punkt einer jeden der gemeinschaftlichen Ebene der

beiden Büschel entspricht, so sind in jedem der drei obigen Ver-

fahrungsarten, aus welchen von selbst hervorgeht, wie man räum-
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liebe Systeme collineär auf einander beziehen kann, die beiden

übrigen enthalten.

133.�Will man zwei räumliche Systeme reciprok aufeinander

beziehen, so kann man zu fünf Punkten A, B, C, D, E des

einen, von welchen keine vier in einerlei Ebene liegen, fünf Ebe-

nen A*, Bi, Oi, T>i, Et des andern, von welchen keine vier

durch einen und denselben Punkt gehen, nach Belieben annehmen,

wodurch aber alsdann jedem Elemente des einen Systems ein Ele-

ment des andern zugewiesen ist. Man kann und muss nämlich

auf den Strahlenbündel A das ebene System At projektivisch so

beziehen, dass den Strahlen AB, AC, AD, AE die Geraden

AiBi, Ai Oi, Ai Di, Aa EA entsprechen. Ferner können und

müssen der Ebenenbüschel B C (dessen Axe die Gerade B C ist)

und das gerade Gebilde Β^ projektivisch so aufeinander be-

zogen werden, dass den Ebenen BOA, BCD, B CE die Punkte

BiCxAi, BjC^Dj, BiCjE! entsprechen, woraus (132) der Satz

folgt.

Sollen zwei räumliche Systeme collineär aufeinander bezogen

werden, so kann man entweder zu fünf Punkten des einen, von

welchen keine vier in einerlei Ebene liegen, fünf solche Punkte

des andern, oder zu fünf Ebenen des einen, von welchen keine

vier durch einen und denselben Punkt gehen, fünf solche Ebenen

des andern nach Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem

Elemente des einen Systems ein Element des andern zugewiesen ist.

Ein vollständiges räumliches Fünfeck und ein vollständiges

Fünfflach sind nach dSm Obigen immer reciprok. In der Aus-

sage, dass ein vollständiges räumliches n Eck und ein vollstän-

ges nFlach,1 welche aufeinander bezogen 'sind, reciprok seien,

sind 3(n —5) von einander unabhängige einfache Aussagen ent-

halten. Es ist nämlich erforderlich, aber auch hinreichend, dass

drei Ebenenbüschel, welche eine Ebene mit einander gemein ha-

ben, und von welchen jeder aus n—2 Flächen des vollständigen

n Ecks besteht, den ihnen entsprechenden geraden Gebilden, von

welchen jedes aus n — 2 Eckpunkten des vollständigen n flachs

besteht, projektivisch sind.

134.�Zwei collineäre räumliche Systeme, welche

ein ebenes System U entspre- I einen Strahlenbündel S entspre-
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chend gemein haben, haben

auch einen Strahlenbündel ent-

sprechend gemein.

Die Ebene U wird von je zwei

homologen Ebenen in einer und

derselben Geraden und von je

zwei homologen Geraden in ei-

nem und demselben Punkte ge-

schnitten, daher (126) je zwei

homologe ebene Systeme V, Vi

Schnitte eines und desselben

Strahlenbündels S sind. Da nun

jede Gerade, welche ein Paar

homologe Punkte A, A* verbin-

det, weil sie auch durch einen

Punkt ß der Ebene U geht,

sich selbst (die Gerade A ß der

Geraden Ai ß) entspricht, so

folgt der Satz.

chend gemein haben, haben

auch ein ebenes System ent-

sprechend gemein.

Der Punkt S liegt mit je zwei

homologen Punkten A, At in ei-

ner und derselben Geraden und

mit je zwei homologen Geraden

in einerlei Ebene, daher (126)

je zwei homologe Strahlenbün-

del A, Ai Scheine eines und

desselben ebenenSystemsU sind.

Da nun jede Gerade, in welcher

ein Paar homologe Ebenen V, V4

sich schneiden, weil sie auch

in einer Ebene N des Strah-

lenbündels S liegt, sich selbst

(die Gerade VN der Geraden

VjN) entspricht, so folgt der

Satz.

Auf analoge Weise hätten auch die in 128 enthaltenen

Sätze bewiesen werden können.

135. Sollen zwei räumliche Systeme perspektivisch so aufein-

ander bezogen werden, dass sie einen gegebenen Strahlenbündel

S und ein gegebenes ebenes System U entsprechend gemein ha-

ben, so kann man noch in einem Strahle des Bündels S zu einem

Punkte A des einen Systems den homologen Punkt Aj des an-

dern nach Belieben annehmen. Wenn man nämlich jeden Strahl

des Bündels S sich selbst entsprechend nennt, die Strahlenbün-

del A, Ai aber als Scheine des ebenen Systems U betrachtet, so

hat man auf zwei Strahlenbündel S, A des einen räumlichen Sy-

stems zwei Strahlenbündel S, At des andern projektivisch so be-

zogen, dass jede gemeinschaftliche Ebene der beiden letztem Ge-

bilde, man mag sie als ein Element des einen oder als ein Ele-

ment des andern betrachten, einer und derselben gemeinschaft-

lichen Ebene der beiden erstem (und zwar sich selbst) entspricht.

Der Punkt S mag das (perspektivische) Projektionscentrum,
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die Ebene U aber die (perspektivische) Spurebene der beiden

Systeme genannt werden.

136.�Wenn zwei räumliche Systeme 2, 2^ zu einander per-

spektivisch sind, so ist jedes gerade Gebilde SAΑχR, welches

aus dem Projektionscentrum S, einem Punkte A des Systems 2

dem homologen Punkte Αχ des Systems 2l und dem Punkt R

besteht, in welchem die Gerade ΑΑχ die Spurebene U schneidet,

jedem andern solchen Gebilde projektivisch. Sind nämlich SBBxN,

S C Ci R zwei andere solche Gebilde, so ist S B ΒχΝ eine Pro-

jektion von SAAjR aus dem Punkte, in welchem die einander

entsprechenden Geraden A B, AiBx die Spurebene schneiden, und

eben so S C Ci R eine Projektion von S B Βχ N, woraus der Satz

folgt. Sind die Punkte A, Αχ durch die Punkte S, R nicht ge-

trennt, so sind je zwei homologe gerade Gebilde, welche in einem

Strahle des Bündels S liegen, und also auch je zwei homologe

Ebenenbüschel, deren Axe in der Ebene U liegt, einstimmig-per-

spektivisch, daher alsdann die Systeme selbst einstimmig-per-

spektivisch heissen sollen. Sind aber die Punkte A, Αχ durch

die Punkte S, R getrennt, so sind die Systeme entgegengesetzt-

perspektivisch.

Alles diess gilt auch, wenn Spurlinie für Spurebene, Strah-

lenbüschel für Ebenenbüschel gesetzt wird, von zwei in einerlei

Ebene liegenden perspektivischen Systemen.

137.�Da zu jedem Systeme 2 ein ihm reciprokes System

angenommen werden kann, und dadurch das in § 6 angedeutete

Gesetz der Reciprocität bewiesen ist, so ist es in der Folge hin-

reichend, wenn von zwei reciproken Sätzen der eine oder der

andere bewiesen wird. Je zwei unter sich collineären Gebilden

G,Gl in 2 entsprechen zwei unter sich collineäre Gebilde Gx, G*x

in 2l. Jedem Elemente in 2, welches die beiden ersten Ge-

bilde entsprechend gemein haben, entspricht ein Element in 2^

welches die beiden letztem Gebilde entsprechend gemein haben

u. s. w.

138.�Zwei collineäre Systeme, deren jedes sowohl eigentliche

als auch unendlich ferne Elemente enthält, heissen affin (eigent-

lichverwandt), wenn jedem eigentlichen Elemente ein eigentliches

Element und also jedem unendlich fernen Elemente ein unendlich
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fernes Element entspricht. Zwei zu einander collineäre eigentliche

ebene Systeme sind also affin, wenn der unendlich fernen Gera-

den der einen Ebene die unendlich ferne Gerade der andern,

folglich jedem Parallelstrahlenbüschel ein Parallelstrahlenbüschel,

jedem Parallelstreifen ein Parallelstreifen, jedem Parallelogramme

ein Parallelogramm entspricht u. s. w. Zwei collineäre räumliche

Systeme sind affin, wenn sie die unendlich ferne Ebene entspre-

chend gemein haben, folglich jedem eigentlichen ebenen Systeme

ein demselben affines System, jedem Parallelraume ein Parallel-

raum, jedem Parallelepipedon ein Parallelepipedon entspricht u.

s. w. Sind zwei perspektivische räumliche Systeme affin, so

muss entweder ihr Projektionscenfcrum im Unendlichen liegen,

oder ihre Spurebene die unendlich ferne Ebene oder beides zu-

gleich der Fall sein.

Will man zwei eigentliche ebene Systeme collineär so aufein-

ander beziehen, dass sie affin sind, so kann man zu drei nicht in

einer und derselben Geraden liegenden eigentlichen Punkten A,

B, C des einen Systems drei solche Punkte At, B*, Ct des an-

dern nach Belieben annehmen. Den unendlich fernen Punkten der

Geraden A B, A C müssen die unendlich fernen Punkte der Ge-

raden Aa Bi, AiCi entsprechen. Sollen zwei räumliche Systeme

projektivisch so aufeinander bezogen werden, dass sie affin sind,

so kann man zu vier nicht in einerlei Ebene liegenden eigentli-

chen Punkten des einen Systems vier solche Punkte des andern

nach Belieben annehmen.

§. 11.

Von den Linien, Flächen und den ihnen verwandten Gebilden.

139. Nimmt man den Begriff Büschel im weitern Sinne, so

kann man jede stetige Aufeinanderfolge von Geraden, welche in

einerlei Ebene liegen, einen Strahlenbüschel und jede stetige Auf-

einanderfolge von Ebenen einen Ebenenbüschel nennen. Es ent-

spricht alsdann in zwei reciproken ebenen Systemen jeder Linie

(stetigen Aufeinanderfolge von Punkten) ein Strahlenbüschel, in

zwei reciproken räumlichen Systemen aber jeder Linie ein Ebenen-
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büschel, jeder Kegelfläche ein Strahlenbüschel und überhaupt jeder

stetigen Aufeinanderfolge von Geraden wieder eine stetige Auf-

einanderfolge von Geraden. Das Reciproke von einer aus Strecken

zusammengesetzten Linie ist ein aus Winkeln zusammengesetzter

Büschel.

Lässt man in dem einen von zwei reciproken ebenen Systemen

zwei Strahlen um zwei feste Punkte A,B sich drehen, so dass ihr

Schnittpunkt irgend eine Linie s beschreibt, so beschreibt die

diesem Punkte entsprechende Gerade des andern Systems, indem

ihre Spuren in zwei festen Geraden Aj, Bx sich bewegen, den

Strahlenbüschel sA, welcher der Linie s entspricht, und, wenn

diese geschlossen ist, ebenfalls sich schliesst. Ist kein Stück der

Linie s gerade, so ist auch kein Stück des Strahlenbüschels s4

ein Winkel. Wenn überdiess keine n Punkte der Linie s in einer

und derselben Geraden liegen, so gehen auch keine nStrahlen

des Büschels Si durch einen und denselben Punkt.

Lässt man in dem einen von zwei reciproken räumlichen Sy-

stemen drei Ebenen um die Seiten a, b, c eines Dreiecks als

feste Axen sich drehen, so dass ihr Schnittpunkt irgend eine Li-

nie s beschreibt, so beschreibt die diesem Punkte entsprechende

Ebene des andern Systems, indem ihre Spuren in drei festen Ge-

raden aiy bh ci sich bewegen, den der Linie s entsprechenden

Ebenenbüschel s. Liegen keine n Punkte der Linie s in einerlei

Ebene, so gehen auch keine nEbenen des Büschels Sj durch

einen und denselben Punkt.

140. In zwei reciproken räumlichen Systemen entspricht je-

der Fläche F, deren Elemente Punkte sind, ein Ebenenbündel Ft,

welcher der Inbegriff von allen den Ebenen ist, deren jede einem

Punkte jener Fläche entspricht. Hat die Fläche F mit keiner

Geraden mehr als n Punkte gemein, so können auch durch keine

Gerade mehr, als n Ebenen des Bündels Ft gehen. Betrachtet

man die Fläche F als eine stetige Aufeinanderfolge von Linien,

so erscheint der Ebenenbüschel F4 als eine stetige Aufeinander-

folge von Ebenenbüscheln.

Wenn man unter eine Regelfläche nur eine stetige Aufein-

anderfolge von Geraden als Elementen versteht, so entspricht jeder

Regelfläche R eine Regelffache Rj. Betrachtet man aber Punkte
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als Elemente der erstem Fläche; so entspricht derselben der

Ebenenbündel RA, dem jede Ebene angehört, welche durch

eine Gerade der Regelfläche R^ geht.

141. Jeder Punkt B in einer Curve s kann als der Endpunkt

eines Stücks AB und als der Anfangspunkt eines Stückes BC

betrachtet werden, so dass keines von diesen beiden Stücken der

Curve von einer durch den Punkt B gehenden Ebene in mehr als

zwei Punkten und, im Falle die Curve eben ist, von einer durch

B gehenden Geraden in mehr als einem Punkte geschnitten wird.

Projicirt man nun die Curve AB (das Stück AB der Curve s) aus

dem Mittelpunkte B, so erhält man eine Winkelfläche (eine Kegel-

fläche oder einen ebenen Winkel), deren Anfangsschenkel die Ge-

rade B A ist, während jeder in ihr liegende Strahl durch einen

in der Curve A B befindlichen Punkt geht.

Von dem Endschenkel der Winkelfläche soll gesagt werden,

dass er der Curve AB im Punkte B sich anschmiege oder aus

dem Punkte B den mit diesem Punkte zusammenfallenden Punkt

der Curve projicire. Wenn der Anfangsschenkel der Winkelfläche,

welche aus dem Mittelpunkte B die Curve B C projicirt, von dem

Endschenkel der erstem Winkelfläche verschieden ist, und es also

zwei Gerade giebt, welche im Punkte B der Curve ABC sich

anschmiegen, so bildet diese in jenem Punkte eine Ecke.

Eben so giebt es, wenn a b c eine Kegelfläche ist, entweder

eine oder zwei Ebenen, welche ihr im Strahle b sich anschmie-

gen, je nachdem nämlich der Endschenkel des Flächenwinkels,

welcher aus der Axe b das Stück ab der Fläche projicirt, mit

dem Anfangsschenkel des Flächenwinkels, welcher aus derselben

Axe das Stück b c projicirt, zusammenfällt, oder von demselben

verschieden ist.

Ist A B eine gewundene Curve, so versteht man unter der ihr

im Punkte B sich anschmiegenden Ebene, den Endschenkel des

Flächenwinkels, welcher die Curve aus der ihr im Punkte B sich

anschmiegenden Geraden projicirt. Fällt diese Ebene mit der

Ebene, welche im Punkte B der Curve BC sich anschmiegt,

nicht zusammen, so giebt es durch diesen Punkt zwei Ebenen,

welche in ihm der Curve ABC sich anschmiegen. Von einer
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ebenen Curve kann man sagen, dass ihr in allen Funkten die

Ebene sich anschmiege, in der sie liegt.

142.�Schmiegt der Curve AB im Punkt B die Gerade b sich

an, so schmiegt der Fläche S (AB), welche aus dem Funkte S

die Curve AB projicirt, in dem Strahle SB, der auch mit b zu-

sammenfallen kann, die Ebene Sb sich an, welche aus der Axe

S B den mit dem Funkte B zusammenfallenden Punkt der Curve

AB projicirt. Wenn daher der Curve ABC im Punkte B zwei

Gerade b, ß sich anschmiegen, so bildet jede Kegelfläche, welche

die Curve ABC aus einem ausserhalb der Ebene bß befindlichen

Punkte projicirt, eine durch den Punkt B gehende Kante. Das-

selbe ist der Fall, wenn der Curve A B C im Punkte B nur eine

Gerade aber zwei Ebenen sich anschmiegen und aus einem in je-

ner Geraden befindlichen Punkte projicirt wird.

In der Folge wird, wenn von einer Curve die Rede ist, und

nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt wird, immer voraus-

gesetzt, dass der Curve in jedem Punkte, durch welchen sie

nämlich nur einmal geht, nur eine Gerade und eine Ebene sich

anschmiegen.

143.�Die stetige Aufeinanderfolge von Geraden, welche einer

und derselben Curve sich anschmiegen, soll die der Curve sich

anschmiegende Regelfläche oder auch, wenn die Curve eben ist,

der ihr sich anschmiegende Strahlenbüschel, die stetige Aufeinan-

derfolge von Ebenen aber, welche einer und derselben gewundenen

Curve oder auch einer und derselben Kegelfläche sich anschmie-

gen, der ihr sich anschmiegende Ebenenbüschel genannt werden.

Wird eine gewundene Curve durch s bezeichnet, so ist unter

der Regelfläche s die der Curve s sich anschmiegende Regelfläche

und unter dem Ebenenbüschel s der der Regelfläche s (oder der

Curve s) sich anschmiegende Ebenenbüschel zu verstehen. Drei

zusammengehörige Elemente B der drei Gebilde s sind ein Punkt

B der Curve s, die in diesem Punkte der Curve sich anschmie-

gende Gerade B und die in dieser Geraden der Regeifläche s

(also im Punkte B der Curve s) sich anschmiegende Ebene B. Der

Punkt B ist als der Mittelpunkt der Geraden B, diese Gerade

aber als die Axe der Ebene B zu betrachten. Bewegen sich drei

zusammengehörige Element P, so dass der Punkt P die Curve s,
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also die Gerade P die Regelfläche s und die Ebene P den Ebe-

nenbüschel s beschreibt, so bewegt sich der Punkt P in der

Geraden P, während die Gerade P in der Ebene P um den

Punkt P und die Ebene P um die Gerade P sich dreht.

Wenn s eine ebene Curve ist (alle Ebenen des Ebenenbü-

schels s in einander fallen), und der Punkt P die Curve s, also

die Gerade P den Strahlenbüschel s beschreibt, so bewegt sich

der Punkt P in der Geraden P, während diese Gerade in der fe-

sten Ebene s um jenen Punkt sich dreht. Wenn endlich die Re-

gelfläche s eine Kegelfläche ist (alle Punkte der Curve s in ein-

ander fallen) und der Strahl P die Kegelfläche, folglich die Ebene

P den derselben sich anschmiegenden Ebenenbüschel s beschreibt,

so dreht sich die Gerade P um den festen Punkt s in der Ebene

P, während diese Ebene um jene Gerade sich dreht.

144. Wenn AB (141) eine ebene Curve ist, der also ein

Strahlenbüschel AB sich anschmiegt, so ist

der Strahl B der Endschenkel

des Winkels, welcher die Curve

AB aus dem Punkte B proji-

cirt.

der Punkt B der Endpunkt der

Strecke, in welcher der Strah-

lenbüschel AB von der Gera-

den B geschnitten wird.

145. In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jeder

Curve ABC ein Strahlenbüschel ΑαΒ| C4., welcher der Curve

Aa Βχ Cj sich anschmiegt, die dem der erstem Curve sich an-

schmiegenden Strahlenbüschel ABC entspricht. Da nämlich die

Strecke, in welcher der Büschel A B von der Geraden B geschnit-

ten wird, im Punkte B sich endigt, so muss auch der jener

Strecke entsprechende Winkel, welcher aus dem Punkte Bt die

Curve Ai BA projicirt, in dem Strahle Bi sich endigen, welcher

dem Punkte B entspricht.

Das Reciproke von einer geschlossenen Curve s, welcher, weil

sie eine Ecke bildet, ein nicht geschlossener Strahlenbüschel sich

anschmiegt, ist ein geschlossener Strahlenbüschel s*, welcher

einer nicht geschlossenen Curve sich anschmiegt. Dem Eck-

punkte der Curve s, in welchem also derselben zwei Strahlen

sich anschmiegen, entspricht der Strahl, welcher der Curve Sj in

ihren beiden Grenzpunkten sich anschmiegt und also zwei Mittel-

punkte hat. Das Reciproke von einer geschlossenen Curve, wel-
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eher, weil sie drei Ecken bildet, drei unter sich nicht zusammen-

hängende Strahlenbüschel sich anschmiegen, ist ein Strahlenbü-

schel, welcher drei nicht mit einander zusammenhängenden Cur-

ven sich anschmiegt. Es folgt hieraus, dass jeder Strahlenbüschel,

welcher keinen Winkel als Stück in sich enthält und folglich von

einer krummen Linie das Reciproke ist, einer oder mehrern Cur-

ven sich anschmiegt. In der Regel wird aber, wenn von einem

stetigen Gebilde, welches einem andern, oder welchem ein ande-

res Gebilde sich anschmiegt, die Rede ist, vorausgesetzt, dass

auch in dem andern keine Unterbrechung der Stetigkeit stattfinde.

Sind ein ebenes System und ein Strahlenbündel zu einander

reciprok, so entspricht jeder Curve ein Ebenenbüschel, welcher

der Kegelfläche sich anschmiegt, die dem jener Curve sich an-

schmiegenden Strahlenbüschel entspricht.

146 Jede Regelfläche, welche entweder eine Kegelfläche ist,

oder einer gewundenen Curve sich anschmiegt, heisst abwickelbar.

Eine Curve und die ihr sich

anschmiegende Regelfläche wer-

den (142) aus jedem Punkte,

welcher, im Falle die Curve

eben ist, ausserhalb ihrer Ebene

liegt, durch eine Kegelfläche

und den derselben sich anschmie-

genden Ebenenbüschel projicirt.

Eine abwickelbare Regelflä-

che s und der ihr sich anschmie-

gende EbeDenbüschel s werden

von jeder Ebene U, welche, im

Falle die Fläche eine Kegelflä-

che ist, nicht durch den Mittel-

punkt derselben geht, in einer

Curve und den derselben sich

anschmiegendenStrahlenbüschel

geschnitten.

Nimmt man nämlich an, dass zwei zusammengehörige Ele-

mente P der Gebilde s und also auch ihre Spuren p in der Ebene

U sich bewegen, so bewegt sich der Punkt p in der Geraden p,

während diese Gerade um jenen Punkt sich dreht, woraus man

schliessen kann, dass der Punkt p eine Curve und die Gerade p

den derselben sich anschmiegenden Strahlenbüschel beschreibt.

Ob hiebei der Punkt P fest ist oder ebenfalls sich bewegt, ist ganz

gleichgültig und kann auch an der Bewegung der Elemente p

nicht erkannt werden. Der Fall, in welchem die Regelfläche s

einer Curve sich anschmiegt und die schneidende Ebene durch

eine Gerade der Regelfläche geht, kann vorläufig noch ausser
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Acht gelassen werden, indem dieser Pall bei dem Beweise des

folgenden Satzes nicht vorausgesetzt wird; aus dem folgenden

Satze aber hervorgeht, dass die obigen Sätze zu einander reci-

prok sind und also, wenn man zwei reciproke Systeme sich denkt,

aus dem einen sogleich der andere folgt.

147. In zwei reciproken räumlichen Systemen 2, 2i ent-

spricht jeder Curve ABC einen Ebenenbüschel AjBiCi, welcher

der Regelfläche Aj Bl Ci sich anschmiegt, die der jener Curve

sich anschmiegenden Regelfläche ABC entspricht. Wenn ferner

ABC eine gewundene Curve ist, so schmiegt die Regelfläche

Ai Bt C4 der Curve Ai Bt C* sich an, welche dem der Regelfläche

ABC sich anschmiegenden Ebenenbüschel entspricht.

Der Fall, in welchem ABC eine ebene Curve ist, ist schon

in 145 betrachtet worden. Da nun, wenn ABC eine gewundene

Curve ist, der Ebenenbtischel A B von jeder nicht durch die Ge-

rade B gehenden Ebene in einem Strahlenbüschel geschnitten wird,

dessen Endschenkel die Spur der Geraden B zum Mittelpunkt

hat, so folgt, dass jeder Kegelfläche, welche die Curve At aus

einem ausserhalb der Geraden Bj befindlichen Punkte projicirt,

in ihrem Endschenkel die Ebene sich anschmiegt, welche aus dem-

selben Punkte die Gerade Bt projicirt, und dass also diese Ge-

rade die der Curve A* Bj im Punkte Bi sich anschmiegende Ge-

rade sei. Da ferner die Regelfläche AB aus jedem ausserhalb

der Geraden B befindlichen Punkte durch einen Ebenenbttschel

projicirt wird, dessen Endschenkel die Gerade, welche aus dem-

selben Mittelpunkte den Punkt B projicirt, zur Axe hat, so folgt,

dass jeder Curve, in welcher die Regelfläche At BA von einer

nicht durch die Gerade Bt gehenden Ebene geschnitten wird, in

ihrem Endpunkte die Spur der Ebene Bi sich anschmiegt, und

dass also diese Ebene die der Regelfläche Aj Bj in der Geraden

Bt sich anschmiegende Ebene ist. Will man den obigen Satz nicht

auf 146 zurückführen, so darf man nur bemerken, dass, wenn

drei zusammengehörige Elemente P der Gebilde ABC diese Ge-

bilde beschreiben, auch die ihnen entsprechenden Elemente Pj

der Gebilde AiB^ sich so bewegen, dass die Ebene Pi um

die Gerade Pt und diese Gerade in jener Ebene um den Punkt

P1 sich dreht, während der Punkt ΡΑ in jener Geraden sich bewegt.



﻿79

Das Reciproke von einem Ebenenbüschel, von welchem kein

Stück einem und demselben Strahlenbündel angehört, ist eine

Curve, von welcher kein Stück eben ist. Findet in den beiden

der Curve sich anschmiegenden Gebilden keine Unterbrechung

der Stetigkeit statt, so gilt diess auch von den beiden Gebilden,

welchen der Ebenenbüschel sich anschmiegt.

148. Wenn AB eine gewundene Curve ist, der also eine

Regelfläche AB und ein Ebenenbüschel AB sich anschmiegen,

so ist

die Gerade B der Endschenkel

der Kegelfläche, welche die

Curve AB aus dem Punkte B

projicirt, die Ebene B aber der

EndschenkeldesFlächen winkeis,

welcher die Curve AB aus der

Axe B projicirt, und zugleich

der Endschenkel des Ebenen-

büschels, welcher die Regel-

fläche AB aus dem Punkte B

projicirt.

die Gerade B der Endschenkel

des Strahlenbüschels1, in wel-

chem der Ebenenbüschel A B

von der Ebene B geschnitten

wird, der Punkt B aber der

Endpunkt der Strecke, in wel-

cher der Ebenenbüschel AB die

Gerade B schneidet, und zu-

gleich der Endpunkt der Curve,

in welcher die Regelfläche AB

und die Ebene B sich schneiden.

149. Von einer Geraden soll gesagt werden, dass sie einer

Fläche in einem Punkte sich anschmiege, wenn sie in diesem

Punkte irgendeiner in der Fläche liegenden Linie sich anschmiegt.

Liegt also eine Gerade in einer Fläche, so schmiegt sich die

Gerade in allen ihren Punkten der Fläche an.

Von einer Ebene soll gesagt werden, dass sie einer Fläche

F in einem Punkte sich anschmiege, wenn die Ebene entweder

eine stetige Aufeinanderfolge von Geraden, die der Fläche in je-

nem Punkte sich an schmiegen, in sich enthält, oder einer von sol-

chen Geraden erfüllten Kegelfläche sich anschmiegt. Wenn übri-

gens ein Ebenenbüschel so beschaffen ist, dass nach der so eben

gegebenen Erklärung alle seine Ebenen mit Ausnahme seines End-

schenkels der Fläche F sich anschmiegen, so ist auch diese Ebene

als eine der Fläche sich anschmiegende Ebene zu betrachten.

Schmiegt eine Ebene einer abwickelbaren Regelfläche sich

an, so geschieht solches (146) in einer Geraden (in allen Punk-

ten einer Geraden), daher einer abwickelbaren Regelfläche nur
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ein Ebenenbüschel, einer andern krummen Fläche aber ein Ebe-

nenbündel sich anschmiegt.

150.�In zwei reciproken räumlichen Systemen entspricht je-

der krummen Fläche F, von welcher kein Stück abwickelbar ist,

ein Ebenenbündel Ft, welcher der Fläche Fi sich anschmiegt,

die dem der erstem Fläche sich anschmiegenden Ebenenbündel F

entspricht.

Jede in der Fläche FA enthaltene Curve Aa BA entspricht

einem in dem Ebenenbündel F enthaltenen Ebenenbüschel AB.

Gleichwie nun der Endschenkel der Regelfläche A B durch den

Punkt geht, in welchen die Ebene B der Fläche F sich an-

schmiegt, so liegt auch der Endschenkel der Regelfläche Aj B|

in der jenem Punkte entsprechenden Ebene des Ebenenbün-

dels FA.

151.�Wenn der Ebene U in dem einen von zwei collineären

räumlichen Systemen —A die unendlich ferne Ebene des an-

dern entspricht, so entspricht jeder Curve ABC, welche die Ebene

U in einem Punkte B schneidet, eine Curve Aj BL CA, welche die

unendlich ferne Ebene in einem Punkte BA schneidet, und jeder

Kegelfläche, welche die erstere Curve aus einem ausserhalb der

Ebene U befindlichen Punkte S projicirt, eine Kegelfläche, welche

die letztere aus einem eigentlichen Punkte SA projicirt. Die bei-

den einfachen Kegelflächen, welche die Stücke At Bt, Bx CA der

Curve Aj Bt C* aus der Spitze S projiciren, hängen aus dem

Grunde nicht zusammen, weil der Anfangsschenkel der letztem

vom Endschenkel der erstem die Ergänzung ist. Wenn aber die

Curve A B C die Ebene U im Punkte B und also die Curve

AaBiCj die unendlich ferne Ebene im Punkte berührt, so

findet auch zwischen den erwähnten einfachen Kegelflächen, da

der Endschenkel der erstem zugleich der Anfangsschenkel der

letztem ist, Zusammenhang statt.

Jeder geschlossenen Curve, welche mit der Ebene U n Punkte

gemein hat, entspricht eine geschlossene Curve, welche aus n

Aesten besteht, deren jeder in einem unendlich fernen Punkte

anfangt und in einem unendlichen fernen Punkte (dem Anfangs-

punkte des folgenden) sich endigt.

Jeder Fläche F, welche die Ebene U in einer Linie s
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i schneidet) entspricht eine Fläche F<, welche die unendlich

berührt V F

ferne Ebene in einer Linie Si (sc^ne^e^) Berührt die Fläche

1 \ berührt )

F die Ebene U nur in einem Funkte, so berührt auch die Flä-

che Ft die unendlich ferne Ebene nur in einem Punkte. Wenn

endlich die Fläche F mit der Ebene U gar keinen Punkt gemein

hat, so sind alle Punkte der Fläche F* eigentliche Punkte.

152. Jede eigentliche Gerade* welche einer Curve in einem

unendlich fernen Punkte sich anschmiegt, heisst eine Assymptote

derselben Projicirt man eine ins Unendlich gehende gewundene

Curve A B nach der Richtung, in welcher ihr unendlich ferner

Endpunkt B liegt, so erhält man eine Cylinderfläehe AJB, wel-

cher in ihrem Endschenkel B (dem Endschenkel der Regelfläche

A B) der Endschenkel B des Ebenenbüschels A B sich anschmiegt.

Jede Ebene, welche jene Richtung nicht enthält, schneidet die

Cylinderfläcbe in einer Curve alb, welcher in ihrem Endpunkte b

die Spur b der Ebene B sich anschmiegt. Ist die Gerade B eine

Assymptote der Curve A B, so ist auch der Punkt b ein eigent-

licher Punkt. Ist die Gerade B eine unendlich ferne Gerade,

aber doch die Ebene B eine eigentliche Ebene, so ist die Gerade

b eine Assymptote der ins Unendliche gehenden Curve a*b. Wenn

endlich die Ebene B die unendlich ferne Ebene ist, so sind die

Elemente B, b sämmtlich uneigentliehe Elemente.

Ist eine Curve der Schnitt einer eigentlichen Kegelfläehe mit

einer eigentlichen Ebene E, so entspricht jedem Strahle der Kegel-

fläche, welcher zur Ebene E parallel ist, ein unendlich ferner

Punkt der Curve, und jeder Ebene, welche zur Ebene E nicht

parallel ist, aber der Kegelfläche in einem .zu dieser Ebene pa-

rallelen Strahle sich anschmiegt, eine Assymptote der Curve.

§. 12.

Eifitheiltmg der geschlossenen Linien, Flächen u. s. w. in selche von

parer und in solche von unparer Ordnung.

153. Eine geschlossene Linie s heisst von parer oder unpa-

rer Ordnung, je nachdem sie von einer Ebene U, welche kein

Staudt, Geometrie der Lage.�0
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Stück derselben in sich enthält, parmal oder unparmal geschnit-

ten wird.

Es werde die Linie s von der Ebene U in m Punkten und

von einer andern Ebene V, welche kein Stück derselben in sich

enthält, in n Punkten geschnitten. Da nun die Linie s sich

schliesst und in jedem Punkte, in welchem sie die eine oder die

andere von den beiden Ebenen schneidet, von einem der beiden

Flächenwinkel UV, U’V in den andern übergeht, so folgt, dass

m+n eine pare Zahl sei, und dass also die Linie entweder von

jeder der beiden Ebenen parmal, oder von jeder unparmal ge-

schnitten werde.

Eine geschlossene ebene Linie ist hiernach von parer oder

unparer Ordnung, je nachdem sie von einer Geraden (Linie er-

ster Ordnung), welche kein Stück derselben in sich enthält, aber

mit ihr in einerlei Ebene liegt, parmal oder unparmal ge-

schnitten wird.

154. Wenn drei Linien AMB, ANB, ARB von densel-

selben zwei Punkten begrenzt sind, so sind diejenigen Linien, de-

ren jede aus zweien der drei erstem zusammengesetzt ist, entwe-

der alle drei von parer Ordnung oder es ist die eine von parer

Ordnung, während die beiden übrigen von unparer Ordnung

sind.

Es schneide eine Ebene, welche weder durch A noch durch

B geht, die Linie A Μ B in m Punkten, die Linie A N B in n Punk-

ten und die Linie ARB in rPunkten, so wird von derselben

Ebene die eine der oben erwähnten geschlossenen Linien in

m+n, die andern in m + r und die dritte in n + r Punkten

geschnitten. Da nun die Summe 2m+2n+2r dieser drei Zah-

len eine pare Zahl ist, und also entweder alle drei pare Zahlen,

oder die eine pare, die beiden übrigen aber unpare Zahlen sind,

so folgt der Satz.

Substituirt man in einer?Linie I Parer i Ordnung, wel-

l unparer J

parer

unparer

che ausStrecken zusammengesetzt ist, für irgend eine dieserStrecken

deren Ergänzung, so erhält man eine Linie |�J Ordnung.

Anm. Wird von einem Gebilde gesagt, dass es von parer oder
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unparer Ordnung ist, so versteht es sich von selbst, dass

das Gebilde geschlossen ist.

155. Eine Fläche ist geschlossen, wenn sie von keiner Linie

begrenzt ist. Das ßeciproke von einer solchen Fläche ist ein

geschlossener Ebenenbündel, welcher nämlich von keinem Ebenen-

büschel begrenzt ist. Eine einfache Winkelfläche ist, wenn auch

ihr Endschenkel mit ihrem Anfangsschenkel zusammenfällt, von

einer unendlich fernen Linie begrenzt und also nicht als eine

wirklich geschlossene Fläche, sondern nur als eine sich schlies-

sende stetige Aufeinanderfolge von begrenzten Linien (Halb-

strahlen) zu betrachten.

Wenn gesagt wird, das zwei geschlossene Flächen F, G in

diess nichts anderes, als dass die Anzahl der Linien unparer

Ordnung, in welchen die Flächen sich schneiden, eine l F >

l unpare J

Zahl sei. Man kann hier auch unter FG den Inbegriff aller

Linien verstehen, welche die beiden Flächen mit einander gemein

haben; nur ist alsdann jede Linie, in welcher sie sich berüh-

ren, doppelt zu zählen.

156. Eine geschlossene Fläche F heisst von parer oder un-

parer Ordnung, je nachdem eine Gerade a, von welcher kein

Stück in der Fläche liegt, dieselbe parmal oder unparmal

schneidet.

Es sei c eine andere Gerade, von welcher kein Stück in der

Fläche F liegt. Man nehme ferner zwei Ebenen an, von welchen

die eine G durch die Gerade a und die andere H durch die Ge-

rade c geht, so dass aber die Fläche F weder von der Ebene G

noch von der Ebene H noch von der Schnittlinie b der beiden

Ebenen ein Stück in sich enthält. Wenn nun die Fläche F und

die Ebene G in einer Linie parer Ordnung sich schneiden, so

wird diese Linie und also auch die Fläche F von jeder der Ge-

raden a, b parmal geschnitten. Ist aber die Linie F G von un-

parer Ordnung, so wird die Fläche F von jeder der Geraden

a, b unparmal geschnitten. Ebenso wird die Fläche F von der

Geraden c parmal oder unparmal geschnitten, je nachdem sie von

einer

parer

unparer

Ordnung sich schneiden, so heisst
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der Geraden b und also auch von der Geraden a parmal oder

unparmal geschnitten wird.

Eine Fläche { Parer l Qr(jnung wbrd hiernach von jeder

l unparer J

Ebene (Fläche erster Ordnung), welche kein Stück derselben in

sich enthält, in einer Linie { Parer 1 Ordnung geschnitten.

I unparer J

Wird eine Winkelfläche von einer nicht durch ihren Mittel-

punkt gehenden Geraden in n Punkten geschnitten, so wird sie

von der Ebene, welche diese Gerade aus jenem Punkte projicirt,

in n Strahlen geschnitten, woraus hervorgeht, dass die obige Er-

klärung mit 20 und also auch mit 17 in Uebereinstimmung ist.

Der Mittelpunkt einer geschlossenen WinkelfMche parer Ordnung

ist, wenn Punkte als Elemente der Fläche betrachtet werden,

ein Punkt, in welchem sie sich selbst berührt, welcher also,

wenn in ihm die Fläche von einer Geraden geschnitten wird,

zweimal zu zählen ist.

157.�Zwei geschlossene Linien, welche in einerlei Ebene

liegen, schneiden sich parmal, wenn entweder beide von parer

Ordnung sind, oder die eine von parer und die andere von un-

parer Ordnung ist; — unparmal aber, wenn beide von unparer

Ordnung sind. Folgt aus 17, wenn man das ebene System als

einen Schnitt eines gewöhnlichen Strahlenbündels betrachtet.

158.�Eine geschlossene Fläche Fund eine ausserhalb der-

selben befindliche geschlossene Linie s schneiden sich unparmal,

wenn beide von unparer Ordnung sind, in jedem andern Falle

aber parmal.

Es sei st eine stetige Aufeinanderfolge von geschlossenen

Linien, deren jede ausserhalb der Fläche F liegt, so wird diese

Fläche entweder von jeder der Linien parmal oder von jeder un-

parmal geschnitten, indem die Anzahl der Schnittpunkte beim

stetigen Uebergange von einer Linie zu einer andern nur um eine

pare Zahl sich vermehren oder vermindern kann. Aus demselben

Grunde sind die Linien entweder alle von parer oder alle von

unparer Ordnung. Da man nun annehmen kann, dass die Linie t

in einer Ebene G liege, welche von der Fläche F kein Stück
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enthält (etwa eine Projektion der Linie s auf die Ebene G sei),

so folgt der Satz aus 156 und 157.

Durch die Betrachtung einer stetigen Aufeinanderfolge von

Linien kann man auch, wenn ein Stück der Linie s in der Flä-

che F liegt, leicht entscheiden, ob dasselbe die Stelle eines

Schnitt- oder eines Berührungspunktes vertritt.

159.�Zwei geschlossene Flächen F, G, welche kein Stück

mit einander gemein haben, schneiden sich, wenn beide von un-

parer Ordnung sind, in einer Linie unparer Ordnung, in jedem

andern Falle aber in einer Linie parer Ordnung. Die Anzahl

aller Punkte, in welcher drei geschlossene Flächen F, G, 0, von

welchen keine zwei ein Stück mit einander gemein haben, und

welche auch nicht alle drei durch eine und dieselbe Linie gehen,

sich schneiden, ist, wenn alle drei Flächen von unparer Ordnung

sind, eine unpare, in jedem andern Falle aber eine pare Zahl.

Da in jedem der im letztem Satze erwähnten Punkte jede

der drei Flächen von der Schnittlinie der beiden übrigen ge-

schnitten wird, so folgt der letztere Satz aus dem erstem und

aus 158. Um aber den erstem zu beweisen, darf man nur an-

nehmen, daseH eine Ebene sei, und bemerken, dass nach 158

die Anzahl der Punkte, in welchen die Fläche F von der Linie

GH und also auch die Ebene H von der Linie FG geschnitten

wird, nur dann eine unpare Zahl ist, wenn jedes von den beiden

Gebilden F, GH und also auch die Fläche G von unparer Ord-

nung ist.

160.�Wenn zwei geschlossene Gebilde G, Gi zu einander

projektivisch sind, so sind entweder beide von parer oder beide

von unparer Ordnung.

Sind nämlich G, G* zwei Linien oder eine Linie und eine

Winkelfläche oder zwei Flächen, so folgt der Satz aus 153 und

156. Ist das eine von den beiden Gebilden G, Gt eine Linie

und das andere ein Büschel oder das eine eine Fläche und das

andere ein Ebenenbündel, so ist der Satz als eine Erklärung zu

b etrachten. In den übrigen Fällen folgt alsdann der Satz aus 103.

Wird eine Gerade um einen festen Punkt in einer festen

Ebene oder eine Ebene um eine feste Axe in unverändertem Sinne

gedreht, bis sie wieder ihre anfängliche Stelle einnimmt, so be-
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schreibt dieselbe einen Büschel erster Ordnung. Ein Ebenenbün-

del erster Ordnung ist der Inbegriff von allen Ebenen, welche

durch einen und denselben Punkt gehen.

Substituirt man in einem Büschel { *>arer i Ordnung, wel-

lunparerJ

eher aus Winkeln zusammengesetzt ist, für einen dieser Winkel

seinen Nebenwinkel, so erhält man (154) einen Büschel funParerl

l parer J

Ordnung.

161. Betrachtet man nur Gebilde, welche in einerlei Ebene

liegen, so ist in der Regel die Anzahl der

Punkte, welche eine Linie s

! parer 1 Qr^ηιιη g�einer Ge-

unparer)

raden gemein hat, einel�\

<unpare)

Zahl. Die Geraden, welche in

Hinsicht auf die Linie s von der

Regel eine Ausnahme machen,

gehören einem Strahlenbüschel

an, welcher mit keinem Strah-

lenbüschel erster Ordnung, des-

sen Mittelpunkt M ausserhalb

der Linie s liegt, ein Stück ge-

mein hat.

162. Die Anzahl der Punkte,

welche eine Fläche U ( Parer l

(unparer)

Ordnung mit einer Geraden ge-

mein hat, ist in der Regel eine

| pare ) gahl, so dass die Ge-

(unpare)

raden, welche in Hinsicht auf

die Fläche U von der Regel

eine Ausnahme machen, und

durch einen und denselben aus-

serhalb der Fläche befindlichen

Strahlen, welche ein Strahlenbü-

schel s| Parer {Ordnung mit ei-

(unparerJ

nem Strahlenbüschel erster Ord-

i pare >

nung gemein hat, eine <�>

runpare)

Zahl. Die Mittelpunkte der Bü-

schel erster Ordnung, welche in

Hinsicht auf den Büschel s von

der Regel eine Ausnahme ma-

chen, liegen in einer Linie, wel-

che mit keiner ausserhalb des

Büschels s befindlichen Geraden

ein Stück gemein hat.

Die Anzahl der Ebenen, welche

ein Ebenenbüschel U ( Parer l

(unparer)

Ordnung mit einem Ebenenbü-

schel erster Ordnung gemein hat,

ist in der Regel eine [ *>3,Γβ \

lunpareJ

Zahl, so dass die Axen aller

Ebenenbüschel erster Ordnung,

welche in Hinsicht auf den Ebe-

nenbündel U von der Regel eine

Ausnahme machen, und eine aus-
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/

Punkt gehen, einer oder einigen

Winkelflächen angehören und

also keinen Winkelranm erfül-

len.

163. Zu jeder Regelfläche R

serhalb desselben befindliche

Ebene mit einander gemein ha-

ben, einem oder einigen Strah-

lenbüscheln angehören.

f parer 1 Ordnung gehört ein

lunparerJ

Ebenenbündel R { Parer l Ordnung, welcher nämlich der Inbe-

lunparerJ

griff von allen Ebenen ist, deren jede durch eine Gerade der Re-

gelfläche geht.

Es sei a eine Gerade, so dass weder die Regelfläche R und

die Gerade a noch der Ebenenbündel R und der Ebenenbüschel a

von den im Vorigen erwähnten Regeln eine Ausnahme machen.

Bemerkt man nun, dass zu jedem Punkte, welchen die Fläche R

mit der Geraden a gemein hat, weil in ihm diese Gerade von

einer Geraden r der Fläche geschnitten wird, eine Ebene ar ge-

hört, welche der Ebenenbündel R mit dem Ebenenbüschel a ge-

mein hat, so folgt der Satz.

164. Wenn in einem einförmigen Grundgebilde ein Element

P sich bewegt hat und während der Bewegung mit dem festen

Elemente B zusammengefallen ist, ohne hiebei den Sinn der

Bewegung geändert zu haben, so soll gesagt werden, dass das

Element P über das Element B sich hinwegbewegt habe.

Beschreibt in einem einförmigen Grundgebilde u ein Element

P ein Gebilde { Parer l Ordnung, so bewegt es sich, von wel-

(unparer)

ehern festen Elemente die Bewegung ausgehen mag, über jedes

andere feste Element des einförmigen Grundgebildes i ParmaM

(unparmal)

hinweg.

Da hier statt eines Büschels sein Schnitt mit einer Geraden

betrachtet werden kann, so kann man annehmen, dass u eine

Gerade sei. Beschreibt aber in einer Geraden ein Punkt P von

A ausgehend eine geschlossene Linie, welche eine nicht durch A

gehende Ebene nmal schneidet, so muss er über die Spur der

Ebene nmal sich hinwegbewegen, woraus der Satz folgt. Wenn

z. B. ein Punkt zuerst die Strecke ABC und alsdann die Strecke
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CB A beschreibt, so bat er eine Linie parer Ordnung beschrieben.

Substituirt man für ein Stück A B dieser Linie dessen Ergänzung

A*B, so erhält man eine Linie unparer Ordnung.

Anm. Wenn nicht ausdrücklich bemerkt wird oder aus dem Zu-

sammenhänge hervorgeht, dass ein Gebilde eine stetige Auf-

einanderfolge von Elementen enthalte oder enthalten könne,

deren jedes öfter als einmal zu zählen ist, so wird, wie bis-

her, so auch in der Folge angenommen, dass dem nicht so sei.

165. Eine Linie s j parer \

(unparer)

Ordnung wird aus jedem aus-

serhalb derselben befindlichen

PunkteS durch eine Winkelfläche

S < *)3,ΓβΓ i Ordnung projicirt.

(unparer;

Schneidet nämlich die Linie s eine durch den'Punkt S ge-

hende Ebene n mal, so wird diese Ebene auch von der Winkel-

fläche S n mal geschnitten. In der -Geometrie der Ebene steht

dem Satze linker Band folgender gegenüber:

Die Spur eines Strahlenbüschels ( Parei l Ordnung in einer

lunparerJ

Ein Ebenenbüschel I ^aver‘ \

(unparer)

Ordnung wird von jeder ihm

nicht zugehörigen Ebene in ei-

nem Strahlenbüschel j Parer i

(unparer)

Ordnung geschnitten.

Geraden u, welche ihm nicht angehört, ist eine Linie < Parer 1

(unparer)

Ordnung, so dass also,, wenn ein Strahl den Büschel“ beschreibt,

seine Spur in der Geraden u über jeden festen Punkt derselben

i parmal \ hinweggeht.

lunparmal J

166. Eine Linie s { Paier j

( unparer )

Ordnung wird aus jeder Axe a,

welche weder mit der Linie ei-

nen Punkt gemein hat, noch

mit ihr in einerlei Ebene liegt,

durch einen Ebenenbüschel

(parer i Ordnung projicirt.

unparer J

Ein Ebenenbüschel 1 Parer \

(unparer)

Ordnung wird von jeder Gera-

den, welche weder in einer sei-

ner Ebenen liegt, noch von al-

len in einem und demselben

Punkte geschnitten wird, in ei-

ner Linie ! Parer 1 Ordnung

(unparer)

geschnitten.
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Schneidet nämlich eine durch a gehende Ebene E die Linie s

in n Punkten, so muss auch, wenn ein Punkt P von einem aus-

serhalb der Ebene E befindlichen Punkte ausgehend die Linie s

beschreibt, die Ebene a P n mal über die Ebene E sich hinweg-

bewegen. Aus dem Satze rechter Hand folgt noch:

Wenn eine Ebene einen geschlossenen Ebenenbüschel be-

schreibt, welchem die unendlich ferne Ebene nicht angehört, so

wendet sie am Ende jedem eigentlichen Punkte, der nun nicht

in ihr liegt, dieselbe Seite zu, welche sie ihm Anfangs zuge-

wendet hat, oder die entgegengesetzte Seite, je nachdem der

Büschel von parer oder unparer Ordnung ist.

167. Eine Regelfläche R ( Parer \ Ordnung wird aus jedem

lunparerj

nicht in ihr liegenden Punkte S durch einen Ebenenbüschel

{parer j Ordnung projicirt, welcher nämlich, wenn eine Ge-

unparer J

rade p die Regelfiäche beschreibt, von der Ebene Sp beschrie-

ben wird.

Es entspreche dem jEbenenbündel R in dem einen von den

zwei reciproken Systemen die Regelfläche Ri im andern und

dem Punkte S im erstem die Ebene Si im letztem. Da nun

die Regelflächen R, R4 nach 160 und 163 entweder beide von

parer oder beide von unparer Ordnung sind, und dasselbe von

dem im Satze erwähnten Ebenenbüschel und der ihm entspre-

chenden Linie gilt, in welcher die Fläche Ri von der Ebene St

geschnitten wird, so folgt der Satz aus 156.

168. Wird eine Regelfläche { Parer l Ordnung, der keine

l unparer J

unendlich ferne Gerade an gehört, von einer Geraden beschrieben,

so nimmt diese zuletzt { °^ηβ 1 Verwechslung der beiden in ihr

l mit I

enthaltenen Richtungen die anfängliche Stelle wieder ein.

Da nämlich hier nur die Linie c in Betrachtung kommt, in

welcher die endlich ferne Ebene von der Regelfläche geschnitten

wird, so kann man für diese Fläche, wenn sie keine Winkel-

fläche ist, eine Winkelfläche substituiren, welche jene Linie c

aus irgend einem eigentlichen Punkte projicirt. 15.
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§* 13.

Von den ebenen Figuren und den ihnen verwandten Gebilden.

169. Jedes Stück einer Ebene, welches als der Schnitt eines

Strahlenkegels betrachtet werden kann, soll eine ebene Figur heis-

sen. Gleichwie nun in einem Strahlenkegel keine Winkelfläche

unparer Ordnung, so ist auch in einer ebenen Figur keine Linie

unparer Ordnung enthalten.

Ist von einem gewöhnlichen Strahlenbündel ein eigentliches

ebenes System ein Schnitt, so entspricht jedem Strahlenkegel,

dessen Mantel von der zum ebenen Systeme parallelen Ebene des

Strahlenbündels weder berührt noch geschnitten wird, eine eigent-

liche (endliche) Figur. Wird der Mantel eines Strahlenkegels von

jener Ebene in einem Strahle berührt, so geht die ihm entspre-

chende Figur ins Unendliche. Wird ein Strahlenkegel durch jene

Ebene (einen in ihr befindlichen Winkel) in zwei Theile getheilt,

so wird die ihm entsprechende Figur durch die in ihr befind-

liche unendlich ferne Strecke in zwei Theile getheilt, welche,

weil ihr Zusammenhang im Unendlichen liegt, nach der ge-

wöhnlichen Ansicht nicht Zusammenhängen.

Jede ebene Figur, deren Umfang mit irgend einer Geraden

a, welche in der nämlichen Ebene liegt, keinen Punkt gemein

hat, kann, wenn sie auch keine eigentliche Figur ist, doch als

die Projektion einer eigentlichen Figur betrachtet werden. Pro-

jicirt man nämlich die Figur aus irgend einem ausserhalb ihrer

Ebene befindlichen eigentlichen Punkte M, so erhält man einen

Strahlenkegel, welcher von jeder zur Ebene M a parallelen Ebene

in einer eigentlichen Figur geschnitten wird.

170. Eine Ebene wird (16)

als System von Punkten durch

jede in ihr befindliche Linie f

parer Ordnung, welche durch

keinen Punkt Öfter als einmal

geht, in zwei Systeme getheilt,

von welchen das eine eine von

der Linie f eingeschlossene Fi-

gur ist (keine Linie unparer

Durch jeden Strahlenbüschel

fl parer Ordnung, in welchem

kein Strahl öfter als einmal zu

zählen ist, wird das System von

allen mit ihm in einerlei Ebene

befindlichen Geraden in zwei

Systeme getheilt, von welchen

das eine, welches von dem Bü-

schel ^ ausgeschlossen heissen
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Ordnung in sich enthält), wäh-

rend im andern unendlich viele

Linien unparer Ordnung ent-

halten sind. Jede Linie, welche

in der Ebene liegt und einen

Punkt des einen Systems mit

einem Punkte des andern ver-

bindet, hat mit der gemein-

schaftlichen Grenze f der bei-

den Systeme, durch welche die

Punkte von einander getrennt

sind, wenigstens einen Punkt

gemein.

soll, keinen Strahlenbüschel un-

parer Ordnung in sich enthält,

während im andern unendlich

viele solche Büschel enthalten

sind. Jeder Strahlenbüschel,

welcher eine Gerade des einen

Systems mit einer Geraden des

andern verbindet, hat mit der ge-

meinschaftlichen Grenze f^ der

beiden Systeme, durch welche

die Geraden von einander ge-

trennt sind, wenigstens einen

Strahl gemein.

Von je zwei begrenzten Systemen, welche einerlei Grenze

haben, soll jedes die Ergänzung des andern genannt werden.

Sind ein ebenes System und ein Strahlenbündel zu einander reci-

prok, so entspricht in ihnen jeder Figur (jedem von einer Linie

eingeschlossenen Systeme von Punkten) ein von einem Ebenenbti-

schel ausgeschlossenes System von Ebenen und jedem von einem

Strahlenbüschel ausgeschlossenen Systeme von Geraden ein von

einer Winkelfläche eingeschlossenes System von Strahlen. Die

Ergänzungen von entsprechenden Systemen entsprechen einander

ebenfalls.

171. Jede Linie f, durch wel-

che eine Ebene als System von

Punkten in zwei Systeme F, F1

getheilt wird, die in jedemStücke

der Linie aneinander stossen, ist

von parer Ordnung.

Jeder Strahlenbüschel, durch

welchen das System von allen

in einerlei Ebene liegenden Ge-

raden, in zwei Systeme getheilt

wird, die den Büschel zur ge-

meinschaftlichen Grenze haben,

ist von parer Ordnung.

Die Linie f wird nämlich von jeder in der nämlichen

Ebene befindlichen Geraden, da diese eben so oft von F in F1

als von F1 in F übergeht, parmal geschnitten.

172. Versteht man unter einem ebenen nEcke eine ebene

Figur, welche von n Strecken eingeschlossen ist, so giebt es sechs

Arten von Dreiecken. Die drei Seiten eines Dreiecks können

nämlich sein:
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1)�Drei endliche Strecken, was beim endlichen Dreiecke der

Fall ist.

2)�Eine endliche Strecke und zwei (einstimmig-parallele) Halb-

strahlen.

3)�Zwei Halbstrahlen und eine im Unendlichen liegende Strecke.

4)�Zwei (entgegengesetzt-parallele) Halbstrahlen und eine durch

das Unendliche gehende Strecke.

5)�Eine endliche und zwei durch das Unendliche gehende

Strecken.

6)�Drei im Unendlichen liegende Strecken; so daes also das

Dreieck der Schnitt einer dreiseitigen Strahlenpyramide mit

der unendlich fernen Ebene ist.

Durch die in ihm liegende unendlich ferne Strecke wird ein

Dreieck der vierten Art in zwei Dreiecke der dritten Art, ein

Dreieck der fünften Art aber in ein Dreieck und ein Viereck ge-

theilt.

Ebenso giebt es, wenn man unter einem n Kante eine (eigent-

liche) n seitige Strahlenpyramide oder ein n seitiges Strahlenprisma

versteht, sechs Arten von Dreikanten, nämlich das gewöhnliche

Dreikant, welches einen eigentlichen Mittelpunkt hat, und fünf

Arten von dreiseitigen Strahlenprismen; welche den fünf ersten

Arten von Dreiecken entsprechen, wenn ein ebenes System als

ein Schnitt eines Parallelstrahlenbündels betrachtet wird. Jedem

Dreiecke der ersten Art entspricht ein eigentliches dreiseitiges

Strahlenprisma. Jedem Dreiecke der dritten Art (hohlen ebenen

Winkel) entspricht ein dreiseitiges Strahlenprisma der dritten Art

(ein hohler Flächenwinkel).

173. Eine Ebene wird durch drei Gerade, welche nicht in

einem und demselben Punkte sich schneiden, in vier Dreiecke ge-

theilt, von welchen je zwei eine Seite und den ihr gegenüberlie-

genden Winkel mit einander gemein haben. Je zwei von den

drei Geraden bilden nämlich mit einander zwei Winkel, deren

jeder durch seinen Schnitt mit der dritten Geraden in zwei Drei-

ecke getheilt wird. Liegen zwei Punkte in einem und demselben

von den vier Dreiecken, so wird von den beiden Strecken, wel-

che sie verbinden, die eine von keiner der drei Geraden und also

die andere von jeder derselben geschnitten.
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ten, so ist das eine von den vier Dreiecken ein endliches Drei-

eck, während die drei übrigen von der fünften Art sind. Sind

zwei von den drei Geraden zu einander parallel, so sind zwei

von den vier Dreiecken von der zweiten, die beiden übrigen aber

von der vierten Art. Schneiden sich nur zwei von den drei Ge-

raden in einem eigentlichen Punkte, so dass also die dritte Ge-

rade die unendlich ferne Gerade der Ebene ist, so sind alle vier

Dreiecke von der dritten Art. Ist die Ebene selbst die unend-

lich ferne Ebene, so sind alle vier Dreiecke von der sechsten Art.

174.�Wenn die drei Eckpunkte eines Dreiecks und ein

Punkt P, welcher in ihm liegt, oder eine Gerade p, welche mit

seinem Umfange keinen Punkt gemein hat, aber mit ihm in einer-

lei Ebene liegt, gegeben sind, so ist das Dreieck bestimmt.

Jede Strecke, welche zwei von den drei gegebenen Eckpunkten

verbindet, und von der Geraden, die aus dem dritten Eckpunkte

den Punkt P projicirt, geschnitten, oder von der Geraden p nicht

geschnitten wird, ist eine Seite des Dreiecks.

Hat man irgend eines von den vier Dreiecken, welche die

drei Punkte A, B, C zu Eckpunkten haben, durch ABO be-

zeichnet, so kann man die drei übrigen, von welchen das eine

die Seite A B, das andere die Seite A G und das dritte die Seite

B G mit dem erstem gemein hat, durch AB'C, A C*B> B C*A

bezeichnen, so dass also von diesen drei letztem Dreiecken das

erste und zweite die Seite B’C (oder C’B), das erste und dritte

die Seite AG und das zweite und dritte die Seite A*B gemein

haben.

175.�Zwei nicht concentrische Winkel ab, ac, welche in

einerlei Ebene liegen und einen Schenkel gemein haben, durch-

schneiden sich in einem Dreiecke, dem jeder Punkt angehört, in

welchem ein Strahl des einen Winkels von einem Strahle des an-

dern geschnitten wird. Werden jene Winkel durch p, q und ihre

Nebenwinkel durch p*, qj bezeichnet, so kann man die vier

Dreiecke, welche die Geraden a, b, c mit einander bilden, durch

pq, pqn Pi q> Piqi bezeichnen.

176.�Wird in einem gewöhnlichen Strahlenbündel, von wel-

chem ein ebenes System ein Schnitt ist, ein Vierkant angenom-
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men, so entspricht diesem nur dann ein endliches Viereck, wenn

die schneidende Ebene eine eigentliche Ebene ist, und die zu ihr

parallele Ebene des Strahlenbtindels den Mantel des Vierkants

weder berührt noch schneidet. Da aber diese Ebene den Mantel

des Vierkants in einer Kante oder in einer Seite berühren oder

das Vierkant in zwei Dreikante oder in ein Dreikant und ein

Vierkant oder in ein Dreikant und ein Ftinfkant oder in zwei

Vierkante theilen oder die schneidende Ebene die unendlich ferne

Ebene sein kann, so giebt es acht Arten von ebenen Vierecken,

vorausgesetzt, dass nur Vierecke mit ausspringenden Winkeln be-

trachtet werden. Allgemein ist die Anzahl der verschiedenen Ar-

ten von ebenen n Ecken, welche lauter ausspringende Winkel ha-

ben entweder n ^ oder "ί~ - je nachdem nämlich n

2 2

eine unpare oder pare Zahl ist.

177.�Vier Gerade a, b, c, d, welche durch einen und

denselben Punkt gehen, von welchen aber keine drei in einerlei

Ebene liegen, sind die Kanten von drei Vierkanten ab cd, acdb

adbc, deren jedes lauter ausspringende Winkel hat, und von

welchen je zwei in zwei einander gegenüberliegenden Seiten an-

einanderstossen. Man erhält die sechs Seiten dieser drei Vier-

kante, wenn man je zwei von den vier Geraden durch einen

ebenen Winkel verbindet, welcher von der durch die beiden übri-

gen Geraden bestimmten Ebene nicht geschnitten wird. Eben so

sind vier Punkte, welche in einerlei Ebene, von welchen aber

keine drei in einer und derselben Geraden liegen, die Eckpunkte

von drei Vierecken, deren jedes lauter aüsspringende Winkel hat,

und welche zusammen die ganze Ebene erfüllen.

178.�Wenn die Grenze eines Strahlenkegels von keiner

Ebene in mehr als zwei Strahlen geschnitten wird, so ist jeder

Strahl a seiner Ergänzung die Axe eines um ihn beschriebenen

Plächenwinkels. Man kann nämlich eine Ebene, welche durch die

Gerade a geht und den Mantel des Strahlenkegels schneidet, in

jedem Sinne um jene Gerade sich drehen lassen, bis die Schnitt-

linien in einander fallen. Geschieht diess bei der Drehung in dem

einen Sinne in dem Strahle b und bei der Drehung im andern

Sinne in dem Strahle c, so sind ab, ac die Schenkel des er-
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j

wähnten Flächenwinkels. — Würden die drei Geraden a, b, c

in einerlei Ebene liegen, so würde diese nm jede vierte Gerade,

welche durch die beiden letztem von der erstem getrennt, so

gedreht werden können, dass sie den Mantel des Strahlenkegels

in vier Strahlen schneiden müsste.

Wird der Umfang einer ebenen Figur von keiner Geraden

in mehr als zwei Punkten geschnitten, so ist jeder Punkt ihrer

Ergänzung der Mittelpunkt eines um sie beschriebenen ebenen

Winkels, daher die Figur (169), wenn sie auch keine eigent-

liche Figur ist, doch als die Projektion einer eigentlichen Fi-

gur betrachtet werden kann.

179. Wenn der Umfang f einer ebenen Figur F von kei-

ner Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten wird, so soll

die stetige Aufeinanderfolge g von Geraden, welche die Linie f

berühren, der diese Linie oder auch der die Figur F umhüllende

Strahlenbüschel genannt werden. Durch den Strahlenbüschel g

wird das System von allen in der Ebene befindlichen Geraden in

zwei Systeme getheilt, von welchen das eine G von dem Büschel,

so wie auch von der Linie f ausgeschlossen ist, das andere G1

aber unendlich viele Strahlenbüschel erster Ordnung in sich ent-

hält. Eine Gerade, welche nicht in der gemeinschaftlichen Grenze

dieser beiden Systeme liegt, gehört dem erstem oder dem letz-

tem an, je nachdem sie die Linie f nicht schneidet oder schnei-

det. Ist F eine geradlinige Figur, so ist der Büschel g aus den

Aussenwinkeln derselben zusammengesetzt. Bildet aber die Linie

f keine Ecke, so ist g der ihr sich anschmiegende Strahlen-

büschel.

Eine Gerade hat mit der Li-

nie f entweder zwei Punkte A,B

oder gar keinen Punkt oder

eine Strecke oder einen Punkt

gemein, je nachdem sie nämlich

in dem Systeme G1 oder in dem

Systeme G enthalten ist, oder

die Linie f in einer Strecke

oder in einem Punkte berührt.

Im ersten Falle wird die Gerade

Ein Strahlenbüschel erster

Ordnung hat mit dem Büschel

g entweder zwei Strahlen a, b

oder gar keinen Strahl oder

einen Winkel oder einen Strahl

gemein, je nachdem nämlich

sein Mittelpunkt in dem Sy-

steme F1 oder in dem Systeme

F enthalten oder ein Eckpunkt

der Linie f oder ein anderer
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Punkt derselben ist. Im ersten

Falle wird der Strahlenbüschel

erster Ordnung durch die bei-

den Strahlen a, b in zwei Win-

kel getheilt, von welchen der

eine dem Systeme G angehört,

der andere aber um die Figur

F beschrieben ist. In den übri-

gen Fällen liegt kein Strahl des

Strahlenbüschels in dem Sy-

steme G.

180. In zwei reciproken ebenen Systemen 2, entspricht

jeder Figur F, deren Umfang f von keiner Geraden in mehr als

zwei Punkten geschnitten wird, ein vom Umfange einer solchen

Figur ausgeschlossenes System von Geraden. Gleichwie näm-

lich der die Linie f umhüllende Strahlenbüschel g mit einem Strah-

lenbüschel erster Ordnung, dessen Mittelpunkt in der Linie fliegt,

entweder nur einen Strahl oder einen Winkel, mit einem andern

Strahlenbüschel erster Ordnung aber entweder gar keinen Strahl

oder zwei Strahlen gemein hat, so hat die Linie gj mit einer

Geraden, welche dem Büschel fj angehört, entweder nur einen

Punkt oder eine Strecke, mit einer andern Geraden aber entwe-

der gar keinen Punkt oder zwei Punkte gemein. Jeder Winkel,

welcher um die von der Linie gi eingeschlossene Figur G* be-

schrieben ist, entspricht einer Strecke, welche von einer in die

Figur F beschriebenen Strecke die Ergänzung ist, u. s. w.

Wenn die Linie f aus m Strecken und nCurven zusammen-

gesetzt ist und rEcken bildet, so muss die Linie gt aus rStre-

cken und nCurven zusammengesetzt sein und mEcken bilden.

Ist F ein nEck, so ist auch Gt einuEck. Jeder Seite des einen

entspricht ein Aussenwinkel des andern.

Nimmt man an, dass das zweite von den zu einander

reciproken Systemen ein Strahlenbündel ist, so ist Gt ein Strah-

lenkegel, dessen Mantel gi von keiner Ebene in mehr als zwei

Geraden geschnitten wird, und das von der Fläche gt und

dem sie umhüllenden Ebenenbüschel ausgeschlossene System von

Ebenen. Je zwei Nebenwinkeln, von welcher der eine um die

durch die beiden Punkte A, B

in zwei Strecken getheilt, von

welchen die eine in die Figur

F beschrieben, die andere aber

in der Ergänzung F1 dieser Fi-

gur enthalten ist. In den übri-

gen Fällen liegt kein Punkt der

Geraden in der Figur F.
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Figur F beschrieben ist, und also der andere dem Systeme G

von Geraden angehört, entsprechen zwei Nebenwinkel, von wel-

chen der eine ein Schnitt des Systems F1? der andere aber in

den Strahlenkegel Gj beschrieben ist, u. s. w.

181. Es sei wieder F eine ebene Figur, deren Umfang f

von keiner Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten wird,

und G das von der Linie f und den sie umhüllenden Strahlen-

büschel g ausgeschlossene System von Geraden.

Dreht sich eine Gerade, wel-

che die Linie f in zwei Punk-

ten schneidet, um einen Punkt,

der entweder in der Figur F

oder in ihrer Ergänzung liegt,

so bewegen sich die Schnitt-

punkte in der Linie f im letz-

tem Falle im entgegengesetzten

Sinne, im erstem Falle aber in

einem und demselben Sinne, so

dass, wenn die Gerade einen

Strahlenbüschel erster Ordnung

beschreibt, zuletzt jeder von

den beiden Schnittpunkten die

anfängliche Stelle des andern

einnimmt.

In der Linie f sind zwei

Punkte, in welchen sie von ei-

ner Geraden geschnitten wird,

durch zwei andere solche Punkte

getrennt oder nicht getrennt, je

nachdem der Schnittpunkt der

beiden Geraden in der Figur

F oder auseerhalb derselben

liegt.

Die Figur F wird durch jede

Gerade, welche die Linie f

schneidet, (durch jede in sie

Staudt, Geometrie der Lage.

Bewegt sich der Mittelpunkt

eines um die Figur F beschrie-

benen Winkels in einer Gera-

den, welche entweder im Sy-

steme G oder in der Ergänzung

desselben enthalten ist, so be-

wegen sich seine Schenkel in

dem Büschel g im letztem Falle

im entgegengesetzten Sinne, im

erstem Falle aber in einem und

demselben Sinne, so dass, wenn

der Mittelpunkt des Winkels

jene Gerade beschreibt, zuletzt

jeder seiner Schenkel die an-

fängliche Stelle des andern ein-

nimmt.

In dem Büschel g sind die

Schenkel eines um die Figur F

beschriebenen Winkels durch

zwei andere solche Strahlen ge-

trennt oder nicht getrennt, je

nachdem die Gerade, welche

die Mittelpunkte der beiden

Winkel verbindet, dem Systeme

G oder seiner Ergänzung an-

gehört.

Das System G wird durch

jeden ausserhalb der Figur F

befindlichen Punkt (durch den

7
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Nebenwinkel eines jeden um die

Figur F beschriebenen Winkels)

in zwei Systeme getheilt. Jede

Gerade des einen dieser Systeme

bildet mit jeder Geraden des

andern zwei Winkel, von wel-

chen der eine die Figur F, der

andere aber jenen Punkt in

sich enthält.

182. Das System von allen in einer und derselben Ebene

befindlichen Geraden wird durch drei Punkte A, B, C, welche

nicht in einer und derselben Geraden liegen in vier Systeme ge-

theilt, deren jedes vom Umfange eines Dreiecks ausgeschlossen

ist. Je zwei Gerade, welche einem und demselben von den vier

Systemen angehören, können durch einen Winkel verbunden

werden, welcher keinen der drei Punkte in sich enthält, wäh-

rend je zwei Gerade, welche verschiedenen Systemen angehören,

durch jene Punkte getrennt sind.

Bezeichnet man die vier Dreiecke, welche die drei Punkte

A, B, C zu Eckpunkten haben, durch ABC, ABO, AC'B,

BCA, so kann man durch dieselben Ausdrücke auch die vier

Systeme von Geraden bezeichnen. Dem Systeme BCA von Ge-

raden, welches nämlich vom Umfange des Dreiecks B C*A ausge-

schlossen ist, gehört jede Gerade an, welche die beiden Seiten

A B, A C des Dreiecks ABC schneidet.

188. Eine Ebene wird als

System von Punkten durch n

Gerade, von welchen keine drei

durch einen und denselbenPunkt

,�. n(n—1)�, „

gehen, in----^---- + 1

steme getheilt. Ist n "> 2, so

ist jedes dieser Systeme eine

geradlinige Figur, welche lau-

ter ausspringende Winkel hat

und von keiner der n Geraden

ein Stück in sich enthält. Je-

Das System von allen in ei-

ner und derselben Ebene be-

findlichen Geraden wird durch

nPunkte, von welchen keine

drei in einer und derselben Gera-

n (n—1)

den liegen, in ------^---- + 1

Systeme getheilt. Ist n > 2,

so ist jedes dieser Systeme vom

Umfange einer geradlinigen Fi-

gur ausgeschlossen, welche lau-

ter ausspringende Winkel hat,

beschriebene Strecke) in zwei

Figuren getheilt. Jede Strecke,

welche einen Punkt der einen

dieser Figuren mit einemPunkte

der andern verbindet, und die

Linie f nicht schneidet, wird

von jener Geraden geschnitten.
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der Winkel, welchen zwei der

nGeraden miteinander bilden,

ist von zwei solchen Figuren

ein Aussenwinkel.

Der Ausdruck

n(n—1)

und diejenigen der n Punkte,

welche keine Eckpunkte dersel-

ben sind, in sich enthält. Jede

Strecke, welche zwei der nPunk-

te verbindet, ist eine gemein-

schaftliche Seite von zwei

solchen Figuren.

stellt die Anzahl der Punkte vor,

in welchen die n Geraden sich schneiden. Um sich nun zu über-

zeugen, dass die Anzahl der Systeme jene Zahl immer um eins

übertreffe, darf man nur bemerken, dass diess für n=2 (auch

für n=^l) gilt, und dass, wenn zu m Geraden noch eine hinzu-

kommt, jede von den beiden Zahlen um m vermehrt wird, indem

die letzte Gerade durch die m Punkte, in welchen sie die m er-

stem schneidet, in m Strecken getheilt wird, deren jede eines

der vorigen Systeme selbst wieder in zwei Systeme theilt. Es

lassen sich hieran noch folgende Bemerkungen knüpfen.

I. Wenn die Ebene eine eigentliche Ebene ist, aber unter

den n Geraden die unendlich ferne Gerade derselben sich befindet,

und die Anzahl der übrigen durch r bezeichnet wird, so ist die

Anzahl der ins Unendliche gehenden Figuren = 2r und also

r (r+1)

die Anzahl der endlichen Figuren

r(r—3)

+ 1 —2r =

+ 1.

II.

Ist unter den Figuren ein nEck, so sind die übrigen

n(n— 3)

Figuren n Dreiecke und

Vierecke.

Je zwei aufeinanderfolgende

Aussenwinkel des nEcks durch-

schnei den sich in einem Drei-

ecke, je zwei nicht aufeinander-

folgende Aussenwinkel aber in

einem Vierecke.

Jedes System von Geraden,

welches zwei aufeinanderfolgen-

de Seiten des n Ecks schneidet,

ist vom Umfange eines Dreiecks,

jedes System aber, welches zwei

nicht aufeinanderfolgendeSeiten

schneidet, vom Umfange eines

Vierecks ausgeschlossen.

7 *
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III. Ist n=:4, so sind die Figuren vier Dreiecke und drei

Vierecke.

Die zwölf Seiten der vier

Dreiecke sind zugleich die zwölf

Seiten der drei Vierecke. Je

zwei von den vier Geraden ent-

halten von einem der drei Vier-

ecke zwei einander gegenüber-

liegende Seiten, von jedem der

beiden übrigen aber zwei auf-

einanderfolgende Seiten.

Die zwölf Aussenwinkel der

vier Dreiecke sind zugleich die

zwölf Aussenwinkel der drei

Vierecke. Je zwei von den

vier Punkten sind in einem der

drei Vierecke zwei einander ge-

genüberliegende, in jedem der

beiden übrigen aber zwei auf-

einanderfolgende Eckpunkte.

IV. Ist n = 5 , so sind die Figuren fünf Dreiecke, fünf

Vierecke und ein Fünfeck. Kommt nämlich zu vier Geraden,

durch welche die Ebene in vier Dreiecke und drei Vierecke ge-

theilt wird, noch eine fünfte Gerade hinzu, welche die erstem

in vier Punkten schneidet, so werden durch die fünfte Gerade

zwei von den vier Dreiecken und zwei von den drei Vierecken

getheilt. Dass aber nicht jedes von diesen beiden Vierecken in

ein Fünfeck und ein Dreieck und auch nicht jedes in zwei

Vierecke getheilt werde, folgt aus II und III.

L 14.

Von den Körpern und den ihnen verwandten Gebilden.

184. Jeder körperliche Raum, welcher keine Linie unparer

Ordnung in sich enthält, soll von nun an ein Körper und von

der Fläche, welche ihn von dem übrigen Theile des unbegrenz-

ten Raumes trennt, eingeschlossen heissen. Da hiernach der

Schnitt eines Körpers mit einer Ebene entweder eine Figur oder

der Inbegriff von zwei oder mehrern Figuren ist, und also aus-

serhalb eines Körpers unendlich viele Linien unpar.er Ordnung

denkbar sind, so folgt, dass die Ergänzung eines Körpers kein

Körper ist.

Das Reciproke von einem Körper ist ein von einem Ebenen-

bündel begrenztes System von Ebenen, welches keinen Ebenen-
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büschel unparer Ordnung in sich enthält und daher von jenem

Ebenenbündel ausgeschlossen heissen soll.

185.�Jede Fläche, durch wel-

che der unbegrenzte Baum (als

System von Punkten) in zwei

Theile P, Q getheilt wird, die

in jedem Stücke der Fläche

aneinanderstossen, ist (156) von

parer Ordnung·

Jeder Ebenenbündel, durch

welchen das System von allen

im Baume denkbaren Ebenen

in zwei Systeme getheilt wird,

die den Ebenenbündel zur ge-

meinschaftlichen Grenze haben,

ist von parer Ordnung.

Eine Gerade geht nämlich eben so oft von P in Q als von

Q in P über. Ist in dem einen von diesen Baumtheilen eine

Ebene enthalten, welche mit der Fläche keinen Punkt gemein

hat, so ist der andere, da keine Linie unparer Ordnung in ihm

denkbar ist, ein Körper.

186.�Durch jede Fläche F,

welche von parer Ordnung, aber

nicht aus zwei oder mehrern

geschlossenen Flächen zusam-

mengesetzt ist, wird das System

von allen im Baume denkbaren

Punkten in zwei Systeme ge-

theilt. Jede Linie, welche ei-

nen Punkt des einen dieser

Systeme mit einem Punkte des

andern verbindet, hat mit der

Fläche F wenigstens einen

Punkt gemein.

Durch jeden Ebenenbündel

parer Ordnung, welcher nicht

aus zwei oder mehrern geschlos-

senen Ebenenbündeln zusam-

mengesetzt ist, wird das Sy-

stem von allen im Baume denk-

baren Ebenen in zwei Systeme

getheilt. Jeder Ebenenbüschel,

welcher eine Ebene des einen

dieser Systeme mit einer Ebene

des andern verbindet, hat mit

jenem Ebenenbündel wenigstens

eine Ebene gemein.

Es sei AB irgend eine Linie, welche die Fläche F in einem

Punkte schneidet, so muss auch (158) jede andere Linie, welche

den Punkt A mit dem Punkt B verbindet, da sie mit der erstem

eine geschlossene Linie bildet, die Fläche F schneiden, woraus

hervorgeht, dass durch diese Fläche der Punkt A vom Punkte B

getrennt ist, und also der Baum getheilt wird. Da aber jeder

Theil von einer geschlossenen Fläche begrenzt sein muss, und

diese keine andere als die Fläche F sein kann, so folgt, dass

es nur zwei Theile sind.

187.�In zwei collineären Systemen entspricht jedem Körper
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K ein Körper K4, dessen Oberfläche Fj der Oberfläche F des

erstem entspricht. Hat die Fläche F mit derjenigen Ebene U

des erstem Systems, welcher die unendlich ferne Ebene des an-

dern entspricht, keinen Punkt gemein, so ist Kt ein endlicher

(eigentlicher) Körper. Es ist alsdann jeder Punkt in der Ebene

U der Mittelpunkt eines um den Körper K beschriebenen Strah-

lenkegels, dem ein um den Körper Kj beschriebener Strahlency-

linder entspricht, und jede Gerade in der Ebene U die Axe eines

um den Körper K beschriebenen Flächen winkeis, dem ein um

den Körper Kj beschriebener Parallelraum entspricht.

Wenn die Fläche F von der Ebene U in einem Punkte B

oder in einer Linie oder in einem Stücke berührt wird, so geht

der Körper Ki ins Unendliche. Wenn ferner im ersten von die-

sen Fällen jede Gerade, welche die Ebene U im Punkte B schnei-

det, aus zwei Strecken besteht, von welchen die eine in dem Kör-

per K, die andere aber ausserhalb desselben liegt, so wird jede

eigentliche Gerade, welche durch den unendlich fernen Punkt

Bt geht, durch den eigentlichen Punkt, in welchem sie die Fläche

Fj schneidet, in zwei Halbstrahlen getheilt, von welchen der

eine in dem Körper Ki, der andere aber ausserhalb desselben

liegt.

Wird der Körper K durch die Ebene U in zwei Theile ge-

theilt, so besteht der Körper Kj aus zwei Theilen, welche in

einem Stücke der unendlich fernen Ebene aneinanderstossen und

also nach der gewöhnlichen Ansicht nicht Zusammenhängen.

188. Versteht man unter einem Tetraeder einen von vier

Dreiecken eingeschlossenen Körper, so giebt es acht Arten von

Tetraedern.

Die Flächen eines Tetraeders können nämlich sein:

1)�Vier endliche Dreiecke, was beim endlichen Tetraeder der

Fall ist.

2)�Ein endliches Dreieck und drei Dreiecke der zweiten Art.

3)�Zwei Dreiecke der zweiten und zwei Dreiecke der drit-

ten Art.

4)�Drei Dreiecke der dritten und ein Dreieck der sechsten Art.

5)�Zwei Dreiecke der dritten und zwei Dreiecke der vier-

ten Art.
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6)�Ein Dreieck der zweiten, zwei Dreiecke der vierten und

ein Dreieck der fünften Art.

7)�Ein endliches Dreieck und drei Dreiecke der fünften Art.

8)�Vier Dreiecke der fünften Art.

Denkt man sich ein Tetraeder und eine Ebene, so wird die

Ebene entweder mit der Oberfläche des Tetraeders gar keinen

Punkt gemein haben, oder diese Fläche in einem Eckpunkte oder

in einer Kante oder in einem Dreiecke berühren, oder eine oder

zwei oder drei oder vier Kanten des Tetraeders schneiden. Nimmt

man nun an, dass die Ebene die unendlich ferne Ebene sei, so

führt diese auf die obigen acht Arten von Tetraedern.

189. Der unbegrenzte Raum wird durch vier Ebenen, wel-

che nicht durch einen und denselben Punkt gehen, in acht Te-

traeder, jedes von den vier Dreikanten nämlich, welche drei der

vier Ebenen mit einander bilden, durch seinen Schnitt mit der

vierten Ebene in zwei Tetraeder getheilt. Bie acht Tetraeder

bilden zwei Gruppen, von welchen jede aus vier Tetraedern be-

steht, so dass je zwei Tetraeder, welche einer und derselben

Gruppe angehören, ein Paar Gegenkanten mit einander gemein

haben, je zwei Tetraeder aber, welche nicht einer und derselben

Gruppe angehören, in einem Dreiecke aneinanderstossen und zu-

sammen ein Dreikant erfüllen. Verbindet man zwei ausserhalb

der vier Ebenen befindliche Punkte durch eine Strecke und dann

auch durch deren Ergänzung, so wird entweder die eine dieser

Strecken von keiner der vier Ebenen und also die andere von

jeder derselben, oder jede von zweien, oder die eine von einer

und die andere von den drei übrigen geschnitten werden, je

nachdem nämlich jene Punkte in einem und demselben Tetraeder

oder in zwei Tetraedern einer und derselben Gruppe oder nicht

in einer und derselben Gruppe liegen.

Schneiden sich je drei der vier Ebenen in einem eigentlichen

Punkte, so besteht die eine Gruppe aus einem endlichen Tetrae-

der und drei Tetraedern der achten Art, die andere aber aus

vier Tetraedern der siebenten Art. Schneiden sich drei von den

vier Ebenen in drei zu einander parallelen Geraden, so besteht

jede von den beiden Gruppen aus einem Tetraeder der zweiten

und drei Tetraedern der sechsten Art. Sind zwei der vier Ehe-
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nen zu einander parallel, so besteht jede Gruppe aus zwei Te-

traedern der dritten und zwei Tetraedern der fünften Art. Ist

unter den vier Ebenen die unendlich ferne Ebene, so sind alle

acht Tetraeder von der vierten Art (einfache Dreikante.)

190.�Wenn die vier Eckpunkte eines Tetraeders und ein

Punkt P, welcher in ihm liegt, oder eine Ebene p, welche mit

seiner Oberfläche keinen Punkt gemein hat, gegeben sind, so ist

das Tetraeder bestimmt. Jede Strecke, welche zwei von den vier

gegebenen Eckpunkten verbindet, und von der Ebene, die durch

die beiden übrigen und den Punkt P bestimmt ist, geschnitten

oder von der Ebene p nicht geschnitten wird, ist eine Kante

des Tetraeders.

Hat man irgend eines der acht Tetraeder, welche die vier

Punkte A, B, C, D zu Eckpunkten haben, durch AB CD be-

zeichnet, so können die drei übrigen Tetraeder derselben Gruppe

durch AB‘CD, AC*BD, AD*BC und die vier Tetraeder der

andern Gruppe durch ABCfD, ABD’C, ACD’B, BCD’A

bezeichnet werden, so dass also z. B. das erste und vierte die

Kanten AD, BC gemein haben, das erste und letzte aber in

dem Dreiecke BCD aneinanderstossen.

191.�Drei Flächenwinkel ab, ac, ad, welche einen Schen-

kel a mit einander gemein haben, deren Axen aber nicht alle drei

durch einen und denselben Punkt gehen, durchschneiden sich in

einem Tetraeder, dem jeder Punkt angehört, in welchem eine

Ebene des ersten, eine Ebene des zweiten und eine Ebene des

dritten Winkels sich schneiden. Bezeichnet man die drei Winkel,

von welchen je zwei in einem Dreikante sich durchschneiden, des-

sen Schnitt mit dem dritten jenes Tetraeder ist, durch p, q, r

und ihre Nebenwinkel durch pA, q1; rl9 so kann man die acht

Tetraeder, welche die vier Ebenen a, b, c, d mit einander bil-

den, durch pqr, pq^*, ptqrj, p^r, pqrt, pqt^pjqr,

Ρι9ιΓι bezeichnen, so dass also im letzten die drei Winkel

Pi, q4, rt sich durchschneiden.

192.�Wenn die Oberfläche F eines Körpers K von keiner

Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten wird, so gilt dies

auch vom Umfange einer jeden ebenen’ Figur, welche ein Schnitt

dps Körpers ist. Jeder Punkt M, welcher ausserhalb des Kör-
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pers liegt, ist der Mittelpunkt eines um ihn beschriebenen

Strahlenkegels, dessen Mantel von keiner Ebene in mehr als

zwei Strahlen geschnitten wird. Jede Gerade, welche mit der

Oberfläche des Körpers keinen Punkt gemein hat, ist die Axe

eines um ihn beschriebenen Flächenwinkels, welcher, wenn die

Gerade durch den Punkt M geht, zugleich um jenen Strahlen-

kegel beschrieben ist. Jede Ebene E, welche durch den Punkt

M geht und den Körper K schneidet, enthält einen Winkel,

welcher den Punkt M zum Mittelpunkt hat und um den Schnitt

beschrieben ist. Lässt man um eine in diesem Winkel liegende

feste Gerade die Ebene E sich drehen, so dass sie einen Ebenen-

büschel erster Ordnung beschreibt, so beschreiben die Schenkel

des Winkels die erwähnte Kegelfläche.

Da es unendlich viele Ebenen giebt, welche die Oberfläche

des Körpers K nicht schneiden, so kann man zu demselben,

wenn er auch kein endlicher Körper ist, einen ihm collineären

endlichen Körper sich denken.

193. Wird die Oberfläche k eines Körpers K von keiner

Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten, so soll der Inbe-

griff s von allen Ebenen, welche die Fläche k berühren, der

diese Fläche oder auch der den Körper K umhüllende Ebenen-

bündel genannt werden. Durch den Ebenenbündel k wird das

System von allen im Raume denkbaren Ebenen in zwei Systeme

getheilt, von welchen das eine S von der Fläche ausgeschlossen

und (185) das Reciproke von einem Körper ist, das andere aber

unendlich viele Ebenenbündel erster Ordnung in sich enthält.

Eine Ebene, welche nicht in der gemeinschaftlichen Grenze dieser

beiden Systeme liegt, gehört dem erstem oder dem letztem an,

je nachdem sie die Fläche k nicht schneidet oder schneidet. Ist

K ein ebenflächiger Körper, welcher nEcken hat, so ist der

Ebenenbündel s aus n Ebenenbündeln, deren jeder vom Mantel

einer Strahlenpyramide (von einer Raumecke) ausgeschlossen ist,

zusammengesetzt, so dass aber auch noch die Grenzen dieser

Ebenenbündel ihm angehören. Wird die Fläche k in jedem ihrer

Punkte nur von einer Ebene berührt, so ist s der ihr sich an-

schmiegende Ebenenbündel. Bezeichnet man das System von

Geraden, welche die Fläche k schneiden durch V und das System
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von Geraden, welche mit ihr keinen Punkt gemein haben, durch

W, so gilt Folgendes:

Jede Gerade des Systems V

wird durch die beiden Punkte,

in welchen sie die Fläche k

schneidet, in zwei Strecken ge-

theilt, von welchen die eine in

den Körper K beschrieben ist,

die andere aber ausserhalb des-

selben liegt. Alle Ebenen, wel-

che durch die Gerade gehen,

liegen ausserhalb des Systems S.

Jeder Ebenenbüschel I. Ord-

nung, dessen Axe eine Gerade

des Systems W ist, wird durch

die beiden Ebenen, welche er

mit dem Ebenenbündel s gemein

hat, in zwei Winkel getheilt,

von welchen der eine dem Sy-

steme S angehört, der andere

aber um den Körper K be-

schrieben ist. Alle Punkte der

Geraden liegen ausserhalb des

Körpers K.

Liegt eine Gerade h in der gemeinschaftlichen Grenze der

beiden Systeme V, W, so hat

das gerade Gebilde h mit der

Fläche k entweder a) nur einen

Punkt oder ß) eine Strecke ge-

mein.

der Ebenenbüschel h mit dem

Ebenenbündel s entweder at)

nur eine Ebene oder ßi) einen

Winkel gemein.

Wenn K ein ebenflächiger Körper ist, so findet der Fall aat

oder aßi oder ßat oder ß ßx statt, je nachdem die Gerade h

die Fläche k in einem in einer Kante befindlichen Punkte oder

in einem Eckpunkte oder in einer Strecke, welche keine Kante

oder eine Kante ist, berührt.

Die gemeinschaftliche Grenze der beiden Systeme V, W

hat mit

jeder Ebene, welche ausserhalb

des Systems S liegt, einen Strah-

lenbüschel gemein, der die Li-

nie umhüllt, in welcher die

Ebene die Fläche k schneidet.

jedem Strahlenbündel, dessen

Mittelpunkt ausserhalb des Kör-

pers K liegt, eine Kegelfläche

gemein, welche der dem Strah-

lenbündel und dem Ebenenbün-

del s gemeinschaftliche Ebe-

nenbüschel umhüllt.

194. In zwei reciproken Systemen entspricht jedem Körper

K, dessen Oberfläche k von keiner Geraden in mehr als zwei
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zwei Punkten geschnitten wird, ein von der Oberfläche eines sol-

chen Körpers ausgeschlossenes System K« von Ebenen.

Dem von der Fläche k ausgeschlossenen Systeme S von Ebe-

nen entspricht nämlich ein Körper S^ dessen Oberfläche sA dem

die Fläche k umhüllenden Ebenenbündel s (der Grenze des Sy-

stems S) entspricht. Jeder Geraden, welche die Fläche k schnei-

det, durch welche also keine Ebene des Bündels s geht, ent-

spricht eine Gerade, welche mit der Fläche s* keinen Punkt ge-

mein hat. Jeder Geraden, welche mit der Fläche k keinen Punkt

gemein hat, in welcher also zwei Ebenen des Bündels s sich schnei-

den, entspricht eine Gerade, welche mit der Fläche Sj zwei Punkte

gemein hat. Wenn eine Gerade a die Fläche k berührt, und also

der Ebenenbüschel a mit dem Ebenenbündel s entweder nur eine

Ebene oder einen Winkel gemein hat, so hat die ihr entspre-

chende Gerade mit der Fläche s4 entweder nur einen Punkt oder

eine Strecke gemein. Jedem Punkte, welcher in dem Körper K

liegt, durch welchen also keine Ebene des Bündels s geht, ent-

spricht eine Ebene, welche mit der Fläche s* keinen Punkt ge-

mein hat. Liegt ein Punkt P in der Fläche k, so dass also der

Ebenenbündel P erster Ordnung mit dem Ebenenbündel s entwe-

der nur eine Ebene oder einen Winkel oder ein von einer Win-

kelfläche ausgeschlossenes System von Ebenen gemein hat, so ge-

hört die jenem Punkte entsprechende Ebene P1? da sie mit der

Fläche sA entweder nur einen Punkt oder eine Strecke oder eine

Figur gemein hat, dem diese Fläche umhüllenden Ebenenbündel

an. Jedem Punkte M, welcher ausserhalb des Körpers K liegt

und also der Mittelpunkt eines um denselben beschriebenen Strah-

lenkegels ist, entspricht eine Ebene Mt, welche den Körper St

schneidet. Gleichwie nun der Körper Si durch die Ebene Mt

(durch seinen Schnitt Ft mit der Ebene Mj) in zwei Theile ge-

theilt wird, so dass jede Strecke, welche irgend einen Punkt des

einen Theils mit irgend einem Punkte des andern verbindet und

die Fläche sA nicht schneidet, von der Ebene Mj geschnitten wird,

so wird das System S von Ebenen durch den Punkt M (durch

den von dem Mantel jenes Strahlenkegels ausgeschlossenen Ebe-

nenbündel F) in zwei Systeme getheilt, so dass jede Ebene des

einen dieser Systeme mit jeder Ebene des andern zwei Winkel



﻿108

bildet, von welchen der eine den Körper K, der andere aber den

Punkt M in sich enthält.

Ist K ein ebenflächiger Körper, so ist auch Si ein ebenflä-

chiger Körper. Jeder Kante des einen Körpers entspricht alsdann

ein Aussenwinkel des andern, jedem Eckpunkte des einen, in

welchem n Kanten zusammenstossen, eineEbene, welche die Ober-

fläche des andern in einem n Ecke berührt.

195. Durch vier Punkte A, B, C, D, welche nicht in einer-

lei Ebene liegen, wird (189) das System von allen im Raume

denkbaren Ebenen in acht Systeme getheilt, deren jedes von der

Oberfläche eines Tetraeders ausgeschlossen ist, welches jene Punkte

zu Eckpunkten hat. Jede Ebene, welche durch keinen der vier

Punkte geht, bildet mit jeder andern solchen Ebene zwei Winkel,

von welchen entweder der eine gar keinen der vier Punkte und

also der andere alle vier, oder jeder zwei oder der eine einen

und also der andere drei in sich enthält, je nachdem nämlich die

beiden Ebenen in einem und demselben Systeme oder in zwei Sy-

stemen einer und derselben Gruppe oder nicht in einer und der-

selben Gruppe liegen.,

Das System ABC’D, welches nämlich von der Oberfläche

des Tetraeders ABC'D ausgeschlossen ist, schneidet die drei Kan-

ten AD, BD, CD des Tetraeders ABCD, während das System

AB’CD die vier Kanten AC, AD, BC, BD des Tetraeders

ABCD schneidet. Jede Ebene des Systems AB CD bildet also

mit jeder Ebene des Systems ABC'D zwei Winkel, von welchen

der eine die drei Punkte A, B, C und der andere den Punkt D

in sich enthält, mit jeder Ebene des Systems AB*CD aber zwei

Winkel, von welchen der eine die Punkte A, B und der andere

die Punkte C, D in sich enthält.

196. Der unbegrenzte Raum

wird als System von Punkten

durch nEbenen, von welchen

keine drei durch eine und die-

selbe Gerade und keine vier

durch einen und denselbenPunkt

n(n—1) (n — 2)

273

gehen, in u +

Das System von allen im Rau-

me denkbarenEbenen wird durch

nPunkte, von welchen keine drei

in einer und derselben Geraden

und keine vier in einerlei Ebene

v .�. η (η—1) (n—2)

liegen, in n +�----^-3--------

Systeme getheilt. Ist n > 3, so
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Theile getheilt. Ist n> 3, so

ist jeder der Raumtheile ein Po-

lyeder, welches lauter aussprin-

gende Winkel und lauter drei-

kantige Ecken hat, und durch

keine der n Ebenen selbst wie-

der getheilt wird. Jede Ecke

eines jeden dieser Polyeder ist

von einer Ecke eines andern

die Scheitelecke.

ist jedes dieser Systeme von der

Oberfläche eines Polyeders aus-

geschlossen, welches lauter aus-

springende Winkel und lauter

dreieckige Flächen hat, und die-

jenigen von den n Punkten, wel-

che nicht Eckpunkte desselben

sind, in sich enthält. In jedem

Dreiecke, welches drei der n

Punkte zu Eckpunkten hat, stos-

senzweiderPolyeder aneinander.

Um sich zu überzeugen, dass für jeden Werth von n die

Anzahl der Raumtheile der Anzahl der Ebenen mehr der Anzahl

ihrer Schnittpunkte gleich sei, darf man nur bemerken, dass

dies für n = 3 (auch für nr=l und n = 2) der Fall ist, und

dass, wenn zu mEbenen noch eine hinzukommt, dadurch die

Anzahl der Ebenen um 1, die Anzahl ihrer Schnittpunkte um

m—^—— und die Anzahl der Raumtheile um die Summe 1 +

2

—--------- sich vermehrt, indem die letzte Ebene (183) durch die

m (m___1)

Spuren der m erstem in H------------- Theile getheilt wird, de-

2

ren jeder einen der vorigen Raumtheile selbst wieder in zwei

Theile theilt.

Durch r+1 Ebenen, von welchen keine drei durch eine und

dieselbe Gerade und keine vier durch einen und denselben Punkt

(r + 1) r (r - 1)

gehen, wird also der Raum

_ r(rr + 5)

in r+l +

2.3

6

+ 1 Theile getheilt. Ist unter den Ebenen die un-

endlich ferne Ebene, so dass r also die Anzahl der übrigen be-

zeichnet, so ist die Anzahl der ins Unendliche gehenden Raum-

theile = r(r—1) + 2 und also die Anzahl der endlichen

—�(r—l)(r — 2) (r—3).

—�2.3
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§. 15.

Rückkehrelemente.

197. Man nehme an, dass ein Punkt P in einer Geraden P

sich bewege, oder die Gerade P in der Ebene P um den Punkt P

oder die Ebene P um die Gerade P sich drehe, oder dass auf

diese Weise zwei von den drei Elementen P oder alle drei zu-

gleich sich bewegen. Hat nun der Punkt P sich bewegt und in

der Stelle B den Sinn seiner Bewegung in der Geraden P geän-

dert, so soll der Punkt B ein Rückkehrpunkt der vom Punkte P

beschriebenen Linie oder auch, wenn diese krumm ist (die Ge-

rade P zugleich um den Punkt P sich gedreht hat), eine Spitze

derselben genannt werden. Hat die Gerade P sich gedreht und

in der Stelle B den Sinn der Drehung geändert, so ist die Ge-

rade B ein Rückkehrstrahl der von der Geraden P beschriebenen

Regelfläche. Wenn endlich die Ebene P sich gedreht und in der

Stelle ß den Sinn der Drehung geändert hat, so ist die Ebene B

eine Rückkehrebene des von der Ebene P beschriebenen Ebenen-

büschels. Der Mittelpunkt eines ^tickkehrstrahles in einem

Strahlenbüschel, welcher einer ebenen Curve sich anschmiegt,

heisst auch ein Wendepunkt dieser Curve.

198.�Bezeichnet man den Fall, in welchem ein Element B

kein Rückkehrelement ist, durch —, den Fall aber, in welchem

dasselbe ein Rückkehrelement ist, durch 4-, so muss in Hinsicht

auf jeden Punkt B einer ebenen Curve s und den dazu gehöri-

gen Strahl B des ihr sich anschmiegenden Strahlenbüschels s

einer von den vier Fällen

------,------h + —, + +

Statt finden. Der Punkt B ist im ersten Falle ein gewöhnlicher

Punkt der Curve, im zweiten ein gewöhnlicher Wendepunkt, im

dritten eine gewöhnliche Spitze und im vierten, in welchem so-

wohl der Punkt B ein Rückkehrpunkt der Curve s als auch der

Strahl B ein Rtickkehrstrahl des Büschel s ist, Spitze und Wen-

f ersten 1

depunkt zugleich. Die Curve s wird im i�> Falle im Punkte

IdrittenJ

B von der Geraden B

{

berührt λ

geschnitten/

, von jeder

andern durch den
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Punkt B gehenden Geraden aber in ihm ( gescbaitten \ jm

&�\ berührt )

{�> Falle wird die Curve von jeder durch den Punkt B

(vierten)

gehenden Geraden in diesem Punkte 1 ges^^ten \ jm ersten

ö�l berührt J

Falle heisst die Curve im Punkte B auf der Seite, auf welcher

sie von der Geraden B berührt wird, erhaben, auf der ent-

gegengesetzten Seite aber hohl.

Wenn der Curve s in dem einen von zwei reciproken ebenen

Systemen der Strahlenbtischel si im andern und also dem Strah-

lenbtischel s die Curve Sj entspricht, und in Hinsicht auf den

Punkt B und den Strahl B der Fall xy Statt findet, so findet in

Hinsicht auf den dieser Geraden entsprechenden Punkt BA der

Curve Sj und den dazu gehörigen Strahl des Büschels si der

Fall yx Statt, daher die Anzahl der Wendepunkte in einer jeden

von den beiden Curven der Anzahl der Kückkehrpunkte in der

andern gleich ist. In collineären Systemen ist in dieser Be-

ziehung zwischen zwei einander entsprechenden Fällen nie ein

Unterschied.

Bezeichnet xy eine Combination aus den Zeichen —, +,

so soll unter xy das Zeichen — oder + verstanden werden, je

nachdem die Anzahl der in der Combination enthaltenen — Zei-

chen eine unpare oder pare Zahl ist.

199.�Bildet in einer Ebene eine krumme Linie eine Ecke,

so wird sie in dem Eckpunkte von den Geraden, welche in

ihm sich ihr anschmiegen, entweder berührt oder geschnitten

oder von der einen berührt und von der andern geschnitten.

Im letztem Falle ist der Eckpunkt zugleich ein Wendepunkt.

Ist von zwei aufeinanderfolgenden Stücken A B, B C das eine

auf der einen Seite, das andere aber auf der entgegengesetzten

Seite der Linie hohl, so muss der Punkt B ein Wendepunkt

derselben sein.

200.�Wenn in einer Ebene die eine P von zwei sich schnei-

denden Geraden, um einen ausserhalb der andern Q befindlichen

Punkte P sich drehend, einen Strahlenbüschel beschreibt, so be-

schreibt der Schnittpunkt Q der beiden Gerade» eine Linie. Je^
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der Rückkehrpunkt dieser Linie liegt in einem Rückkehrstrahle

jenes Büschels. Es wird hiebei vorausgesetzt, dass der Punkt P

entweder fest sei oder nur in der* um ihn sich drehenden Gera-

den P sich bewege, und dass die Gerade Q entweder gar nicht

oder nur um den in ihr sich bewegenden Punkt Q sich drehe.

201.�Es bezeichne wieder xy den Fall, welcher in Hinsicht

auf einen Punkt B einer ebenen Curve s und den dazu gehöri-

gen Strahl B des ihr sich anschmiegenden Strahlenbüschels s

Statt findet.

Beschreibt ein Punkt die

Curve s, so beschreibt die Ge-

rade, welche ihn mit einem fe-

sten Punkte S verbindet, einen

Strahl enbüschel, der von der

Curve ein Schein ist. In Hin-

sicht auf denjenigen Strahl die-

ses Büschels, welcher den Punkt

B projicirt, findet der Pall x

oder x y oder y Statt, je nach-

dem der Punkt S ausserhalb der

Geraden B liegt, oder ein vom

Punkte B verschiedener Punkt

dieser Geraden oder der Punkt

B selbst ist.

202.�Jedes geschlossene Gebilde, welches meinem einförmi-

gen Grundgebilde enthalten ist, hat eine pare Anzahl von Rück-

kehrelementen. Hat z. B. in einer festen Geraden ein Punkt von

A aus sich bewegt und den Sinn der Bewegung n mal geändert,

so hat er zuletzt, wenn n eine pare Zahl ist, in dem anfängli-

chen, im entgegengesetzten Falle aber in dem entgegengesetzten

Sinne sich bewegt. Ist nun die vom Punkte beschriebene Linie

geschlossen, so ist der Punkt A als ein in ihr liegender Punkt

im erstem der erwähnten Fälle kein Rückkehrpunkt, im letztem

aber ein Rückkehrpunkt, und mithin in jedem Falle die Anzahl

aller Rückkehrpunkte eine pare Zahl.

203.�Eine geschlossene ebene Curve s, der also ein geschlos-

Beschreibt ein Strahl den Bü-

schel s, so beschreibt seineSpur

in jeder festen Geraden SA eine

Linie, welche ein Schnitt des

Strahlenbüschels ist. In Hinsicht

auf denjenigen Punkt dieser Li-

nie, welcher von dem Strahle B

die Spur ist, findet der Fall y

oder xy oder x Statt, je nach-

dem die Gerade Sj die Gerade

B in einem vom Punkte B ver-

schiedenen Punkte oder im

Punkte B schneidet, oder die

Gerade B selbst ist.
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sener Strahlenbüschel s sich anschmiegt, hat eine pare oder

unpare Anzahl von

Wendepunkten, je nachdem sie

von parer oder unparer Ord-

nung ist.

Rückkehrpunkten, je nachdem

der Strahlenbüschel s von pa-

rer oder unparer Ordnung ist.

Wenn nämlich die Curve m Wendepunkte hat, und von

einer Geraden u, welche weder durch einen dieser Punkte geht,

noch dem Strahlenbüschel s angehört, in nPunkten geschnitten

wird, so enthält (201) der Schnitt dieses Büschels mit der Gera-

den u m + n Rückkehrpunkte, woraus man (202) schliessen

kann, dass die Zahlen m, n entweder beide pare oder beide

unpare Zahlen sind.

204.�Wenn in Hinsicht auf einen Punkt B einer ebenen

Curve und den dazu gehörigen Strahl B des ihr sich anschmie-

genden Strahlenbüschels der Fall xy Statt findet, und xy durch yi

bezeichnet (=: y* gesetzt) wird, so kann man an der Combina-

tion xyi, in welcher das Zeichen — Schneiden, das Zeichen +

aber Berühren bedeutet, sogleich erkennen, ob die Curve von

einer durch den Punkt B gehenden Geraden in diesem Punkte

geschnitten oder berührt wird. Das erstere Zeichen in'derCom-

bination bezieht sich auf eine von B verschiedene Gerade, das

letztere aber auf diese Gerade. Will man umgekehrt aus der

Combination xyj die Combination xy ableiten, so darf man

nur bemerken, dass y = xyt ist. Es sei z. B. xyA =----------,

so dass also die Curve von jeder durch den Punkt B gehenden

Geraden in diesem Punkte geschnitten wird, so ist xy =------h

und mithin der Punkt B ein gewöhnlicher Wendepunkt. Es

sind hiedurch die in 198 enthaltenen Sätze unter ein einfaches

Gesetz gebracht.

205.�In Hinsicht auf einen Punkt B einer gewundenen Curve

s, den dazu gehörigen Strahl B der ihr sich anschmiegenden Re-

gelfiäche und die dazu gehörige Ebene des beiden Gebilden sich

anschmiegenden Ebenenbüschels muss einer von den acht Fällen

-----------,-----------K--------1-----i-------h +

4*---------, + — +, + H---------------? + + +

Statt finden. Im ersten Falle heisst der Punkt B ein gewöhn-

licher Punkt der Curve.

Staudt, Geometrie der Lage,�3
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Wenn der Fall, welcher Statt findet, durch xyz bezeichnet

wird, und dem Ebenenbüschel s in dem einen von zwei recipro-

ken Systemen die Curve st im andern entspricht, so findet in

Hinsicht auf den der Ebene B entsprechenden Punkt Bt der

Curve Si, den dazu gehörigen Strahl der ihr sich anschmiegen-

den Regelfläche und die dazu gehörige Ebene des beiden Gebil-

den sich anschmiegenden Ebenenbüschels der Fall zyx Statt.

206.�Wenn in Hinsicht auf den Strahl B einer abwickelbaren

Regelfläche und die Ebene B des ihr sich anschmiegenden Ebe-

nenbüschels der Fall yz Statt findet, und yz =: z1 gesetzt wird,

so erkennt man an der Combination y z1, in welcher das Zeichen

— Schneiden, das Zeichen + aber Berühren bedeutet, ob die

Fläche von einer durch die Gerade B gehenden Ebene in dieser

Geraden geschnitten oder berührt wird. Das letztere Zeichen in

der Combination bezieht sich auf die Ebene B, das erstere aber

auf eine andere durch die Gerade B gehende Ebene.

Es ist hier ganz einerlei, ob ein die Fläche beschreibender

Strahl um einen festen Punkt oder um einen in ihm sich bewe-

genden Punkt sich dreht. Im erstem Falle, in welchem die Flä-

che eine Kegelfläche ist, entspricht der Satz dem in 204 ent-

haltenen.

207.�Wenn in Hinsicht auf den Punkt B einer gewundenen

Curve s, den Strahl B der ihr sich anschmiegenden Regelfläche s

und die Ebene B des beiden Gebilden sich anschmiegenden Ebe-

nenbüschels s der Fall xyz Statt findet, und xy ='ylf xyz

(oder y! z) = z* ist, so erkennt man an der Combination xyt

in welcher das Zeichen — Schneiden, das Zeichen + aber Be-

rühren bedeutet, ob die Curve von einer durch den Punkt B ge-

henden Ebene in diesem Punkte geschnitten oder berührt wird.

Das letzte Zeichen in der Combination bezieht sich auf die Ebene

B, das mittlere auf eine andere durch die Gerade B gehende

Ebene b und das erste auf eine Ebene a, welche die Gerade B

im Punkte B schneidet. Ist z. B. xyz =--------------und folg-

lich xyjZj = — + —, so wird die Curve im Punkte B von

den Ebenen a, B geschnitten, von der Ebene b aber berührt.

Ist xyz = — + +· und folglich z* = —----------------, so wird
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die Curve von jeder durch den Punkt B gehenden Ebene in die-

sem Punkte geschnitten.

Will man aus der Combination xy^ die Combination xyz

ableiten, so darf man nur bemerken, dass γ — χγ± und z=y1z1

ist. Wenn z. B. die Curve im Punkte B von der Ebene B be-

rührt, von jeder andern durch ihn gehenden Ebene aber geschnit-

ten wird, und also xyiZj =-------+ ist, so ist xyz =----1---.

208. Es bezeichne wieder xyz den Fall, welcher in Hinsicht

auf einen Punkt B einer gewundenen Curve s, den Strahl B der

ihr sich anschmiegenden Regelflächö und die Ebene B des beiden

Gebilden sich anschmiegenden Ebenbüschels Statt findet.

Beschreibt ein Punkt P die

Curve s, so beschreibt die Ebene

h P, welche den Punkt mit

einer festen Geraden verbindet,

den Ebenenbüschel, welcher die

Curve aus der Axe h projicirt.

In Hinsicht auf die Ebene hB

dieses Büschels, welche nämlich

den Punkt B der Curve proji-

cirt, findet der Fall x oder xy

oder y oder z oder yz oder

xyz statt, je nachdem die Ge-

rade h die Ebene B in einem

ausserhalb der Geraden B be-

findlichen Punkte, oder in ei-

nem vom Punkte B verschiede-

nen Punkte der Geraden B oder

im Punkte B schneidet, oder die

GeradeB oder eine andere durch

den Punkt B gehende Gerade

der Ebene B oder eine nicht

durch den Punkt B gehende

Gerade der Ebene B ist. In

den drei letztem Fällen fällt

die Ebene hB mit der Ebene

B zusammen.

Beschreibt eine Ebene P den

Ebenenbüschel s, so beschreibt

ihre Spur hP in einer festen

Geraden h die Linie, in wel-

cher der Ebenenbüschel von der

Geraden h geschnitten wird.

In Hinsicht auf den Punkt h B

dieser Linie, welcher nämlich

der Schnittpunkt der Geraden h

mit der Ebene B ist, findet der

Fall z oder y z oder y oder x

oder x y oder xyz statt, je nach-

dem die Gerade h die Ebene B

in einem ausserhalb der Gera-

den B befindlichen Punkte oder

in einem vom Punkte B ver-

schiedenen Punkte der Geraden

B schneidet, oder, ohne durch

den Punkt B zu gehen, in der

Ebene B liegt, oder die Gerade

B oder eine andere durch den

Punkt B gehende Gerade der

Ebene B oder eine durch den

Punkt B gehende, aber ausser-

halb der Ebene B befindliche

Gerade ist. In den drei letz-

8*
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tern Fällen fällt der Punkt hB

mit dem Punkte B zusammen.

Wenn z. B. h die Gerade B ist, und der Punkt P bei sei-

nem Durchgänge durch den Punkt B von der einen Seite der

Ebene B auf die andere Seite dieser Ebene und in der Ebene

h P von der einen Seite der Geraden h auf die andere Seite die-

ser Geraden übergeht, oder auch, wenn weder das eine noch das

andere der Fall ist. so muss die Ebene B eine Rückkehrebene

des Büschels h sein.

209. Angenommen dass ί

so werden

die Curve s und die Regelfläche

s aus jedem Punkte M durch

eine Kegelfläche S und den der-

selben sich anschmiegenden Ebe-

nenbüschel S projicirt. In Hin-

sicht auf den Strahl MB der

Kegelfläche, welcher nämlich den

Punkt B projicirt, und die ihm

zugehörige Ebene Μ B des Ebe-

nenbtischels S findet der Fall y z

oder xyz oder xyz oder xy

statt, je nachdem der Punkt M

der Punkt B oder ein anderer

Punkt der Geraden B oder ein

ausserhalb dieser Geraden be-

findlicher Punkt der Ebene B

ist, oder ausserhalb dieser Ebene

liegt. In den drei ersten Fäl-

len fällt die Ebene Μ B mit der

Ebene B, in den beiden ersten

auch die Gerade MB mit der

Geraden B zusammen.

210. Eine Curve { Parer l

lunpareri

Ordnung wird aus jedem Punk-

te, welcher in ihr liegt, aber

, B, xyz das Vorige bedeuten,

die Regelfläche s und der Ebe-

nenbüschel s von jeder Ebene N

in einer Curve K und dem der-

selben sich anschmiegenden

Strahlenbüschel K geschnitten.

In Hinsicht auf den Punkt N B

der CurveK, in welchem nämlich

die Ebene N von der Geraden

B geschnitten wird, und den

ihm zugehörigen Strahl des Bti-

schelsK findet der Fall xy oder

xyz oder xyz oder yz statt,

je nachdem die Ebene N die

Ebene B oder eine andere durch

die Gerade B gebende Ebene

ist, oder diese Gerade im Punk-

te B oder in einem andern Punk-

te schneidet. In den drei er-

sten Fällen fällt der Punkt NB

mit dem Punkte B, in den bei-

den ersten auch die Gerade N B

mit der Geraden B zusammen.

Ein Ebenenbüschel { Parer l

lunpareri

Ordnung, der einer Regelfläche

sich anschmiegt, wird von jeder
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kein Riickkehrpunkt derselben

ist, durch eine Winkelfläche

iunparerl Qr^ni3ng> ang je<jem

λ parer )

Rückkehrpunkte aber durch eine

Winkelfläche / parer \ Ord-

l unparer J

nung projicirt.

Wenn nämlich eine Ebene, welche durch den Punkt S der

Curve, aber nicht durch die in diesem Punkte derselben sich an-

schmiegende Gerade geht, die Curve in n Punkten schneidet, so

schneidet sie die Fläche, welche aus dem Punkte S die Curve

projicirt, in n oder n—1 Strahlen, je nachdem der Punkt Sein

Rückkehrpunkt oder kein Rückkehrpunkt der Curve ist.

211.�Die Anzahl m der Rückkehrpunkte einer geschlossenen

gewundenen Curve s ist eine pare oder unpare Zahl, je nachdem

die der Curve sich anschmiegende Regelfläche s von parer oder

unparer Ordnung ist. Dasselbe gilt von der Anzahl n der Rück-

kehrebenen des der Regelfläche s sich anschmiegenden Ebenen-

büschels s.

Die Regelfläche s wird nämlich nach 209 von jeder Ebene,

welche durch keinen Strahl derselben geht, in einer Curve ge-

schnitten, welche nWendepunkte hat, woraus (203) der letztere

Satz folgt. Es ist aber hiedurch auch der erstere (reciproke)

Satz bewiesen. 167.

212.�Die Anzahl r der Rückkehrstrahlen einer geschlossenen

Regelfläche s, welche einer gewundenen Curve sich anschmiegt,

ist eine pare Zahl, wenn die Curve s und der ihr sich anschmie-

gende Ebenenbüschel entweder beide von parer oder beide von

unparer Ordnung sind. Ist aber das eine von diesen beiden

Gebilden von parer und das andere von unparer Ordnung, so

ist r eine unpare Zahl.

Es werde die Curve s von einer Ebene, welche weder durch

einen ungewöhnlichen Punkt der Curve noch durch einen Strahl

der Regelfläche s geht, in nPunkten geschnitten, so hat (209)

die Curve K, in welcher die Regelfläche s von jener Ebene ge-

Ebene, die ihm angehört, aber

keine Rückkehrebene desselben

ist, in einem Strahlenbüschel

i unparerl Qr&nnngf von je(jer

l parer J

Rückkehrebene aber in einem

Strahlenbüschel { Parer i Ord-

l unparer J

nung geschnitten.
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schnitten wird, n+r Rückkehrpnnkte, woraus man (208) schlies-

sen kann, dass der der Curve K sich anschmiegende Strahlenbü-

schel und mithin auch (165) der Ebenenbüschel s von parer

oder unparer Ordnung sei, je nachdem n + r eine pare oder

unpare Zahl ist.

§. 16.

Involutionen.

213.�Wenn in zwei zu einander projektivischen Grundge-

bilden je zwei homologe Elemente P, P* einander doppelt (ab-

wechselnd) entsprechen, nämlich dem Elemente P des einen Ge-

bildes das Element ¥i des andern und dem Elemente Pt des

erstem das Element P des letztem entspricht, so heissen die

Gebilde involutorisch liegend (ä). Es wird hiebei vorausgesetzt,

dass die zu einander projektivischen Grundgebilde nicht alle ihre

Elemente entsprechend gemein haben, aber doch jedes Element

des einen auch ein Element des andern sei.

Gewöhnlich wird von zwei involutorisch liegenden Gebilden

nur wie von einem Gebilde gesprochen, dessen Elemente involu-

torisch gepaart seien, daher das Gebilde, wenn in ihm je zwei

einander zugeordnete Elemente mit einander vertauscht werden,

so dass dasjenige, welches vorher als das erstere betrachtet wurde,

alsdann als das letztere erscheint, dieser seiner Permutation pro-

jektivisch sei. Sind z. B. AAi, BBj, CCi drei Elementenpaare,

so ist A Ai B Bi C Ci ä At A Ba B Ct C, A Bx C Aj B Ci Λ Aa BCi AB* C

u. s. w.

214.�Zwei ungleichartige einförmige Gebilde oder ein ebenes

System U und ein Strahlenbündel S, welche zu einander projek-

tivisch sind, sollen involutorisch liegend heissen, wenn das eine

Gebilde mit einem Schnitte des andern involutorisch liegt. Ent-

spricht dem Elemente P des ebenen Systems das Element SPA

des Strahlenbündels, welches nämlich die Ebene U in Pi schnei-

det, so muss, wenn die Gebilde involutorisch liegen, dem Ele-

mente Pi des ebenen Systems das Element SP des Strahlenbün-

dels entsprechen. Liegen ein gerades Gebilde u und ein Ebenen-
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büschel s, welche zu einander projektivisch sind, involutorisch,

so muss, wenn dem Punkte P des geraden Gebildes die Ebene sPj

des Büschels entspricht, welche die Gerade u in dem Punkte

Pi schneidet, diesem Punkte des erstem Gebildes die Ebene sP

des letztem entsprechen.

215.�Wenn in zwei zu einander projektivischen einförmi-

gen Gebilden irgend zwei Elemente A, einander doppelt ent-

sprechen, so liegen die Gebilde involutorisch.

Wenn nämlich B ein drittes Element des einen Gebildes

und Bi das ihm entsprechende Element des andern ist, so muss,

weil (119) AAj ΒΒχ ä ΑχΑΒιΒ ist, auch dem Elemente BA

des erstem Gebildes das Element B des letztem entsprechen.

Da alsdann ferner dem Stücke AB Ai das Stück Aa Bt A ent-

spricht, so folgt noch, dass die beiden Gebilde entweder gar

kein Element oder zwei Elemente entsprechend gemein haben,

je nachdem nämlich die Elemente A, Ai durch die Elemente B, Bi

getrennt oder nicht getrennt sind. 112.

Sind ein gerades Gebilde und ein Ebenenbüschel, dessen Axe

das gerade Gebilde nicht schneidet, projektivisch so aufeinander

bezogen, dass von irgend zwei Punkten A, Aa des geraden Ge-

bildes jeder in der dem andern entsprechenden Ebene des Bü-

schels liegt, so liegen die Gebilde involutorisch. Das gerade Ge-

bilde enthält alsdann entweder gar keinen Punkt, welcher in

der ihm entsprechenden Ebene des Büschels liegt, oder zwei solche

Punkte, je nachdem nämlich der Winkel, welcher aus der Axe

des Büschels die Strecke AA* projicirt, der Strecke At * A oder

der Strecke Aj A entspricht.

216.�Ein involutorisches einförmiges Gebilde enthält entweder

(215) gar kein Element, welches mit dem ihm zugeordneten

Elemente zusammenfällt, oder zwei Elemente (Ordnungselemente),

deren jedes sich selbst zugeordnet ist, je nachdem nämlich zwei

einander zugeordnete Elemente durch zwei andere solche Elemente

getrennt oder nicht getrennt sind. Im letztem Falle sind (118)

die Ordnungselemente Μ, N durch je zwei einander zugeordnete

Elemente P, P*, da MNP Pi Λ MNPiP ist, harmonisch ge-

trennt.

217.�Will man die Elemente eines einförmigen Grundgebildes
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projektivisch paaren (das Gebilde als ein involutorisches betrach-

ten), so kann man in ihm (nach 110 und 215) zwei Paare AAj,

B Bi oder ein Paar A Ai und ein Ordnungselement M, oder zwei

Ordnungselemente nach Belieben annehmen, wodurch aber als-

dann jedem Elemente P ein Element PA zugeordnet ist. Werden

im letztem Falle die Elemente Μ, N durch zwei Elemente A, Af

harmonisch getrennt, so ist derselbe auf den vorletzten zurück-

geführt.

218.�Wenn von zwei zu einander projektivischen Gebilden

ABC...., Ai BA Ci..., deren jedes nur aus einzelnen Elementen

besteht, gesagt wird, dass sie involutorisch liegen, so heisst dies

nichts anderes, als dass sie homologe Gebilde von zwei involu-

torisch liegenden projektivischen Grundgebilden sind.

Ist nur von Elementen eines und desselben einförmigen Grund-

gebildes die Bede, so ist (215) die Aussage ABCä A* Bi Ct

mit der Aussage AAi BC Λ A* ABjCj, die Aussage MAB ä

MAiBi mit der Aussage MAAiB ä MAj ABa und die Aussage

MNAÄMNAi mit der Aussage, dass MAN Ai ein harmoni-

sches Gebilde (λ Μ A± N A) sei, ganz übereinstimmend. Ferner

kann alsdann aus ABC a AjBiCt und ABD a Ai Bi Di auf

ABCD Λ AiBaCaD1? aus Μ AB ä M Aa Bj und MBC äMBjCj

aufMABC Ä MAtBtCi und aus MNA A MNA, und MNB

Ä MNBi auf MNAB a MNAjBi geschlossen werden.

219.�Der Inbegriff von drei oder auch mehr als drei Elemen-

tenpaaren eines involutorischen einförmigen Grundgebildes heisst

eine Involution. Wenn also die einförmigen Gebilde AAjBC,

Aa A Bt C4 zu einander projektivisch sind, so ist A A*. BB*. C

eine Involution. Sind die einförmigen Gebilde Μ A Ai B, Μ Ai A Bj

zu einander projektivisch, so ist Μ. A At. B BA eine Involution, in

welcher das Element M die Stelle eines Paares vertritt. Ist

MANA| ein harmonisches Gebilde, so istM.N.AAj eine Invo-

lution, in welcher jedes von den beiden Elementen Μ, N die

Stelle eines Paares vertritt.

Durch zwei Elementenpaare einer Involution und ein Element

eines dritten Paares ist auch das andere Element dieses Paares

bestimmt. — Wenn von beliebig vielen Elementenpaaren eines

einförmigen Gebildes das dritte mit den beiden ersten und jedes
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folgende mit zwei vorhergehenden eine Involution bildet, so

bilden (218) alle und also auch je drei eine Involution. — Jeder

Involution in dem einen von zwei zu einander projektivischen

Gebilden entspricht (108) eine Involution im andern, daher

namentlich jede Involution von Punkten aus jedem ausserhalb

der Geraden befindlichen Mittelpunkte durch eine Involution von

Strahlen projicirt wird.

220.�Sucht man zu den drei Elementen A, B, C eines ein-

förmigen Grundgebildes in jeder Anordnung das vierte harmoni-

sche Element, so erhält man drei andere Elemente, zu welchen

in jeder Anordnung eines der drei erstem das vierte harmoni-

sche Element ist. Auch können die sechs Elemente auf vierer-

lei Art zu einer Involution gepaart werden.

Wenn nämlich ABC Βχ, BOA Οχ, CAB Ai harmonische Ge-

bilde sind, so ist (117) ΑΒΟΒχ ä ΑΟΒΟχ und folglich (219)

Α.ΒΟ.ΒχΟχ eine Involution, daher die Elemente Α,Αχ, welche

durch die Elemente B, C harmonisch getrennt sind, auch durch

die Elemente Βχ, Οχ harmonisch getrennt sein müssen. Eben-

so wird bewiesen, dass Αχ Βχ Οχ B, Βχ Οχ Αχ C harmonische Ge-

bilde sind. Da hiernach ΑΑχΒΟ A ΑχΑΒχΟχ ä ΑχΑΟχΒχ, so

sind A Αχ. BΒχ. C Οχ, A Αχ .:BΟχ. Βχ C und eben so B Βχ. A Οχ. AtC,

C Οχ. A Βχ. Ai B Involutionen.

221.�Werden in einer Ebene ein gerades Gebilde u, ein

Strahlenbüschel H und ein Dreieck E F G angenommen, von wel-

chem kein Eckpunkt in der Geraden u liegt und, keine Seite durch

den Punkt H geht, und alsdann das gerade Gebilde u und der

Strahlenbüschel H projektivisch so aufeinander bezogen, dass den

drei Punkten A, B, C des erstem Gebildes, welche von den

Seiten EF, FG, GE des Dreiecks die Spuren sind, die drei

Strahlen HG, HE, HF des letzern entsprechen, welche die je-

nen Seiten gegenüberliegenden Eckpunkte projiciren, so liegen

die beiden Gebilde, wenn die Gerade u nicht durch den Punkt

H geht, involutorisch. Geht aber die Gerade u durch den Punkt

H, so entspricht diesem Punkte des geraden Gebildes der Strahl

u des Strahlenbüschels. — Es schneide der Strahl HG die Gerade

u im Punkte Αχ und die Gerade EF im Punkte K. Da nun der

Strahlenbüschel H (G E F A) dem geraden Gebilde K E F A, also
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auch dem geraden Gebilde AiCBA, welches vom erstem eine

Projektion aus dem Punkte G ist, mithin auch (119) dem gera-

den Gebilde ABCAi projektivisch ist, so entspricht dem Punkte

Ai des geraden Gebildes u der Strahl HA des Büschels H,

woraus (215) der Satz folgt.

Anm. Der Begriff n Eck wird in diesem § wieder in der Be-

deutung von 79 genommen.

222. Die Seiten eines vollstän-

digen ebenen Vierecks EFGH

werden (221) von einer jeden

Geraden, welche mit ihm in

einerlei Ebene liegt, aber durch

keinen seiner Eckpunkte geht,

in einer Involution, nämlich je

zwei Gegenseiten in zwei ein-

ander zugeordneten Punkten

geschnitten.

Die Eckpunkte eines vollstän-

digen Vier seit s werden aus je-

dem Punkte, welcher mit ihm

in einerlei Ebene, aber in kei-

ner seiner Seiten liegt, durch

eine Involution, nämlich je zwei

Gegenpunkte durch zwei einan-

der zugeordnete Strahlen pro-

jicirt.

Wenn also zwei Vierecke aufeinander bezogen sind, und eine

Gerade, welche durch keinen Eckpunkt derselben geht, von den

vier Seiten und einer Diagonale des einen in denselben Punkten

geschnitten wird, in welchen die homologen Seiten und irgend

eine Diagonale des andern sich schneiden, so wird sie auch von

den beiden übrigen Diagonalen in einem und demselben Punkte

geschnitten. Ein besonderer Fall von diesem Satze heisst:

Wenn zu den vier Seiten eines Vierecks die vier Seiten

eines andern der Ordnung nach parallel sind, und überdiess zu

einer Diagonale des erstem irgend eine Diagonale des letztem

parallel ist, so sind auch die

einander parallel.

223. Sind zwei Punkte Μ, N

durch je zwei Gegenseiten eines

Vierecks harmonisch getrennt,

so sind sie entweder auch durch

die beiden Diagonalen harmo-

nisch getrennt, oder sie liegen

beiden übrigen Diagonalen zu

Sind zwei Gerade durch je

zwei Gegenpunkte eines Vier-

ecks harmonisch getrennt, so

sind sie entweder auch durch

die beiden Punkte, in deren

jedem ein Paar Gegenseiten sich
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in einer und derselben Diago-

nale. Folgt aus 219 und 222.

Wenn daher je zwei Gegen-

seiten eines vollständigen Vier-

ecks durch zwei andere Gerade

harmonisch getrennt werden,

und von diesen sechs andern Ge-

raden drei in einem und demsel-

ben? unkte M sich schneiden, so

gehen auch die drei übrigendurch

einen und denselben Punkt N.

224. Durch zwei projektivi-

sche gerade Gebilde s, 81? wel-

che in einerlei Ebene, aber nicht

in einer und derselben Geraden

liegen, ist eine Gerade v be-

stimmt, welche nämlich, wenn

das eine von den beiden gera-

den Gebilden aus einem belie-

bigen Punkte des andern und

das andere aus dem homologen

Punkte des erstem projicirt

wird, von je zwei homologen

Strahlen der zu einander pro-

jektivischen Strahlenbüschel in

einem und demselben Punkte

geschnitten wird.

schneiden, harmonisch getrennt,

oder sie schneiden sich selbst

in einem dieser Punkte.

Wenn daher je zwei Gegen-

punkte eines vollständigen Vier-

seits durch zwei andere Punkte

harmonisch getrennt werden,

und von diesen sechs andern

Punkten drei in einer und der-

selben Geraden liegen, so liegen

auch die drei übrigen in einer

und derselben Geraden.

Durch zwei projektivische

Strahlenbtiscbel S, Si, welche

in einerlei Ebene liegen, aber

nicht concentrisch sind, ist ein

Punkt V bestimmt, welcher

nämlich, wenn der eine von den

beiden Büscheln von einem be-

liebigen Strahle des andern

und der andere von dem ho-

mologen Strahle des erstem

geschnitten wird, mit je zwei

homologen Punkten der zu ein-

ander projektivischen Schnitte

in einer und derselben Geraden

liegt.

Es entspreche der Schnittpunkt Pj; der Geraden s, sA als

Punkt der letztem dem Punkte P der erstem und dem Punkte

Pj der erstem der Punkt P2 der letztem. Ferner seien A, B

irgend zwei andere Punkte der Geraden s und A1? die ho-

mologen Punkte der Geraden sl9 so sind (108) die beiden Strah-

lenbüschel, von welchen der eine das gerade Gebilde s aus dem

Punkte A4 und der andere das gerade Gebilde Si aus dam Punkte

A projicirt, Scheine eines und desselben geraden Gebildes v und

ebenso die beiden Strahlenbüschel, von welchen der eine das
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gerade Gebilde s aus dem Punkte Βχ und der andere das gerade

Gebilde aus dem Punkte B projicirt, Scheine eines und des-

selben geraden Gebildes w. Dass aber, was nur noch zu be-

weisen ist, die Geraden v, w in einanderfallen, geht daraus her-

vor, weil beide sowohl durch den Schnittpunkt N von A Bx und

AaB als auch durch die Punkte P, P2 gehen, welche übrigens,

wenn die Gebilde s, sA Schnitte eines und desselben Strahlenbü-

schels M sind, mit dem Punkte Pi zusammenfallen. In* diesem

Palle ist die Gerade v von der Geraden P M durch die Geraden

s, st harmonisch getrennt. — Liegen die Büschel S, Sj nicht

perspektivisch, so ist der Punkt V der Schnittpunkt der beiden

Strahlen, welche dem gemeinschaftlichen Strahle pj derselben

entsprechen. Sind aber die Büschel S, Sj Scheine eines und

desselben geraden Gebildes u, so ist der Punkt V zu den Punk-

ten S, up*, Sj der vierte harmonische Punkt.

Da aus dem Punkte N die Punkte A, B durch die Strahlen

NA, NB, die Punkte B4 aber durch die Strahlen NB,NA

projicirt werden, so folgt noch:

Die geraden Gebilde s,

werden aus jedem Punkte, wel-

cher in der Geraden v aber in

keiner von den beiden erstem

Geraden liegt, durch zwei in-

volutorisch liegende Strahlen-

büschel projicirt.

225. Wenn von einem Sechs-

ecke ABiC AiBC| je drei Eck-

punkte,unter welchen keine zwei

aufeinanderfolgende sind, in ei-

ner und derselben Geraden lie-

gen, so liegen auch die drei

Punkte, in deren jedem ein

Paar Gegenseiten sich schnei-

den, in einer und derselben Ge-

raden. Aus jedem vierten Punk-

te, welcher in dieser Geraden,aber

in keiner von den beiden erstem

Die StrahlenbüschelS, Sj wer-

den von jeder Geraden, welche

durch den Punkt V, aber durch

keinen von den Punkten S, Sj

geht, in zwei involutorisch lie-

genden geraden Gebilden ge-

schnitten.

Wenn von einem Sechsecke je

drei Seiten, unter welchen keine

zwei aufeinanderfolgende sind,

in einem und demselben Punkte

sich schneiden, so schneiden sich

auch die drei Diagonalen, deren

jede ein Paar Gegenpunkte ver-

bindet, in einem und demselben

Punkte. Jede vierte Gerade,

welche durch diesen P unkt, aber

durch keinen voü den beiden

erstem Schnittpunkten geht,
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liegt, werden die drei Paar Ge-

genpunkto des Sechsecks durch

eine Involution von drei Paar

Strahlen projicirt.

schneidet die drei Paar Gegen-

seiten des Sechsecks in einer

Involution von drei Paar Punk-

ten.

Es folgen diese Sätze aus den vorigen, wenn man bemerkt,

dass zwei einförmige Gebilde projektivisch so aufeinander bezo-

gen werden können, dass drei gegebenen Elementen A, B, C des

einen drei gegebene Elemente At, B*, Ct des andern entspre-

chen. Die erstem Theile der obigen Sätze können auch in fol-

genden zusammengefasst werden:

Wenn die Dreiecke FF1F2, GGj G2 perspektivisch liegen,

und dasselbe von den Dreiecken F Ft F2, Gt G2 G gilt, so gilt es

auch von den Dreiecken FF!F2, GgGG^

§. 17.

Involutorische Systeme.

226.�Wird von zwei ebenen Systemen oder von zwei Strah-

lenbündeln oder von zwei räumlichen Systemen, welche projekti-

visch sind und überdies involutorisch liegen, nur ‘wie von einem

Systeme gesprochen, so soll dieses, wenn die Systeme collineär

sind, ein involutorisches System, im entgegengesetzten Falle aber

ein Polarsystem genannt werden. Der Inbegriff von zwei einan-

der zugeordneten Gebilden G, G4 eines involutorischen Systems

ist ein involutorisches Gebilde GGj.

227.�In zwei collineären ebenen Systemen, welche involuto-

risch liegen, ist durch je zwei einander entsprechende Elemente

A, Ai ein Element AAt bestimmt, welches sich selbst (dem Ele-

mente A1 A) entspricht, daher die beiden Systeme unendlich viele

Elemente entsprechend gemein haben und mithin auch perspekti-

visch liegen. Und wenn zwei collineäre ebene Systeme einen

Strahlenbüschel S und also auch ein gerades (jebilde u entspre-

chend gemein haben, und irgend zwei Punkte A, Ai einander

doppelt entsprechen, nämlich durch den Punkt S und einen Punkt

R der Geraden u harmonisch getrennt sind, so gilt diese (136)
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von je zwei homologen Punkten, daher die Systeme auch involu-

torisch liegen.

Will man ein ebenes System als ein involutorisches betrach-

ten, so darf man nur in der Ebene eine Gerade u als Ordnungs-

linie und einen ausserhalb dieser Linie befindlichen Punkt S als

Ordnungspunkt annehmen und alsdann in jeder Geraden, welche

durch den Ordnungspunkt geht, den Punkt, in welchen sie die

Ordnungslinie schneidet, als den andern Ordnungspunkt, in jedem

Strahlenbüschel aber, dessen Mittelpunkt in der Ordnungslinie

liegt, den Strahl, welcher durch den Ordnungspunkt geht, als

den andern Ordnungsstrahl betrachten.

228. Jede Curve SAT, welche den Ordnungspunkts eines

involutorischen ebenen Systems mit einem Punkte T der Ord-

nungslinie u verbindet, bildet mit der ihr zugeordneten Curve

S Aj T eine involutorische Curve unparer Ordnung, in welcher der

Punkt S ein gewöhnlicher Wendepunkt, der Punkt T aber ein

gewöhnlicher Punkt oder ein gewöhnlicher Rückkehrpunkt oder

ein Eckpunkt ist, je nachdem in diesem Punkte der Curve SAT

die Gerade TS oder die Gerade u oder eine dritte Gerade sich

anschmiegt. Die Gerade u bildet nämlich mit jeder durch den

Punkt S gehenden Geraden zwei einander zugeordnete Winkel,

daher die involutorische Curve im Punkt S von jeder durch ihn

gehenden Geraden geschnitten, im Punkte T hingegen von der

Geraden S T berührt, von der Geraden u aber geschnitten wird.

Schneidet eine durch den Punkt S gehende Gerade die Curve in

dem einen von zwei einander zugeordneten Punkten, so schneidet

sie dieselbe auch im andern, daher die Anzahl der von S ver-

schiedenen Schnittpunkte eine pare Zahl ist.

Jede Linie TAU, welche von zwei Punkten der Ordnungs-

linie begrenzt ist, bildet mit der ihr zugeordneten Linie T A* U

eine involutorische Linie parer Ordnung, welche, wenn sie nicht

öfter als einmal durch einen und denselben Punkt geht, der Um-

fang einer involutorischen Figur ist, die durch das in ihr liegende

Stück der Ordnungslinie in zwei einander zugeordnete Theile ge-

theilt wird. Der Ordnungspunkt S liegt ausserhalb der Figur

Jede Linie ABA1? welche von zwei einander zugeordneten

Punkten begrenzt ist, bildet mit der ihr zugeordneten Linie AiB^A
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eine geschlossene Linie parer Ordnung, welche, wenn sie durch

keinen Punkt öfter als einmal geht (also auch mit der Ordnungs-

linie keinen Punkt gemein hat), der Umfang einer involutorischen

Figur ist, die den Ordnungspunkt S in sich enthält. Eine solche

involutorische Figur wird durch jede in ihr liegende, zwei Punkte

ihres Umfangs verbindende Linie AS Ai, welche nicht öfter als

einmal durch einen und denselben Punkt geht und aus zwei ein-

ander zugeordneten Linien SA, SAa zusammengesetzt ist, in

zwei einander zugeordnete Theile getheilt. In zwei collineären

Systemen entsprechen einander nämlich zwei Figuren, wenn der

Umfang der einen dem Umfange der andern entspricht.

229. Wenn in zwei collineären Systemen, welche einen Strah-

lenbündel S und also auch ein ebenes System U entsprechend ge-

mein haben, irgend zwei Punkte A, Aj einander doppelt entspre-

chen, und also durch den Punkt S und einen Punkt R der Ebene

U harmonisch getrennt sind, so gilt diese (136) von je zwei ho-

mologen Punkten, daher die Systeme involutorisch liegen. In je-

der Ebene, welche durch den Ordnungspunkt S eines solchen in-

volutorischen Systems geht, erscheint die Spur der Ordnungsebene

als Ordnungslinie, in jedem Strahlenbündel aber, welchem die

Ordnungsebene angehört, der Strahl, welcher den Ordnungspunkt

projicirt, als Ordnungsstrahl. Die Ordnungsebene bildet mit jeder

durch den Ordnungspunkt gehenden Ebene zwei einander zuge-

ordnete Winkel.

Jede gewundene Curve, welche den Punkt S mit einem Punkte

T der Ebene U verbindet, bildet mit der ihr zugeordneten Curve

eine involutorische Curve unparer Ordnung, welche im erstem

Punkte von jeder durch ihn gehenden Ebene geschnitten, im letz-

tem aber von der Ebene U geschnitten und von jeder durch die

Gerade S T gehenden Ebene berührt wird. Jede Linie, welche

von zwei Punkten der Ebene U oder von zwei einander zugeord-

neten Punkten begrenzt ist, bildet mit der ihr zugeordneten Linie

eine involutorische Linie parer Ordnung.

Wenn ein ivolutorischer Körper, welcher einem involutori-

schen Systeme der obigen Art angehört, durch ein Stück der

Ordnungsfläche in zwei einander zugeordnete Theile getheilt wird,

so liegt (184) der Ordnungspunkt ausserhalb desselben. Wenn



﻿128

hingegen der Körper den Ordnungspunkt in sich enthält, so hat

seine Oberfläche mit der Ordnungsfläche keinen Punkt gemein.

Im letztem Palle giebt es unendlich viele durch jenen Punkt ge-

hende Flächen, deren jede den Körper in zwei einander zugeord-

nete Theile theilt.

230. Sollen zwei räumliche Systeme collineär so aufeinander ♦

bezogen werde#, dass sie zwei nicht in einerlei Ebene liegende

gerade Gebilde s, u und also auch die Ebenenbüschel s, u ent-

sprechend gemein haben, so kann man noch in einer Geraden

MN, welche einen Punkt M der Geraden s mit einem Punkte N

der Geraden u verbindet, zu einem dritten Punkte A des einen

Systems den homologen Punkt A* des andern nach Belieben an-

nehmen. Wenn nämlich G, J noch zwei Punkte der Geraden s

und Η, K noch zwei Punkte der Geraden u sind und die Sy-

steme projektivisch so auf einander bezogen werden, dass den

Punkten G, H, J, K, A des einen die Punkte G, H, J, K, Aj

des andern entsprechen, so haben sie auch den Punkt M, in wel-

chem die Gerade GJ von der Ebene HKA (oder ΗΚΑ^ ge-

schnitten wird, mithin (122) das gerade Gebilde s und ebenso

das gerade Gebilde u entsprechend gemein, daher auch je zwei

homologe ebene Systeme, welche in einer durch die Gerade s

oder durch die Gerade u gehenden Ebene liegen, zu einander

perspektivisch sind.

Da es durch jeden Punkt und in jeder Ebene eine Gerade

giebt, welche die Geraden s, u schneidet, und also sich selbst

entspricht, so muss auch jede Gerade, welche zwei homologe

Punkte verbindet oder die Schnittlinie von zwei homologen Ebe-

nen ist, die Geraden s, u schneiden. Jedes gerade Gebilde

MNAA1} welches aus einem Punkte der Geraden s, einem Punkte

der Geraden u und zwei homologen Punkten besteht, ist jedem

andern solchen geraden Gebilde GHCCj projektivisch. Sind

nämlich B, Β4 zwei homologe Punkte der Geraden MH, so ist

(136) MNAAi Λ MHBBi a GHCC,.

Die Systeme können einstimmig - oder entgegengesetzt-pro-

jektivisch genannt werden, je nachdem die Punkte Μ, N durch die

PunkteA,Ai nicht getrennt oder getrennt sind. Im letztem Falle ent-

spricht jede Strecke, welche einen Punkt der Geraden s mit einem

/
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Punkte der Geraden u verbindet, ihrer Ergänzung, und jeder

Flächenwinkel, welchen eine Ebene des Büschels s mit einer

Ebene des Büschels u bildet, seinem Nebenwinkel.

231.�Wenn in zwei collineären Systemen, welche zwei nicht

in einerlei Ebene liegende gerade Gebilde s, u entsprechend ge-

mein haben, irgend zwei homologe Punkte einander doppelt ent-

sprechen und also durch einen Punkt der Geraden s und einen

Punkt der Geraden u harmonisch getrennt sind, so gilt diess

(230) von je zwei homologen Punkten, daher die Systeme invo-

lutoriscb liegen. In jeder Ebene, welche durch die eine von

den beiden Ordnungslinien s, u eines solchen involutorischen

Systems geht, erscheint die Spur der andern als Ordnungspunkt,

in jedem Strahlenbündel aber, welchem eine von den beiden

Ordnunglinien an gehört, die Ebene, welche die andere projicirt,

als Ordnungsebene.

Jede gewundene Curve, welche einen Punkt M der Geraden

s mit einem Punkte N der Geraden u verbindet, bildet mit der

ihr zugeordneten Curve eine involutorische Curve unparer Ord-

nung, welche im Punkte M von jeder Ebene des Büschels s ge-

schnitten, von der Ebene M u aber berührt wird. Ist ein Linie

von zwei Punkten einer und derselben Ordnungslinie oder von

zwei einander zugeordneten Punkten begrenzt, so bildet sie mit

der ihr zugeordneten Linie eine involutorische Linie parer Ord-

nung.

In jedem involutorischen Körper, welcher einem involutori-

schen Systeme der obigen Art angehört, sind unendlich viele

Flächen enthalten, deren jede den Körper in zwei einander zugeord-

nete Theile theilt und durch das in ihm liegende Stück der einen

OrdnUngslinie in zwei einander zugeordnete Theile getheilt wird.

232.�Will man zwei räumliche Systeme collineär so aufeinan-

der beziehen, dass sie involutorisch aber nicht perspektivisch lie-

gen, so darf man nur zwei nicht concentrische Strahlenbüudel

A, Aa projektivisch so auf einander beziehen, dass zwei Ebenen,

welche durch die Gerade AAt gehen, einander doppelt entspre-

chen, und alsdann die Strahlenbündel A, Aj selbst als zwei ein-

ander doppelt entsprechende Gebilde der räumlichen Systeme be-

trachten. Jedem Punkte P, in welchem ein Strahl AP des Btin-

Staudt, Geometrie der Lage.�9
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ein Punkt Ft zugeordnet, in welchem die den beiden erstem

Strahlen entsprechenden Strahlen A* Plt AP* der Bündel A*, A

sich schneiden.

Enthält der involutorische Ebenenbüschel, dessen Axe die

Gerade A Αχ ist, zwei Ebenen, deren jede sich selbst zugeordnet

ist, so enthält (227) jede dieser Ebenen eine Ordnungslinie und

also das involutorische System zwei Ordnungslinien. Enthält aber

der erwähnte Ebenenbüschel keine Ebene, welche sich selbst zu-

geordnet ist, so enthält das involutorische System weder eine sich

selbst zugeordnete Ebene noch einen sich selbst zugeordneten

Punkt. Wäre nämlich eine Ebene, welche die Gerade AAt schnei-

det, sich selbst zugeordnet, so würde diess auch von jeder Ebene

gelten, welche aus der Axe A Ai einen sich selbst zugeordneten

Punkt der erstem Ebene projicirt. Wäre ein Punkt M sich selbst

zugeordnet, so würde diess auch von jeder Ebene gelten, welche

durch zwei einander zugeordnete Strahlen des Strahlenbündels M

bestimmt ist.

233. In einem involutorischen Systeme, in welchem kein Punkt

und also auch keine Ebene sich selbst zugeordnet ist, ist jede

Strecke ihrer Ergänzung und jeder Flächenwinkel seinem Neben-

winkel zugeordnet. Jede Linie AB Ai, welche zwei einander zu-

geordnete Punkte verbindet, bildet mit der ihr zugeordneten Linie

Αχ Bi A eine involutorische Linie unparer Ordnung.

Wird nämlich die Linie A B Aa von einer Ebene V, welche

weder durch den Punkt A noch durch den Punkt Aj geht, in

m Punkten und von der der erstem zugeordneten Ebene Vt in

nPunkten geschnitten, so muss, weil der eine von den beiden

Punkten A, Αχ in dem Winkel VT* und der andere in dem Win-

kel V * Vi liegt, m+n eine unpare Zahl sein. Bemerkt man nun,

dass jedem Punkte, in welchem die Linie AB Αχ von der Ebene

Vi geschnitten wird, ein Punkt zugeordnet ist, in welchem die

Linie A^A von der Ebene V geschnitten wird, so folgt, dass

auch die Anzahl der Punkte, in welchen die erwähnte involutori-

sche Linie und die Ebene V sich schneiden, eine unpare Zahl

nämlich = m + n sei.

Verbindet man in einem involntorischen Körper zwei einander
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zugeordnete Punkte durch eine Linie, so bildet diese mit der ihr

zugeordneten Linie eine geschlossene Linie, welche ganz in dem

Körper liegt und also von parer Ordnung ist. Da nun ein invo-

lutorisches System der obigen Art keine solche Linie enthält, so

enthält es auch keinen involutorischen Körper.

§. 18.

Polarsystem in der Ebene und im Strahlenbünde!.

234.�Wenn zwei reciproke Systeme in einerlei Ebene liegen,

und den Eckpunkten irgend eines Dreiecks ABC die ihnen ge-

genüberliegenden Seiten entsprechen, so liegen die Systeme in-

volutorisch.

Entsprechen nämlich den Punkten A, B, C des einen Systems

die Geraden BC, AC, AB des andern, so entsprechen auch den

Geraden BC, A C, AB des erstem Systems die Punkte A, B, C

des letztem. Wenn ferner der Geraden AP des einen Systems,

welche den Eckpunkt A mit dem PunkteP der Seite BC ver-

bindet, der Punkt P± des andern entspricht, so entspricht auch

(215) der Geraden APa des erstem Systems der Punkt P des

letztem und folglich auch dem Punkte Pt des erstem die Gerade

AP des letztem. Da hiernach je zwei homologe Elemente, von

welchen das eine durch einen Eckpunkt des Dreiecks ABC geht,

und also das andere in der diesem Eckpunkte gegenüberliegenden

Seite liegt, einander doppelt entsprechen, so gilt diess auch von

jedem Punkte, in welchem ein Strahl des Büschels A von einem

Strahle des Büschels B geschnitten wird, und der Geraden, wel-

che die jenen Strahlen entsprechenden Punkte verbindet.

235.�In einem ebenen Polarsysteme heisst jeder Punkt der

Pol der ihm zugeordneten Geraden und jede Gerade die Polare

des ihr zugeordneten Punktes, so dass also die Pole von allen

Geraden, welche in einem und demselben Punkte sich schneiden,

in der Polare dieses Punktes liegen und die Polaren von allen

Punkten, welche einer und derselben Geraden angehören, in dem

Pole dieser Geraden sich schneiden. Liegt ein Punkt in seiner

9*
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Polare, so liegt jeder andere Punkt dieser Geraden ausserhalb

seiner Polare.

Jedes gerade Gebilde P, welches nicht durch seinen Pol PA

geht, liegt (215) mit dem ihm zugeordneten Strahlenbüschel Pj

involutorisch. Wenn nämlich der Punkt A der Geraden P der

Pol der Graden PjAA ist, so ist auch der Punkt , in welchem

diese Gerade von der Geraden P geschnitten wird, der Pol der

Geraden Pj A. Die Gerade P enthält entweder gar keinen Punkt,

welcher in seiner Polare liegt, oder zwei solche Punkte, je nach-

dem der Winkel, welcher aus dem Punkte Pt die Strecke AAt

projicirt, der Strecke · A oder der Strecke Aj A zugeordnet ist.

Um noch, was hier vorausgesetzt wurde, zu beweisen, dass

nämlich nicht jeder Punkt der Geraden P in seiner Polare liege,

nehme man an, dass die Punkte A, B der Geraden P die Pole

der Geraden Pj A, Pt B sind. Wenn nun dem Punkte G der Ge-

raden Pi A die Gerade AH zugeordnet ist, so ist auch dem Punkte

H, in welchem diese Gerade von der Geraden BP4 geschnitten

wird, die Gerade BG, folglich der Geraden GH der Schnitt-

punkt Q von AH und BG und mithin dem Schnittpunkte C von

P und G H die Gerade P4 Q zugeordnet, deren Spur in der Ge-

raden P vom Punkte 0 durch die Punkte A, B harmonisch ge-

trennt ist.

Liegt ein Punkt P4 in seiner Polare P, so giebt es nach dem

Obigen in jeder andern Geraden, welche durch den Punkt Pt

geht, noch einen Punkt, welcher in seiner Polare liegt, und eben

so in jedem Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt ein von Pj ver-

schiedener Punkt der Geraden P ist, noch eine Gerade, welche

durch ihren Pol geht.

236. In einem ebenen Polarsysteme sind unendlich viele

(absolute) Polardreiecke enthalten.

Nimmt man nämlich in einer Geraden, welche nicht durch

ihren Pol A geht, einen Punkt B an, dessen Polare die Gerade

in einem andern Punkte C schneidet, so ist jeder Eckpunkt des

Dreiecks ABC der Pol der ihm gegenüberliegenden Seite, daher

dasselbe ein Polardreieck heisst.

Sind den Eckpunkten eines Dreiecks die Seiten eines andern

und also den Seiten des erstem die Eckpunkte des letztem zu-
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geordnet, so heissen die Dreiecke Polardreiecke zu einander

(relative Polardreiecke).

237.�Wenn in einer Ebene ein Dreieck ABC als Polardreieck

angenommen und alsdann noch einem Punkte P, welcher in kei-

ner Seite de9 Dreiecks liegt, eine Gerade Pt, welche durch kei-

nen Eckpunkt desselben geht, zugeordnet wird, so ist dadurch

ein Polarsystem bestimmt. Folgt aus 130 und 234.

Versteht man unter einem Dreiecke eine von drei Strecken

begrenzte Figur, so sind die Punkte A, B, C die Eckpunkte von

vier Dreiecken, von welchen das eine ABC den Punkt P in eich

enthält. Wenn nun der Umfang dieses Dreiecks von der Gera-

den Pi nicht geschnitten wird, so ist offenbar jedem der vier

Dreiecke das von seinem Umfange ausgeschlossene System von

Geraden zugeordnet, daher alsdann kein Punkt der Ebene in sei-

ner Polare liegt. Wenn aber die Gerade Pt die Seiten AB, AC

des Dreiecks ABC schneidet, so ist jedes von den beiden· Drei-

ecken A B C, B C · A und eben so jedes von den beiden Dreiecken

A B * C, A C * B dem vom Umfange des andern ausgeschlossenen

Systeme von Geraden zugeordnet. In diesem Falle enthält jede

Strecke AH, welche den Punkt A mit einem Punkte der Ge-

raden BC verbindet, einen Punkt, welcher in seiner Polare

liegt, und jeder Winkel, welchen die Gerade B C mit einer durch

den Punkt A gehenden Geraden bildet, welcher also einer in

ihm liegenden Strecke AH zugeordnet ist, eine Gerade, welche

durch ihren Pol geht.

238.�Durch jedes ebene Fünfeck ABC DE ist ein Polarsy-

stem bestimmt, in welchem nämlich jeder Eckpunkt des Fünfecks

der Pol der ihm gegenüberliegenden Seite ist.

Es sei F der Schnittpunkt von AB und CD. Wenn man

nun das Dreieck A D F als Polardreieck und den Punkt E als Pol

der Geraden BC annimmt, so sind den Punkten B, C, in wel-

chen diese Gerade von den Geraden AF, DF geschnitten wird,

die Geraden ED, EA zugeordnet, welche den Punkt E mit den

Punkten D, A verbinden.

239.�Wenn der eine von zwei Punkten eines ebenen Polar-

systems in der Polare des andern und also auch der andere im

Polare des erstem liegt, so heissen sowohl die beiden Punkte als
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auch die beiden Geraden, deren jede durch den Pol der andern

geht, einander conjugirt. Liegt ein Punkt in seiner Polare, so

kann man von jedem dieser Elemente sagen, dass es auoh sich

selbst conjugirt sei. Es ist hiernach jeder Punkt allen Punkten,

welche in seiner Polare liegen, und jede Gerade allen Geraden,

welche durch ihren Pol gehen, conjugirt. Sind zwei Punkte ei-

nem und demselben Punkte conjugirt, so ist dieser der Pol der

durch die beiden erstem Punkte bestimmten Geraden. Sind zwei

Gerade einer und derselben Geraden conjugirt, so ist diese die

Polare des durch die beiden ertern Geraden bestimmten Punktes.

Jede Gerade P, welche nicht durch ihren Pol P* geht, ist

(235) der Träger eines involutorischen geraden Gebildes, jeder

Punkt Pj, welcher ausserhalb seiner Polare P liegt, der Mittel-

punkt eines involutorischen Strahlenbüschels, in welchem je zwei

in Hinsicht auf das Polarsystem conjugirte Elemente einander

zugeordnet sind.

240. Wenn ein gerades Gebilde h und ein Strahlenbüschel H,

welche zu einander projektivisch sind, entweder involutorisch lie-

gen, oder die Gerade h durch den Punkt H geht und diesem

Punkte des geraden Gebildes der Strahl h des Büschels entspricht,

so können die Gebilde als zwei einander zugeordnete Gebilde ei-

nes und desselben Polarsystems betrachtet werden. Man hat nur

noch,damit das Polarsystem bestimmt sei, zu einem von H' ver-

schiedenen, ausserhalb der Geraden h befindlichen Punkte Y eine

nicht durch den Punkt Ξ gehende Gerade v, welche die Gerade

u in dem Pole B der Geraden Η Y schneidet,, als Polare anzu-

nehmen.

Es seien im erstem Falle A, zwei von B verschiedene

Punkte der Geraden u, deren jeder in der Polare des andern

liegt, so ist durch das Polardreieck HAAj und die einander zu-

geordneten Elemente Y, v ein Polarsystem bestimmt, in welchem

den Punkten A, A1; B die Geraden HAa HA, HV zugeordnet

sind. — Es sei im letztem Falle, in welchem nicht nur der

Punkt B sondern auch der Punkt H in der Geraden« h liegt, C

ein dritter Punkt dieser Geraden, welchem der Strahl c des Bü-

schels H entspreche. Bezieht man nun das gerade Gebilde c und

den Strahlenbüschel C projektivisch so aufeinander, dass sie in-
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entsprechen, so ist durch sie und die einander zugeordneten Ele-

mente B, HV nach dem erstem Falle ein Polarsystem bestimmt,

in welchem die Punkte Η, B* C, V die Pole der Geraden h; HV,

c, v sind.

Soll der Punkt V in seiner Polare V liegen, so ist durch das

eine von diesen beiden Elementen auch das andere bestimmt.

Nur darf alsdann, wenn etwa zwei Punkte Μ, N des geraden

Gebildes h von den ihnen entsprechenden Strahlen HM, HN

des Büschels H die Spuren sind} der Punkt V in keinem dieser

Strahlen liegen.

241.�Durch zwei Dreiecke EFG, efg, welche weder einen

Eckpunkt noch eine Seite mit einander gemein haben, aber in

einerlei Ebene und überdiess perspektivisch liegen, ist ein Polar-

system bestimmt, in welchem nämlich die beiden Dreiecke Polar-

dreiecke zu einander (den Eckpunkten eines jeden die ihnen ge-

genüberliegenden Seiten des1 andern' zugeordnet) sind.

Nach der Annahme schneidern sich dfe drei Geraden E e, Ff,

Gg in einem Punkte H, während die drei Punkte B, C, Ä, in

welchen die Seiten FG, GE* EF des einen Dreiecks von den

homologen Seiten fg, g e, ef des andern geschnitten werden, in

einer Geraden h liegen. Wenn nun das* gerade Gebilde h und

der Strahlenbüschel H projektivisch so aufeinander bezogen wer-

den, dasB den Punkten B> C, A die Strahlen HE, HF, HG

entsprechen und dem Punkte^E-die Gerade fg zugeordnet wird,

so hat man nach 221 und 240 ein Polarsystem, in welchem der

Geraden EA der Schnittpunkt g von fg und HG, folglich dem

Schnittpunkte F von EA und HlF die1 Gerade gC oder ge und

eben so dem Punkte G die! GetAdb^ e-f zugeordnet ist.

Die zehn Punkte und dfe zehn Geraden, welche hier in Be-

trachtung kommen, sind* die Eckpunkte und Seiten von zehn

Paar relativen Polardreieökeü und zugleich die Eckpunkte und

Seiten von fünf vollständigen» Vierecken und den ihnen zuge-

ordneten vollständigen Vierseiten;

242.�Imjedemjebenen5Polarsysteme liegt jedes Dreieck EFG,

von! dessen» sechs* Elementen keine zwei einander conjugirt sind,

mit seinem Polardreiecke efg perspektivisch.
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Würde nämlich die Gerade HG, welche den Schnittpunkt

H von Ee und Ff mit dem Punkte G verbindet, die Gerade

fg in einem von g verschiedenen Punkte gj schneiden, so gäbe

es (241) ein vom erstem Polarsysteme verschiedenes Polarsystem,

in welchem den Geraden e f, f g, E G, F G, E e dieselben Punkte

zugeordnet wären, welche ihnen im erstem zugeordnet sind, was

(130) nicht möglich ist.

243.�Wenn ein Dreieck E F G und ein Polarsystem in einer-

lei Ebene liegen, aber kein Eckpunkt des Dreiecks der Pol der

ihm gegenüberliegenden Seite ist, so schneiden sich die drei Ge-

raden Ee, Ef, Gg, welche die Eckpunkte des Dreiecks mit den

Polen der ihnen gegenüberliegenden Seiten verbinden, in einem

und demselben Punkte H, während die Punkte, in welchen die

Seiten des Dreiecks von den Polaren der ihnen gegenüberliegen-

den Eckpunkte geschnitten werden, in einer und derselben Ge-

raden h (der Polare jenes Schnittpunktes) liegen.

Sind die Seiten EF, EG des Dreiecks EFG einander con-

jugirt, so dass also der Punkt f in der Geraden EF und der

Punkt g in der Geraden EG liegt, so fällt der Punkt H mit

dem Punkte E und die Gerade h mit der Geraden fg zusammen.

Sind die Eckpunkte F, G des Dreiecks E F G einander conjugirt

so fällt der Punkt H mit dem Punkte e und die Gerade h mit

der Geraden F G zusammen. Ist keines von den sechs Elementen

des Dreiecks EFG einem andern conjugirt, so liegen die Drei-

ecke EFG, efg perspektivisch. 242.

244.�Sind in einem Vierecke EFGH, welches in der Ebene

eines Polarsystems liegt,

je zwei Gegenseiten einander

conjugirt, so sind es auch (243)

die beiden Diagonalen.

je zwei Gegenpunkte einander

conjugirt, so sind es auch die

beiden Punkte, in deren jedem

ein Paar Gegenseiten sich

schneiden.

245.�Jedes ebene Polarsystem wird aus jedem ausserhalb der

Ebene befindlichen Punkte durch ein Polarsystem im Strahlenbün-

del projicirt, so dass je zwei einander zugeordnete Elemente A, A*

des ebenen Systems von zwei einander zugeordneten Elementen

a, a* des Strablenbündels die Spuren sind. Werden je zwei ein-
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ander zugeordnete Elemente des einen Systems mit einander ver-

tauscht, so dass alsdann den Elementen A* Ai die Elemente aj, a

entsprechen, so sind die beiden Systeme zu einander reciprok und

involutorisch liegend. Und wenn ein ebenes System und ein Strah-

lenbündel zu einander reciprok sind und involutorisch liegen, so

erscheint die Ebene als Träger eines Polarsystems, in welchem

jedes von zwei einander zugeordneten Elementen durch das dem

andern entsprechende Element des Strahienbündels projicirt wird.

§.�19.

Curven und Kegelflächen II. Ordnung.

246.�In einem ebenen Polarsysteme giebt. es (nach 235 and

236) entweder gar kein Element, welches sich selbst conjugirt ist

oder es giebt eine Curve s parer Ordnung, welche dem ihr sich

anschmiegenden Strahlenbüschel zugeordnet ist, so dass nämlich

jeder Punkt, welcher der Curve angehört, in seiner Polare liegt,

die in ihm der Curve sich anschmiegt, jeder Punkt aber, welcher

jener Curve (der Ordnungscurve des Polarsystems) nicht ange-

hört, ausserhalb seiner Polare liegt. Die Curve hat mit keiner

Geraden mehr als zwei Punkte gemein und wird in jedem in ihr

befindlichen Punkte von der Polare dieses Punktes berührt, von

jeder andern durch denselben Punkt gehenden Geraden aber in

ihm und in noch einem Punkte geschnitten.

Das von der Curve s eingeschlossene System F von Punkten

ist dem von ihr ausgeschlossenen Systeme von Geraden zugeord-

net. Von jedem Polardreiecke enthält die Figur F einen Eck-

punkt ; die ihm gegenüberliegende Seite hat mit der Curve s kei-

nen Punkt gemein. Jedem geraden Gebilde V, welches die Curve

s in zwei Punkten A, B schneidet, ist ein Strahlenbüschel V zn-

geordnet, welches mit dem Strahlenbüschel s zwei Strahlen A, B

gemein hat. Durch diese Strahlen sind je zwei conjugirte Strah-

len des Büschels V, durch jene Punkte je zwei conjugirte Punkte

des geraden Gebildes V harmonisch getrennt.

247.�Jede geschlossene |e^ene ^urvel we]che Ordnungs-

i Kegelfläche >�6

l
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(curve )

\ fläche)

eines Polarsystems oder, was dasselbe ist, dem ihr

sich anschmiegenden Büschel projektivisch ist, so dass jedem

das�demselben sich anschmiegende

(Strahle der Fläche)�&

Element des Büschels entspricht, heisst einej�j zwei-

ter Ordnung.

Entspricht der geschlossenen Curve s in dem einen von zwei

reciproken ebenen Systemen der Strahlenbüschel s des andern, so

dass den Punkten A, B, C, D u. s. w. der Curve die ihr in den-

selben sich anschmiegenden Strahlen A, B, C, D u. s. w. entspre-

chen, so entsprechen auch (145) diesen Geraden des erstem Systems

jene Punkte des letztem, woraus man (130) schliessen kann, dass

je zwei homologe Elemente der Systeme einander doppelt entspre-

chen und also s die Ordnungscurve eines Polarsystems sei.

Jede Curve II. Ordnung wird aus jedem ausserhalb ihrer

Ebene befindlichen Punkte durch eine Kegelfläche II. Ordnung

projicirt, jede Kegelfläche II. Ordnung von jeder nicht durch ih-

ren Mittelpunkt gehenden Ebene in einer Curve II. Ordnung ge-

schnitten.

Wenn überhaupt ein ebenes System und ein Strahlenbündel

zü einander collineär sind, so entspricht jeder Curve II. Ordnung

s eine Kegelfläche II. Ordnung Sj. Werden in dem ebenen Sy-

steme je zwei in Hinsicht auf die Curve s einander zugeordnete

Elemente mit einander vertauscht, so entspricht der Curve s der

Ebenenbüschel s* und dem Strahlenbüschel s die Kegelfläche s1a

In zwei reciproken ebenen Systemen entspricht jeder Curve II. Ord-

nung ein Strahlenbüschel II. Ordnung, welcher der Curve II. Ord-

nung sich anschmiegt, die dem der erstem sich anschmiegenden

Strahlenbtischel entspricht.

248. Eine Curve II. Ordnung oder auch die von ihr einge-

schlossene Figur heisst eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je

nachdem die Curve mit der unendlich fernen Geraden der Ebene

gar keinen Punkt gemein hat, oder diese Gerade in einem Punkte

berührt oder in zwei Punkten schneidet. Jeder um die Figur

beschriebene uneigentliche Winkel ist im ersten Falle ein Parallel-
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streifen, im zweiten (.62) ein Winkel der. dritten und im dritten

ein Winkel der vierten Art. Betrachtet man das ebene System

als den Schnitt eines ParallelstrahlenbiUndels, so entspricht der

Curve im ersten Palle eine elliptische, im zweiten eine paraboli-

sche und im dritten eine hyperbolische Cylinderfläche.

Der, Schnitt einer eigentlichen Kegelfläche II. Ordnung mit

einer Ebene, welche nicht durch den Mittelpunkt der Fläche geht,

ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem die Kegel-

fläehamit der durch ihren Mittelpunkt gehenden zur erstem Ebene

parallelen Ebene gar keinen Strahl oder einen Strahl oder zwei

Strahlen gemein hat. Im letzten Falle schmiegen in diesen Strah-

len der Kegelfläche die Ebenen sich an, von welch an die Assym-

ptoten der Hyperbel dieN Spuren sind. Von den beiden Winkeln,

welche die Assymptoten einer Hyperbel mit einander bilden, heisst

derjenige, welcher um die Hyperbel beschrieben ist* derAssympto-

ten winkel.

Eine Curve II. Ordnung kann auch, was im Obigen nicht

angenommen wurde, im Unendlichen liegen, so dass sie also der

Schnitt einer Kegelfläche II. Ordnung mit der unendlich fernen

Ebene ist.

249. Wenn man (227) einen Punkt S, welcher mit einer

Curve II. Ordnung in einerlei Ebene, , aber nicht in der Curve

liegt, als Ordnungspunkt und, seine Polare u als Ordnungslinie

annimmt, so erscheint die Curve. als eine involutorische Curve.

Je zwei Punkte A, B, der Curve, welche mit* dem Punkte S in

einer und derselben Geraden V liegen* sind, (246) durch diesen

Punkt und einen Punkt JR der Geraden, uund ebent so je zwei Tan-

genten Α, Β der Curve, welche (235) die Gerade u in einem und

demselben Punkte schneiden, durch diese Gerade und eine durch

deni Punkt S gehende Gerade harmonisch getrennt. Wird die

Gerade V um den Punkt S gedreht, so bewegen sich ihr Pol

(der Schnittpunkt der Tangenten A, B) und. ihre Spur in der

Geraden u in einem und demselben oder im entgegengesetzten

Sinne, je nachdem die Curve und/die Gerade u sich nicht schnei-

den oder sich schneiden. Die i von. der Curve eingeschlossene in

Hinsicht auf die Ordnungslinie u/undrdenOrdnungspunkt S invo-

lutorische Figur wird im erstem Falle durch jede durch diesen
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Punkt gehende Gerade, im letztem aber durch die Gerade u in

zwei einander zugeordnete Theile getheilt.

250. Ein n Eck (79) heisst in eine Curve beschrieben, wenn

alle seine Eckpunkte in der Curve liegen. Jedem einer Curve

II. Ordnung einbeschriebenen vollständigen nEcke ist ein um

dieselbe beschriebenes vollständiges n Seit zugeordnet, dessen

Seiten die Polaren von den Eckpunkten und dessen Eckpunkte

die Pole von den Seiten des ersten Gebildes sind.

Jedes Dreieck EFG, welches in eine Curve II. Ordnung

beschrieben ist, liegt mit dem Dreiecke efg, dessen Seiten fg,

ge, 6f die Curve in den Eckpunkten E, P, G des erstem be-

rühren, perspektivisch.

Je zwei Eckpunkte des ein-

beschriebenen Dreiecks sind

durch die Polare des dritten

Eckpunktes und durch die Ge-

rade, welche diesen Punkt mit

dem Pole der ihm gegenüber-

liegenden Seite verbindet, har-

monisch getrennt.

Je zwei Seiten des umbe-

schriebenen Dreiecks sind durch

den Pol der dritten Seite und

durch den Punkt, in welchem

diese Seite von der Polare des

ihr gegenüberliegenden Eck-

punktes geschnitten wird, har-

monisch getrennt.

Da nämlich (235) die Gerade Gg die Polare des Punktes A

ist, iu welchem die Geraden EF, ef sich schneiden, so sind

(246) die Punkte E, F durch den Punkt A und durch den Schnitt-

punkt vonEF und gG und also auch (94) die Punkte e,f durch

die Punkte A, G harmonisch getrennt, daher auch (93) die Ge-

raden E e, Ff, G g in einem und demselben Punkte sich schnei-

den müssen. Dasselbe folgt auch aus 242.

251. Die drei Punkte, in deren jedem ein Paar Gegensei-

ten eines in eine Curve II. Ordnung beschriebenen vollständigen

Vierecks AB CD sich schneiden, sind die Eckpunkte eines Po-

lardreiecks , von dessen drei Seiten jede durch ein Paar Gegen-

punkte des jlem vollständigen Vierecke zugeordneten vollständi-

gen Vierseits abcd geht.

Es werde die Gerade AB von der Geraden CD im Punkte

P und von der Geraden p, welche den Schnittpunkt von AC und

BD mit dem Schnittpunkte von A D und BC verbindet, im Punkte

Q geschnitten, so sind (94) die Punkte P, Q durch die Punkte
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A, B harmonisch getrennt und also in Hinsicht auf die Curve

einander conjugirt. Da eben so der Schnittpunkt von C D und p

dem Punkte P conjugirt ist, so folgt, dass die Gerade p die Po-

lare des Punktes P ist und demnach auch durch die Pole ab,

cd der Geraden AB, CD geht.

Die Diagonalen eines um eine Curvell. Ordnung beschrie-

benen Vierseits sind also einander conjugirt und durch die Dia-

gonalen des ihm zugeordneten Vierecks harmonisch getrennt. Eben

so sind die Punkte, in deren jedem ein Paar Gegenseiten dieses

Vierecks sich schneiden, (die Pole der beiden ertern Diagona-

len) einander conjugirt und durch die Punkte, in deren jedem

ein Paar Gegenseiten jenes Vierseits sich schneiden, harmonisch

getrennt.

252. Wenn man in der Ebene eines ebenen Polarsystems

irgend zwei einander nicht conjugirte

Gerade annimmt und alsdann

auf jeden Punkt der einen den

ihm conjugirten Punkt der an-

dern bezieht, so sind die gera-

den Gebilde, da jedes ein Schnitt

des dem andern zugeordneten

Strahlenbüschels ist, projekti-

visch und folglich, wenn ihr

Schnittpunkt sich selbst conju-

girt ist, perspektivisch.

253. Jede Gerade, welche

einer Seite AB eines in eine

Curve II. Ordnung beschriebe-

nen Dreiecks ABC conjugirt

ist, schneidet die beiden andern

Seiten in conjugirten Punkten.

Und wenn eine Gerade zwei

Seiten AC, BC des Dreiecks

in zwei conjugirten Punkten

Punkte als Mittelpunkte von

Strahlenbüscheln annimmt und

alsdann auf jeden Strahl des

einen Büschels den ihm conju-

girten Strahl des andern be-

zieht, so sind die Büschel, da

jeder ein Schein des -dem an-

dern zugeordneten geraden Ge-

bildes ist, projektivisch und

folglich, wenn ihr gemeinschaft-

licher Strahl sich selbst conju-

girt ist, perspektivisch.

Jeder Punkt, welcher einem

Eckpunkte eines um eine Curve

II. Ordnung beschriebenen Drei-

ecks conjugirt ist, wird aus den

beiden andernEckpunkten durch

conjugirte Strahlen projicirt.

Und wenn ein Punkt aus zwei

Eckpunkten des Dreiecks durch

zwei conjugirte Strahlen proji-
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schneidet, so geht sie durch cirt wird, so liegt er in der

den Pol der dritten Seite. Polare des dritten Eckpunktes.

Da nämlich die Polare a des Punktes A die Geraden AC,

B C in zwei conjugirten Punkten schneidet und dasselbe von der

Polare b des Punktes B gilt, so ist (252) ab der Punkt, wel-

cher mit je zwei conjugirten Punkten der Seiten AC, BC in einer

und derselben Geraden liegt. Projicirt man aus den Eckpunkten

A, B einen und denselben Punkt D der Curve auf die ihnen ge-

genüberliegenden Seiten, so erhält man (251) zwei einander con-

jugirte Punkte dieser Seiten, woraus hervorgeht, wie die obigen

Sätze auch mit den in 251 enthaltenen Zusammenhängen.

254.�Wenn zwei Eckpunkte

eines Dreiecks in einer Curve

II. Ordnung liegen und die ih-

nen gegenüberliegenden Seiten

von irgend einer Geraden, wel-

che durch den Pol der dritten

Seite, aber durch keinen von

jenen beiden Punkten geht, in

conjugirten Punkten geschnitten

werden, so liegt auch der dritte

Eckpunkt des Dreiecks in der

Curve. Folgt aus 109 und 252.

255.�Zwei Strahlenbtischel A

B, welche eine Curve II. Ord-

nung aus zwei in ihr liegenden

Punkten A, B projiciren, sind

zu einander projektivisch.

Wenn zwei Seiten eines Drei-

ecks eine Curve II. Ordnung

berühren und die ihnen gegen-

überliegenden Eckpunkte aus

irgend einem Punkte, welcher

in der Polare des dritten Eck-

punktes, aber nicht in der Curve

liegt, durch conjugirte Strahlen

projicirt werden, so wird die

Curve auch von der dritten

Seite des Dreiecks berührt.

Zwei gerade Gebilde, welche

eine Curve II. Ordnung berüh-

ren und Schnitte des ihr sich

anschmiegenden Strahlenbü-

schels sind, sind zu einander

projektivisch.

Jeder Punkt C der Curve wird aus dem Punkte A durch

einen Strahl A C des Büschels A und aus dem Punkte B durch

den homologen Strahl B C des Büschels B projicirt. Da nun die

Büschel (nach 239 und 253) von jeder Geraden, welche durch

den Pol der Geraden A B, aber durch keinen von den beiden

Punkten A,B geht, in zwei involutorisch liegenden projektivi-

schen geraden Gebilden geschnitten werden, so folgt der Satz.
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256. Zwei projektivische nicht

concentrischeStrahlenbüschel A,

ß, welche in einerlei Ebene,

aber nicht perspektivisch liegen,

erzeugen eine Curve II. Ord-

nung, der nämlich jeder Punkt

angehört, in welchem ein Strahl

des einen Büschels von dem

homologen Strahle des andern

geschnitten wird. Die Strahlen

a, b, welche dem gemeinschaft-

lichen Strahle der beiden Bü-

schel entsprechen, berühren die

Curve in den Punkten A, B.

Zwei projektivische gerade

Gebilde a, b, welche sich schnei-

den, aber nicht perspektivisch

liegen, erzeugen einen Strah-

lenbüschel II. Ordnung, dem

nämlich jede Gerade angehört,

welche einen Punkt des einen

geraden Gebildes mit dem ho-

mologen Punkte des andern

verbindet. Die Punkte A, B,

welche dem Schnittpunkte der

beiden geraden Gebilde ent-

sprechen , sind die Pole der

Geraden a, b.

Es seien G, H irgend zwei Punkte, welche durch die Punkte

A, B harmonisch getrennt sind. Da nun (224) die Gerade h,

welche den Punkt ab mit dem Punkte G verbindet, die Büschel

A, B in zwei involutorisch liegenden geraden Gebilden schneidet,

so kann man (240) das eine dieser Gebilde und den Strahlen-

büschel, welcher das andere aus dem Punkte H projicirt, als zwei

einander zugeordnete Gebilde eines Polarsystems betrachten, des-

sen Ordnungscurve die Gerade a im Punkte A berührt, folglich,

weil die einander conjugirten Punkte G, H durch die Punkte

A, B harmonisch getrennt sind, auch durch den Punkt B geht,

und mithin (254) von je zwei homologen Strahlen A C, BC der

Büschel A; B in einem und demselben Punkte geschnitten wird.

Eben so erzeugen zwei projektivische aber nicht perspekti-

vische Ebenenbüschel, deren Axen sich schneiden, eine Kegel-

fläche II. Ordnung, und zwei projektivische Strahlenbtischel,

welche concentrisch sind, aber weder in einerlei Ebene noch per-

spektivisch liegen, einen Ebenenbüschel II. Ordnung.

257. Die drei Punkte, in de-

ren jedem ein Paar Gegenseiten

eines in eine Curve II. Ord-

nung beschriebenen Sechsecks

A B C D E F sich schneiden, lie-

gen in einer und derselben

Geraden.

Die drei Diagonalen, deren

jede ein Paar Gegenpunkte ei-

nes um eine Curve II. Ordnung

beschriebenen Sechsecks verbin-

bindet, schneiden sich in einem

und demselben Punkte.
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Es werde die Seite AB von den Seiten CD, DE in den

Punkten K, M und die Seite BC von den Seiten AP, EP in

den Punkten L, N geschnitten. Da nun (255) die StrahlenbÜ-

schel D(BCEA), F (BCEA) und mithin auch ihre Schnitte

BKMA, BCNL zu einander projektivisch sind, so liegen (108)

die Punkte Μ, N mit dem Schnittpunkte von K C und A L (oder

CD und AF) in einer und derselben Geraden.

Was oben von den sechs Sei-

ten eines in eine Curve II. Ord-

nung beschriebenen Sechsecks

gesagt wurde, gilt auch von

den fünf Seiten eines einbe-

schriebenen Fünfecks und der

Geraden, welche die Curve in

einem Eckpunkte desselben be-

rührt, dann auch von den vier

Seiten eines einbeschriebenen

Vierecks und den Tangenten an

zwei Eckpunkten und endlich

auch von den drei Seiten eines

einbeschriebenen Dreiecks und

den Tangenten an seinen drei

Eckpunkten, vorausgesetzt dass

man jede Tangente, welche in

Betrachtung kommt, zwischen

den beiden Seiten einschaltet,

welche im Berührungspunkte

derselben sich schneiden.

Was oben von den sechs Eck-

punkten eines um eine Curve

II.Ordnung beschriebenenScchs-

ecks gesagt wurde, gilt auch

von den fünf Eckpunkten eines

umbeschriebenen Fünfecks und

dem Berührungspunkte einer

Seite, dann auch von den vier

Eckpunkten eines umbeschriebe-

nen Vierecks und den Berüh-

rungspunkten zweier Seiten und

endlich auch von den drei

Eckpunkten eines umbeschriebe-

nen Dreiecks und den Berüh-

rungspunkten seiner drei Seiten,

vorausgesetzt dass man jeden

Berührungspunkt, welcher in

Betrachtung kommt, zwischen

den beiden Eckpunkten ein-

schalte, die mit ibm in einer

und derselben Seite liegen.

258. Durch jedes ebene Fünfeck ABCDE sind zwei Cur-

ven II. Ordnung bestimmt, von welchen nämlich die eine k durch

die fünf Eckpunkte des Fünfecks geht, die andere s aber die

fünf Seiten desselben berührt. Betrachtet man (238) die Eck-

punkte A, B, C, D, E des Fünfecks als die Pole der ihnen ge-

genüberliegenden Seiten, so erhält man ein Polarsystem, in

welchem jeder von den beiden Curven der der andern sich an-

schmiegende Strahlenbüschel zugeordnet ist.
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Die Strahlenbüschel A, B er-

zeugen die Curve k, wenn sie

projektivisch so aufeinander be-

zogen werden, dass den Strah-

len AC, AD, AE des erstem

die Strahlen B C, B D, B E des

letztem entsprechen. — Von

den beiden Strecken A B, A'B

ist diejenige von der Curve k

eingeschlossen, welche von gar

keiner der drei Geraden CD,

C E, D E oder von zweien der-

selben geschnitten wird. Die

Punkte A,B sind in der Curve

k im erstem Falle durch die

Punkte C, D, E nicht getrennt,

im letztem aber getrennt.

Die geraden Gebilde a, b er-

zeugen den Strahlenbüschel s,

wenn sie projektivisch so auf-

einander bezogen werden, dass

den Punkten ac, ad, ae des

erstem die Punkte bc, bd, be

des letztem entsprechen. —Von

den beiden Winkeln a b, a*b

ist derjenige von der Curve s

ausgeschlossen, welcher gar kei-

nen der drei Punkte cd, c e,

de oder zwei derselben in sich

enthält. Die Strahlen a,b sind

in dem Büschel s im erstem

Falle durch die Strahlen c, d, e

nicht getrennt, im letztem aber

getrennt.

Eine Curve II. Ordnung ist auch bestimmt, wenn ein einbe-

schriebenes Viereck und die Tangente an einem Eckpunkte des-

selben oder ein umbeschriebenes Viereck und der Berührungs-

punkt einer Seite oder ein einbeschriebenes Dreieck und die Tan-

genten an zwei Eckpunkten desselben oder ein umbeschriebenes

Dreieck und die Berührungspunkte zweier Seiten gegeben sind.

259. Liegen die drei Punkte,

in deren jedem ein Paar

Gegenseiten eines Sechsecks

ABCDEF sich schneiden, in

einer und derselben Geraden,

so liegen die sechs Eckpunkte

des Sechsecks entweder in einer

Curve II. Ordnung oder es lie-

gen je drei, unter welcher keine

zwei aufeinanderfolgende sind,

in einer Geraden.

Schneiden sich die drei Dia-

gonalen, deren jede ein Paar

Gegenpunkte eines Sechsecks

verbindet, in einem und dem-

selben Punkte, so berühren die

sechs Seiten des Sechsecks ent-

weder eine Curve II. Ordnung,

oder es schneiden sich je drei,

unter welchen keine zwei auf-

einanderfolgende sind, in einem

Punkte.

Es werde die Gerade A B von den Geraden C D, D E in den

Punkten K, M und BC von den Geraden AF, EF in den Punk-

ten L, N geschnitten. Wenn nun der Schnittpunkt von KC und

Staudt, Geometrie der Lage.
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AL (oder CD und AF) in der Geraden MN liegt, so sind die

geraden Gebilde BKMA, BCNL und also auch die Strahlen-

büschel D (B C E A), F (B C E A) zu einander projektivisch, wor-

aus der Satz folgt.

260. Wenn von einer Curve II. Ordnung fünf Punkte A,B,

C, D, E gegeben sind, so ist durch jede Gerade p, welche

durch den Punkt A geht, ein Punkt F der Curve bestimmt, wel-

cher nämlich aus dem Punkte A durch die Gerade p projicirt

wird. Man erhält den Punkt F, wenn man den Schnittpunkt von

AB and DE mit dem Schnittpunkte von CD und p durch eine

Gerade verbindet und alsdann aus dem Punkte, in welchem diese

Gerade die Gerade BC schneidet, den Punkt E auf die Gerade

p projicirt. Soll der Punkt F mit dem Punkte A zusammenfallen

und also die Gerade p die Curve im Punkte A berühren, so muss

sie durch denjenigen Punkt der Geraden CD gehen, welcher mit

dem Schnittpunkte von AB und DE und dem Schnittpunkte von

BC und EA in einer und derselben Geraden liegt. Umgekehrt

findet man, wenn von einer Curve II. Ordnung fünf Tangenten

a, b, c, d, e gegeben sind, die Berührungspunkte dieser Tan-

genten, wenn man in irgend einem der Fünfseite abcde, abced

u. s. w. aus jedem Eckpunkte auf die ihm gegenüberliegende

Seite den Schnittpunkt der beiden Diagonalen projicirt, von wel-

chen keine durch jenen Eckpunkt geht und auch keine die ihm

benachbarten Eckpunkte verbindet.

Aehnliche Aufgaben vom ersten Grade, welche nämlich auf

die in 67 enthaltenen sich zurückführen lassen, bieten sich dar,

wenn von einer Curve II. Ordnung vier Punkte und die Tan-

gente an einem dieser Punkte oder vier Tangenten und der Be-

rührungspunkt einer dieser Tangenten u. s. w. gegeben sind.

Wenn die n Eckpunkte eines

ebenen n Ecks in festen Gera-

den sich bewegen, während

n—1 Seiten desselben um feste

Punkte sich drehen, so dreht

sich die letzte Seite entweder

auch um einen festen Punkt,

oder es beschreibt der Punkt,

261. Wenn die n Seiten aj,

a2, a3,.. . an eines ebenen n Ecks

um feste Punkte A1; A2, A3... .

An sich drehen, während n—1

Eckpunkte aj a2, a2 a3.. an— ian

in festen Geraden sich bewe-

gen, so bewegt sich der letzte

Eckpunkt entweder auch in ei·
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ner festen Geraden oder in ei-

ner Curve II. Ordnung, welche

durch jene festen Elemente be-

stimmt ist.

Die Geraden , a2, a3,

um welchen sie sich dreht, in-

dem derselbe in ihr sich bewegt,

eine durch jene festen Elemente

bestimmte Curve II. Ordnung.

. . an sind nämlich homologe

Strahlen von nStrahlenbüscheln A4, A2, A3, ... An, von welchen

jeder folgende dem vorhergehenden und mithin auch der letzte

dem ersten projektivisch ist. Stellt man das veränderliche nEck

in drei Zuständen dar, so hat man zu drei Strahlen des Büschels

Ai die homologen Strahlen des Büschels An. Da übrigens die

Büschel Ai, A2 auch projektivisch sind, wenn der Punkt a^in

einer durch die beiden Punkte At, A2 gehenden Curve II. Ord-

nung sich bewegt, und Analoges von den Büscheln A2, A3 u. s. w.

gilt, so lassen sich die obigen Sätze und die in (311) enthal-

tenen Aufgaben leicht noch verallgemeinern.

262, Wenn von zwei zu ein-

ander projektivischen Strahlen-

büscheln der eine gegeben ist,

und vier Strahlen des andern,

welche gegebenen Strahlen a, b,

c, d des erstem entsprechen,

durch vier gegebene Punkte A,

B, C, D gehen, die nicht alle

vier in einer und derselben Ge-

raden liegen, so liegt der Mit-

telpunkt M des andern Büschels

entweder in einer gegebenen

Geraden oder in einer gegebe-

nen Curve II. Ordnung.

Wenn von zwei zu einander

projektivischen geraden Gebil-

den das eine gegeben, und vier

Punkte des andern, welche ge-

gebenen Punkten des erstem

entsprechen, in vier gegebenen

Geraden liegen, die nicht alle

vier durch einen und denselben

Punkt gehen, so geht die Ge-

rade, in welcher das andere Ge-

bilde liegt, entweder durch ei-

nen gegebenen Punkt oder sie

berührt eine gegebene Curve

II. Ordnung.

Liegen nämlich die Punkte A, B, C, in einer und derselben

Geraden, so giebt es in dieser Geraden einen Punkt Di, so dass

ABCDx Λ abcd ist. In diesem Palle ist offenbar die Gerade

DDA der geometrische Ort des Punktes M. Liegen aber keine

drei von den vier Punkten A, B, C, D in einer und derselben

Geraden, so ist, wenn durch den Punkt D eine Gerade D D ge-

legt wird, so dass D (ABCD) A abcd ist, auch M (ABCD)

A D (ABCD) und mithin (256) der geometrische Ort des Punk-

10*
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tes M die Curve II. Ordnung, welche durch die vier gegebenen

Punkte geht und im Punkte D die Gerade DD berührt. — Wenn

umgekehrt der Mittelpunkt M des Strahlenbüschels M(ABCD),

der dem gegebenen ab cd projektivisch ist, in einer gegebenen

Curve II. Ordnung liegt, und drei Strahlen desselben gegebene

Punkte A; B, C der Curve projiciren, so projicirt auch der vierte

Strahl einen gegebenen Punkt der Curve.

263. Es sind in einer Ebene

fünf Punkte A, B, C, D, E

gegeben, von welchen keine

vier in einer und derselben Ge-

raden liegen; man soll einen

Punkt M finden, so dass der

Strahlenbüschel M(ABCDE)

einem gegebenen abcde pro-

Es sind in einer Ebene fünf

Gerade a, b, c, d, e gegeben,

von welchen keine vier durch

einen und denselben Punkt ge-

hen ; man soll eine sechste Ge-

rade p finden, so dass das ge-

rade Gebilde p(abcde) einem

gegebenen projektivisch sei.

jektivisch sei.

Liegen die Punkte A, B, C in einer und derselben Gera-

den, so nehme man in dieser Geraden die Punkte Dt, EA so,

dass ABCDjEj Λ abcde ist. Zieht man alsdann die Geraden

DD*, EE*, so schneiden sich diese in dem gesuchten Punkte.

Wenn aber keine drei von den fünf gegebenenen Punkten in einer

und derselben Geraden liegen, so ziehe man durch den Punkt D

zwei Gerade DD, DE*, so dass D (ABCDE*) a abcde ist,

und suche alsdann (260) in der Curve II. Ordnung, welche durch

die vier Punkte A, B, C, D geht und im Punkte D die Gerade

DD berührt, den Punkt E2, welcher aus dem Punkte D durch

die Gerade DE* projicirt wird. Wenn nun M (ABCDE) A

abcde λ D(ABCDE2) sein soll, und E ein vom Punkte E2

verschiedener Punkt ist, so muss M derjenige Punkt der Curve

sein, welcher aus dem Punkte E2 durch die Gerade E2 E pro-

jicirt wird. Fallen aber die Punkte E, E2 in einander, so leistet

jeder Punkt der Curve der Aufgabe Genüge.
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§· 20.

*

Projektivische Beziehungen zwischen Curven II. Ordnung.

264.�Will man zwei gegebene Curven Π. Ordnung s, ^

projektivisch aufeinander beziehen, so kann man zu drei Punkten

A, B, C der einen die homologen Punkte At, Bi, Ci in der

andern nach Belieben annehmen, wodurch aber alsdann jedem

Punkte der einen ein Punkt der andern zugewiesen ist.

Sollen nämlich zwei ebene Systeme collineär so aufeinander

bezogen werden, dass der Curve s und den Punkten A, B, C

des einen die Curve s* und die Punkte A1? Bif Cj des andern

entsprechen, so muss auch dem Pole P der Geraden AB der Pol

P* der Geraden A* B* entsprechen. Und wenn man die ebenen

Systeme projektivisch so aufeinander bezieht, dass den Punkten

A, B, C, P des einen die Punkte Ai, Bj, Ci, Dj des andern

entsprechen, so entspricht der Curve s, welche die Geraden P A,

P B in den Punkten A, B berührt und durch den Punkt C geht^

die Curve s4, welche die Geraden Pj A4, Pt Bi in den Punkten

Aj, Bi berührt und durch den Punkt Ci geht.

Vertauscht man in dem einen von den beiden Systemen je-

den Punkt mit seiner Polare, so sind alsdann die Systeme pro-

jektivisch so aufeinander bezogen, dass der Curve s der der

Curve Si sich anschmiegende Strahlenbüschel und den Punkten

A, B, C die Strahlen entsprechen, welche die Curve Si in den

Punkten A1; B1? Ct berühren.

265.�Jeder Strahlenbüschel P, welcher die eine s von zwei

zu einander projektivischen Curven II. Ordnung aus einem in ihr

befindlichen Punkte projicirt, ist jedem Strahlenbüschel Qj pro-

jektivisch, welcher die andere sj_ aus einem in ihr befindlichen

Punkte projicirt, so dass nämlich je zwei Strahlen PA, QtAl9

welche homologe Punkte A, At der Curven projiciren, einander

entsprechen. Der Büschel P ist nämlich dem ihm entsprechenden

Büschel Pi, dieser aber nach 255 dem Büschel projektivisch.

Eben so sind je zwei gerade Gebilde u, γί, von welchen

das eine ein Schnitt des Strahlenbüschels s mit einer Tangente

der Curve s und das andere ein Schnitt des Strahlenbüschels sj

mit einer Tangente der Curve s^ ist, sowohl unter sich als auch
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(264) jenen Strahlenbüscheln erster Ordnung projektivisch, so

dass nämlich durch je zwei einander entsprechende Punkte A, Aj

der Curven und die Tangenten a, aA an diesem Punkte vier ein-

ander entsprechende Elemente P A, QiAx, ua, vt a4 der Gebilde

P, Qi, u, Vj bestimmt sind.

266. Will man zwei gegebene Curven II. Ordnung projek-

tivisch aufeinander beziehen, so

auf einen Strahlenbüschel, des-

sen Mittelpunkt in der einen

Curve liegt, einen Strahlenbü-

schel, dessen Mittelpunkt in der

andern liegt, projektivisch be-

ziehen und alsdann je zwei

Punkte der Curven, welche aus

den Mittelpunkten der Büschel

durch homologe Strahlen proji-

cirt werden, einander entspre-

chend nennen.

267. Wenn der Mittelpunkt

eines Strahlenbüschels ein ge-

meinschaftlicher Punkt von zwei

Curven II. Ordnung ist, und

man je zwei Punkte der Cur-

ven, welche durch einen und

denselben Strahl des Büschels

projicirt werden, einander ent-

sprechend nennt, so sind die

Curven projektivisch aufeinan-

der bezogen. Haben die Curven

in jenem Punkte eine gemein-

schaftliche Tangente, so sind sie

zu einander perspektivisch, da-

her alsdann die Punkte, in deren

jedem ein Paar homologe Tan-

genten derselben sich schneiden,

alle in einer und derselben

Geraden liegen.

darf man nur nach 264 und 265

auf ein gerades Gebilde, wel-

ches die eine Curve berührt,

ein gerades Gebilde, welches

die andere berührt, projekti-

visch beziehen und alsdann je

zwei Tangenten der Curven,

welche die geraden Gebilde in

homologen Punkten schneiden,

einander entsprechend nennen.

Wenn eine Gerade u eine

gemeinschaftliche Tangente von

zwei Curven II. Ordnung ist,

und man je zwei Tangenten

der Curven, welche jene Gerade

in einem und demselben Punkte

schneiden einander entsprechend

nennt, so sind die Curven (266)

projektivisch aufeinander bezo-

gen. Berühren die Curven jene

Gerade in einem und demsel-

ben Punkte, so sind sie zu ein-

ander perspektivisch, daher als-

dann die Strahlen, deren jeder

ein Paar homologe Punkte der-

selben verbindet, alle in einem

und demselben Punkte sich

schneiden.
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Der Satz rechter Hand gilt auch, wenn die Curven nicht in

einerlei Ebene liegen. Die beiden collineären Systeme, von wel-

chen die Curven homologe Gebilde sind, haben, wenn diese die

Gerade u in einem und demselben Punkte berühren, jeden Punkt

dieser Geraden entsprechend gemein.

268.�Zwei Curven II. Ord-

nung, welche in zwei Ebenen

liegen und die Schnittlinie die-

ser Ebenen in einem und dem-

selben Punkte berühren, sind

(267) Schnitte einer und der-

selben Kegelfläche II. Ordnung.

269.�Zwei Curven II. Ord-

nung, welche in einen und den-

selben Winkel beschrieben sind,

können auf zweierlei Art per-

spektivisch so aufeinander be-

zogen werden, dass je zwei

homologe Punkte aus dem Mit-

telpunkte S des Winkels durch

einen und denselben Strahl pro-

jicirt werden. Dasselbe gilt

auch, wenn kein Strahl des Bü-

schels S die Curven berührt,

aber wie im erstem Falle je

zwei Strahlen desselben, wel-

che in Hinsicht auf die eine

Curve einander conjugirt sind,

es auch in Hinsicht auf die an-

dere sind.

Zwei nicht concentrische Ke-

gelflächen IJ. Ordnung, welche

einen Strahl mit einander ge-

mein haben und in ihm von

einer und derselben Ebene be-

rührt werden, schneiden sich

in einer Curve II. Ordnung.

Zwei Curven II. Ordnung s,

8j, welche von einer Geraden

u ein und dasselbe Stück ein-

schliessen, können auf zweierlei

Art perspektivisch so aufeinan-

der bezogen werden, dass je

zwei homologe Tangenten der-

selben jene Gerade in einem

und demselben Punkte schnei-

den. Dasselbe gilt auch, wenn

die Curven mit der Geraden

gar keinen Punkt gemein ha-

ben, aber wie im erstem Falle

je zwei Punkte dieser Linie,

welche in Hinsicht auf die eine

Curve einander conjugirt sind,

es auch in Hinsicht auf die an-

dere sind.

Es seien P, Pi die Pole der Geraden u in Hinsicht auf die

Curven s, s*. Man ziehe durch den Punkt P eine Gerade, wel-

che die Curve s in zwei Punkten A, B schneidet, so wird auch

die Gerade Pt E, welche den Punkt Pi mit dem Schnittpunkte E

von AB und u verbindet, die Curve st in zwei Punkten A^Bi

schneiden. Es sei ferner in der Geraden u dem Punkte E der

Punkt F und dem Punkte G der Punkt H conjugirt. Werden
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nun zwei ebene Systeme collineär so aufeinander bezogen, dass

den Punkten G, Η, A, B des einen die Punkte G, H, B*

des andern entsprechen, so haben sie auch den Punkt Έ und

folglich alle Punkte der Geraden u entsprechend gemein, woraus

man schliessen kann, dass die beiden Systeme perspektivisch lie-

gen , und dass der Curve s, welche die Geraden PA, FB in

den Punkten A, B berührt und (254) durch den Schnittpunkt

von G A und Η B geht, die Curve s* entspricht, welche die Ge-

rade FA*, FB* in den Punkten A*, B* berührt und durch den

Schnittpunkt von G At und H BA geht. Eben so entspricht der

Curve s die Curve slf wenn zwei ebene Systeme perspektivisch

so aufeinander bezogen werden, dass den Punkten G, Η, A, B

des einen die Punkte G, H, BA, Ai des andern entsprechen.

Geht die Gerade AB nicht durch den Punkt Pj, so ist das per-

spektivische Projektionscentrum der beiden Systeme im erstem

Falle der Schnittpunkt von AA1} undBBj, im letztem aber der

Schnittpunkt von Aund AjB, welcher vom erstem Punkte

durch die beiden Punkte P, Pi, die in jedem Falle einander

entsprechen, harmonisch getrennt ist.

Aus diesem Beweise geht hervor, dass der obige Satz rech-

ter Hand auch gilt, wenn die Curven nicht in einerlei Ebene

liegen. Nur ist alsdann derselbe einem andern Satze gegen-

überzustellen.

270. Wenn zwei Curven II.

Ordnung in zwei Ebenen lie-

gen und von der Schnittlinie

dieser Ebenen ein und das-

selbe Stück einschliessen, so

giebt es (269) zwei Kegelflä-

chen, deren jede durch beide

Curven geht. Dasselbe gilt

auch, wenn die Curven mit

der Schnittlinie der Ebenen

gar keinen Punkt gemein ha-

ben, aber wie im erstem Falle

je zwei Punkte dieser Geraden,

welche in Hinsicht auf die eine

Zwei nicht concentrische Ke-

gelflächen II. Ordnung, welche

in einen und denselben Winkel

beschrieben sind, schneiden sich

in zwei Curven II. Ordnung.

Dasselbe gilt auch, wenn die

Kegelflächen gar keine gemein-

schaftliche Berührungsebene ha-

ben, aber wie im erstem Falle

je zwei Ebenen, welche in Hin-

sicht auf die eine Fläche ein-

ander conjugirt sind und durch

den Mittelpunkt der andern

gehen, auch in Hinsicht auf
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Curve einander conjugirt sind,

es auch in Hinsicht auf die

andere sind.

Durch je zwei Curven, wel-

che Schnitte einer und dersel-

ben Kegelfläche II. Ordnung

sind, aber keine gemeinschaft-

liche Tangente haben, lässt sich

noch eine Kegelfläche II. Ord-

nung legen.

Die Pole der Geraden, in welcher die Ebenen der Curven

sich schneiden, sind durch die Mittelpunkte der Kegelflächen, die

Polaren der Geraden, welche diese Punkte verbindet, durch jene

Ebenen harmonisch getrennt.

271. Wenn zwei collineäre ebene Systeme einen Strahlen-

btischel S und also auch ein gerades Gebilde u entsprechend ge-

mein haben, so entspricht jeder Curve s des einen Systems, wel-

che die Gerade u in einem Punkte T beiibrt, eine Curve s3 des

andern, welche die Gerade u ebenfalls im Punkte T berührt.

Wenn ferner der Geraden a des erstem Systems, welche durch

keinen von den Punkten S, T geht, die Gerade a3 des letztem

entspricht, so entspricht auch dem Winkel au, welcher die dem

Punkte T zunächstliegenden Theile der Curve s enthält, der

Winkel a3 u, welche die dem Punkte T zunächstliegenden Theile

der Curve sA enthält, woraus hervorgeht, dass die Curven im

Punkte T die Gerade u auf einerlei oder entgegengesetzten Sei-

ten berühren, je nachdem die Systeme einstimmig- oder entge-

gengesetzt - perspektivisch sind. Man nehme nun an, dass die

Systeme einstimmig-perspektivisch seien und dass der Punkt T

ein gewöhnlicher Punkt der Curven sei, so hat man folgende

Fälle zu unterscheiden:

I. Wenn der Punkt S ausserhalb der Geraden u liegt, so

wird die Curve s im Punkte T von der Curve s3 auf ihrer hoh-

len oder erhabenen Seite berührt, je nachdem die Gerade h,

welche den Punkt S mit dem Punkte a aA verbindet, von der Ge-

raden a durch die Geraden alf u oder von der Geraden a3 durch

die Geraden a, u getrennt ist. — Jedes gerade Gebilde S P P3 R,

die andere einander conjugirt

sind.

Je zwei Kegelflächen, wel-

che eine und dieselbe Curve

II. Ordnung projiciren, aber

keinen Strahl mit einander ge-

mein haben, schneiden sich in

noch einer Curve II. Ordnung.
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welches aus dem Punkte S, einem Punkte R-der Curve s, dem

homologen Punkte Ρχ der Curve sA und einem Punkte R der

Geraden u besteht, ist (136) dem Strahlenbüschel haaju pro-

jektivisch.

II.�Wenn der Punkt S ein von T verschiedener Punkt der

Geraden u ist, so schneiden sich die Curven s,sx im Punkte T.—

Schneidet eine durch den Punkt S gehende Gerade die eine Curve

in den Punkten C, D und die andere in den Punkten Cj, DJ;

so ist (112) von den einander entsprechenden Strecken CD,

Οχ Όχ keine ganz in der andern enthalten.

III.�Wenn der Punkt S mit dem Punkte T zusammenfällt,

so wird in diesem Punkte die Curve s von der Curve sj auf der

hohlen oder erhabenen Seite berührt, je nachdem der Winkel au

den Winkel aj u oder dieser den erstem in sich enthält. - Schnei-

det eine durch den Punkt S gehende Gerade die Curven s, βχ in

den Punkten c, Οχ und die Geraden a, aA in den Punkten Α,Αχ,

so liegt von den einander entsprechenden Strecken CA, Cx Αχ

keine ganz in der andern.

272. Wenn zwei collineäre ebene Systeme einen Strahlenbü-

schel S und also auch ein gerades Gebilde u entsprechend ge-

mein haben, so entspricht jeder durch den Punkt S gehenden

Curve s des einen Systems eine ebenfalls durch diesen Punkt ge-

hende Curve βχ des andern. Wenn ferner S ein gewöhnlicher

Punkt der Curven ist, in welchem sie also von einem Strahle v

des Büschels S berührt, von allen übrigen Strahlen desselben

aber geschnitten werden, und dem Punkte A des erstem Systems,

welcher in keiner der Geraden u, v liegt, der Punkt Αχ des letz-

tem entspricht, so entspricht der Strecke A S, welche die Curve

s auf der hohlen Seite trifft, die Strecke Αχβ, welche die Curve

Si auf der hohlen Seite trifft, woraus hervorgeht, dass die Cur-

ven die Gerade v auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten be-

rühren, je nachdem die Systeme einstimmig- oder entgegegen-

gesetzt-perspektivisch sind. Sind dieSysteme einstimmig-perspek-

tivisch, so hat man folgende Fälle zu unterscheiden.

I. Wenn die Gerade u nicht durch den Punkt S geht, so

wird die Curve s von der Curve βχ auf der hohlen oder erhabe-

nen Seite berührt, je nachdem der Schnittpunkt R von ΑΑχ und
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u vom Punkte Aj durch die Punkte S, A oder vom Punkte A

durch die Punkte S, Aj getrennt ist. — Jedes gerade Gebilde

SPPtQ, welches aus dem Punkte S noch einem Punkte P der

Curve s, dem entsprechenden Punkte Pj der Curve s* und einem

Punkte Q der Geraden u besteht, ist dem Gebilde SAA^

projektivisch.

II.�Wenn die Geraden u, v im Punkte S sich schneiden,

so schneiden sich in diesem Punkte auch die beiden Curven. —

Kein Winkel, welcher einen Punkt der Geraden u zum Mittel-

punkt und zwei Tangenten der einen Curve zu Schenkeln hat,

liegt ganz in dem ihm entsprechenden Winkel.

III.�Wenn die Gerade u mit der Geraden v zusammenfällt,

so wird (271) die Curve s von der Curve st auf der hohlen

oder erhabenen Seite berührt, je nachdem die Strecke A S die

Strecke A4S oder diese die erstere in sich enthält.

273. Es seien k, kt, k2, k3 homologe Curven von vier zu

einander perspektivischen Systemen, welche in einerlei Ebene lie-

gen und ein und dasselbe gerade Gebilde u entsprechend gemein.

Wenn nun die Curven die Gerade u im Punkte T berühren, von

jeder andern durch diesen Punkt gehenden Geraden aber in ihm

geschnitten werden, und das gemeinschaftliche Projektionscentrum

von k und kA der Punkt T, das von k und k2 ein anderer Punkt

Tt der Geraden u, das von k und k3 ein ausserhalb der Gera-

den u befindlicher Punkt T2, folglich das von kj und k2 ein drit-

ter Punkt der Geraden u, das von kj und k3 ein dritter Punkt

der Geraden TT2 und das von ko und k3 ein dritter Punkt der

Geraden T2 ist, so kann im Punkte T, in welchem die Cnr-

ven k, kt sich berühren, die Curve k2, welche beide in ihm

schneidet, nicht zwischen den beiden erstem, und die Curve k3,

weil sie die drei erstem in T berührt, nicht zwischen zweien der-

selben durchgehen. Es ist hiedurch bewiesen, dass die Curven

s, Sj im zweiten der in 271 näher betrachteten Fälle inniger als

im ersten und im dritten inniger als im zweiten sich aneinander

anschmiegen. Eben so kann diese von den Curven s, Sj in 272

bewiesen werden.

Man kann auch sagen, dass im zweiten Falle ein Berüh-

rungspunkt der Curven mit einem Schnittpunkte, im dritten aber



﻿156

zwei Berührungspunkte vereinigt seien. Wenn z. B. in 272 die

Curve s und die Punkte S, Δ, als gegeben betrachtet wer-

den, so ist durch jede Gerade u, welche durch keinen von den

beiden letztem Punkten geht, eine Curve s* bestimmt. Nimmt

man nun an, dass die Gerade u um einen ausserhalb der beiden

Geraden AAi, v befindlichen Punkt sich drehe, so fällt einmal

der Punkt R und zugleich ein Schnittpunkt der Curven s, mit

dem Punkte S zusammen. Dieser Fall macht alsdann den Ueber-

gang von dem einen der in I erwähnten Fälle zum andern.

Nimmt man an, dass die Gerade u die Curve s in einem Punkte

P berühre und alsdann den der Curve s sich anschmiegenden

Strahlenbüschel beschreibe, so muss, wenn die Gerade u mit der

Geraden v zusammenfällt, auch der Berührungspunkt P der bei-

den Curven s, St mit ihrem Berührungspunkte S zusammenfallen.

Endlich wird noch bemerkt, dass auch der Fall II, wenn man

die Curve s und also auch die Curve st in einem bestimmten

Sinne sich beschrieben denkt, selbst wieder zwei Fälle in sich

begreift, indem die Curve sA im Punkte S entweder von der hoh-

len Seite der Curve s auf die erhabene oder von der erhabenen

auf die hohle übergeht. Wird die Gerade u durch den Punkt S

gelegt und alsdann um diesen Punkt so gedreht, dass sie ein-

mal über die Gerade v hinweggeht, so bildet der Fall III den

Uebergang von dem einen der beiden in II enthaltenen Fälle

zum andern.

274. Wenn zwei Curven II. Ordnung eine Gerade p in ei-

nem und demselben Punkte P berühren, so sind die geraden Ge-

bilde p, pt, von welchen das eine dem Strahlenbüschel P in Hin-

sicht auf die eine und das andere demselben Büschel in Hinsicht

auf die andere Curve zugeordnet ist, einstimmig- oder entgegen-

gesetzt projektivisch, je nachdem die Curven im Punkte P die

Gerade p auf einerlei oder entgegengesetzten Seiten berühren.

Sind die geraden Gebilde p, pi einstimmig-projektivisch, so hat

man ferner zu unterscheiden, ob sie zwei Punkte P, Q oder nur

den Punkt P oder alle ihre Punkte entsprechend gemein haben.

Im zweiten dieser Fälle schmiegen sich die Curven inniger als

im ersten, im dritten inniger als in jedem der beiden erstem

an einander au.
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Im ersten Falle enthält nämlich der Strahlenbüschel P zwei

Strahlen p, q deren Pole P, Q in Hinsicht auf beide Curven die-

selben sind. Im zweiten Falle gilt diess nur von dem Strahle

p, im dritten aber von allen Strahlen des Büschels P. Bezieht

man daher die Curven perspektivisch so aufeinander, dass je zwei

homologe Punkte mit dem Punkte P in einer und derselben Ge-

raden liegen, so muss die Gerade u, welche von je zwei homo-

logen Tangenten in einem und demselben Punkte geschnitten

wird, im ersten Falle die Gerade p im Punkte Q, im zweiten

Falle im Punkte P schneiden, im dritten Falle aber mit der Ge-

raden p zusammenfallen. Bezieht man die Curven perspektivisch

so aufeinander, dass je zwei homologe Tangenten die Gerade p

in einem und demselben Punkte schneiden, so ist ihr gemein-

schaftliches Projektionscentrum im ersten Falle ein ausserhalb der

Geraden p befindlicher Punkt, im zweiten ein von P verschiede-

ner Punkt der Geraden p und im dritten der Punkt P selbst.

275. Durch die drei Eckpunkte eines gegebenen Dreiecks

SAjBj eine Curve II. Ordnung zu legen, welche einer gegebenen

Curve II. Ordnung, welche nicht durch alle drei Eckpunkte des

Dreiecks geht, aber zwei Seiten desselben in einem Eckpunkte

S schneidet, in diesem Punkte so innig als möglich sich an-

schmiege.

Es seien A, B diejenigen Punkte der gegebenen Curve, wel-

che aus dem Punkte S durch die Geraden SA*, SBj projicirt

werden. Bezieht man nun zwei ebene Systeme perspektivisch so

aufeinander, dass sie den Strahlenbüschel S und das gerade Ge-

bilde, welches den Punkt S mit dem Schnittpunkte von A B und

Aj Bt verbindet, entsprechend gemein haben und dass dem Punkte

A des einen der Punkt At des andern und also dem Punkte B

des erstem der Punkt B* des letztem entspricht, so ist die

Curve, welche der gegebenen entspricht, die gesuchte.

Sind eine Curve II. Ordnung und zwei Punkte S, A gege-

ben, von welchen der eine S in der Curve, der andere aber we-

der in der Curve noch in der Geraden u liegt, welche im erstem

die Curve berührt, so findet man diejenige Curve II. Ordnung, wel-

che durch die beiden gegebenen Punkte geht und im erstem der

gegebenen Curve so innig als möglich sich anschmiegt, wenn
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man zwei ebene Systeme perspektivisch so aufeinander bezieht,

dass sie den Strahlenbüschel S und das gerade Gebilde u ent-

sprechend gemein haben, und dass der Punkt Aj demjenigen

Punkte der gegebenen Curve entspricht, welcher aus dem Punkt

S durch die Gerade SAl projicirt wird. Eben so leicht lassen die

reciproken Aufgaben sich auflösen.

276. Sollen zwei in einerlei Ebene liegende Systeme projek-

tivisch so einander bezogen werden, dass sie eine gegebene Curve

II. Ordnung entsprechend gemein haben, so kann man (264) in

dieser Curve zu drei Punkten A, B, C des einen Systems die

homologen Punkte A1; Bj, Ct des andern nach Belieben anneh-

men, wodurch aber alsdann jedem Elemente des einen Systems

ein Element des andern zugewiesen ist. Wenn nun die gegebene

Curve als Gebilde des einen Systems durch s und als Gebilde

des andern durch s* bezeichnet wird, und die Systeme nicht alle

ihre Elemente entsprechend gemein haben, was nur der Pall wäre,

wenn A mit Aj, B mit Bj und C mit Ci zusammenfiele, so gilt

Folgendes.

I.�Projicirt man die Curven s, Sf aus einem und demselben

in ihnen befindlichen Punkte M, so erhält man (265) zwei zu

einander projektivische Strahlenbtischel, welche zwei Strahlen oder

nur einen Strahl oder gar keinen Strahl entsprechend gemein ha-

ben, je nachdem die Curven zwei Punkte oder nur einen Punkt

oder gar keinen Punkt entsprechend gemein haben. Den Strah-

len ΜA, MB, MC des einen Büschels entsprechen die Strahlen

MAb MBi, MCt des andern.

II.�Projicirt man die Curve Sj aus einem sich nicht selbst

entsprechenden Punkte A der Curve s und diese aus dem homolo-

gen Punkte At der Curve Sj, so erhält man (noch 108 und 265)

zwei zu einander perspektivische Strahlenbüschel. Den Strahlen

AAt, ABj, ACa des erstem Büschels entsprechen die Strahlen

Ai A, Ai B, Aj C des letztem. Die Gerade h, welche von je

zwei homologen Strahlen dieser Büschel in einem und demselben

Punkte geschnitten wird, geht, wenn die Curven s, zwei Punkte

entsprechend gemein haben, durch diese beiden Punkte. Haben

die Curven nur einen Punkt entsprechend gemein, so werden sie

in diesem Punkte von der Geraden h berührt. Wenn aber die
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Curven gar keinen Punkt entsprechend gemein haben, so haben

sie auch mit der Geraden h keinen Punkt gemein.

III. Wenn irgend zwei Punkte der Curven s, 8χ und also

auch zwei Strahlen der in I betrachteten Büschel, demnach (215)

je zwei homologe Strahlen dieser Büschel und also auch je zwei

homologe Punkte der Curven einander doppelt entsprechen, so

müssen die Systeme, da jede Gerade, welche ein Paar homologe

Punkte verbindet, sich selbst entspricht, einen Strahlenbüschel

entsprechend gemein haben und folglich (227)involutorisch liegen.

IY. Wenn drei Gerade ΑΑχ, ΒΒχ, CCj, deren jede einen

Punkt der Curve s mit dem homologen Punkte der Curve 8χ ver-

bindet, in einem und demselben Punkte sich schneiden, so kann

man ebenfalls schliessen, dass die Systeme involutorisch liegen.

Da nämlich (251) dieser Schnittpunkt sowohl dem Schnittpunkte

von A Bj und Αχ B als auch dem Schnittpunkte von ACx Αχ C

conjugirt und mithin der Pol der Geraden h ist, folglich diese

Gerade auch von den Geraden A B, Αχ Βχ in einem und demsel-

ben Punkte geschnitten wird, so entspricht der Punkt B der

Curve βχ dem Punkte Βχ der Curve s. Dasselbe folgt auch aus

249 und 264.

V. Die zu einander collineären ebenen Systeme haben die

Gerade h, die von je zwei Geraden PQx, Ρχ Q, von welchen die

eine irgend zwei nicht homologe Punkte der Curven s, 8χ und

die andere die ihnen entsprechenden Punkte verbindet, in einem

und demselben Punkte geschnitten wird, und eben so den Punkt

H (den Pol der Geraden h), welcher (251) mit dem Schnitt-

punkte pqt von je zwei nicht homologen Tangenten der Curven

s, 8χ und dem Schnittpunkte ρχ q der ihnen entsprechenden Tan-

genten in einer und derselben Geraden liegt, entsprechend ge-

mein.

Projicirt man aus dem erstem von den beiden Punkten P, Ρχ

die Curve δχ und aus dem letztem die Curve s, so erhält man

zwei zu einander perspektivische Strahlenbüschel. Dass aber die

Gerade, welche von je zwei homologen Strahlen dieser Büschel in

einem und demselben Punkte geschnitten wird, mit der in II. er-

wähnten Geraden h zusammenfallt, geht, wenn auch die collineä-

ren Systeme nicht involutorisch liegen und die Curven s, βχ kei-
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nen Punkt entsprechend gemein haben, daraus hervor, weil die

drei Punkte, in deren jedem ein Paar Gegenseiten des Sechsecks

A Px Q P Qt sich schneiden, in einer und derselben Geraden

liegen. Da ferner (251) der Schnittpunkt von P Q* und PjQ

mit dem Pole p q von PQ und dem Pole pi qt von Pi Qi in ei-

ner und derselben Geraden liegt, und mithin die Gerade h, im

Falle sie von zwei homologen Punkten p q, pj qA der collineären

Systeme den einen enthält, auch den andern enthalten muss, so

folgt, dass die beiden Systeme die Gerade h und also auch ihren

Pol H entsprechend gemein haben.

277. Wenn von den n+1

Punkten, in deren jedem ein

Paar Gegenseiten eines in eine

Curve II.Ordnung beschriebenen

(4n4-2) Ecks sich schneiden,

n in einer und derselben Ge-

raden h liegen, so liegt auch

der letzte in dieser Geraden.

Wenn von den n-fl Diago-

nalen, deren jede ein Paar Ge-

genpunkte eines um eine Cur-

ve II. Ordnung beschriebenen

(4n + 2) Seits verbindet, n in

einem und demselben Punkte

sich schneiden, so geht auch die

letzte durch diesen Punkt.

Man nehme an, dass die Punkte, in welchen die vier Seiten

A Bi, Bi C, C Dj, Di E eines in eine Curve II. Ordnung be-

schriebenen Zehnecks ABj CDi E Ai BCxDE! von den ihnen ge-

genüberliegenden Seiten geschnitten werden , in einer und der-

selben Geraden h liegen. Bezieht man nun zwei Systeme col-

lineär so aufeinander, dass sie die Curve entsprechend gemein

haben, und dass den Punkten A, B, C des einen Systems die

Punkte A1? Bu Ci des andern entsprechen, so entsprechen auch

(276) den Punkten D, E des erstem die Punkte Dt, EA des

letztem, daher auch der Schnittpunkt der Seiten E A|, Et A in

der Geraden h liegt.

278. Werden die Elemente einer Curve II. Ordnung s invo-

lutorisch gepaart, so dass nämlich die Geraden AAit BBj, CCj

u. s. w., deren jede zwei einander zugeordnete Punkte der Curve

verbindet, alle in einem und demselben Punkte H sich schneiden

und also die Punkte aai, bbj, cct u. s. w., in deren jedem zwei

einander zugeordnete Tangenten der Curve sich schneiden, alle

in einer und derselben Geraden h liegen, so wird (276) jede In-

volution AAj. BBA. CCi von drei Paar Punkten der Curve aus
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jedem in ihr befindlichen Punkte durch eine Involution von drei

Paar Strahlen projicirt und jede Involution aa* .bfy. cc* von drei

Paar Tangenten der Curve von jeder Tangente derselben in einer

Involution von drei Paar Punkten geschnitten.

Wenn die Gerade h die Curve in zwei Punkten P, Q schnei-

det, so heissen in der Curve je zwei einander zugeordnete Punkte

durch die Punkte P, Q und in dem der Curve sich anschmiegen-

den Strahlenbüschel je zwei einander zugeordnete Strahlen durch

die Strahlen HP, HQ harmonisch getrennt. Im erstem Gebilde

vertritt jeder von den beiden Punkten P, Q, im letztem aber

jeder von den beiden Strahlen die Stelle eines Paares.

Sind also die Diagonalen eines in eine Curve II. Ordnung

beschriebenen Vierecks einander conjugirt, so liegen in der Curve

die vier Eckpunkte des Vierecks, die Tangenten an diesen Punk-

ten aber in dem der Curve sich anschmiegenden Strahlenbüschel

harmonisch. Die vier Eckpunkte des Vierecks werden aus jedem

Punkte der Curve durch einen harmonischen Strahlenbüschel pro-

jicirt, die vier erwähnten Tangenten aber von jeder Tangente der

Curve in einem harmonischen geraden Gebilde geschnitten.

279. Durch ein vollständiges

Viereck sind (262) drei Curven

II. Ordnung bestimmt, deren

jede durch die vier Eckpunkte

des Vierecks geht und in jedem

dieser Punkte von einer Gera-

den berührt wird, welche mit

den drei durch denselben Eck-

punkt gehenden Seiten einen

harmonischen Strahlenbüschel

bildet. JederPunkt, aus welchem

dieEckpunkte desVierecks durch

vier harmonisch liegende Strah-

len projicirt werden, liegt in

einer der drei Curven.

280. Durch eine Curve II. Ord-

nung s und zwei Punkte H; P,

von welchen der letztere weder

Staudt, Geometrie der Lage.

Durch ein vollständiges Vier-

seit sind drei Curven II. Ord-

nung bestimmt, deren jede Seite

des Vierseits in einem Punk-

te berührt, welcher mit den

in derselben Seite befindlichen

Eckpunkten harmonisch liegt.

Jede Gerade, welche die vier

Seiten des Vierseits in vier

harmonisch liegenden Punkten

schneidet, berührt eine von den

drei Curven.

Durch eine Curve II. Ordnung

s und zwei Gerade h, p, von

welchen die letztere weder die

11
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in der Curve noch in der Polare

des erstem noch mit dem er-

stem in einer und derselben

Tangente der Curve liegt, ist

eine andere Curve II. Ordnung

k bestimmt, welche durch den

letztem Punkt geht und die

Bedingung erfüllt, dass der Pol

einer jeden durch den erstem

Punkt gehenden Geraden in

Hinsicht auf beide Curven der-

Curve berührt noch durch den

Pol der erstem geht, noch die

erstere in einem Punkte der

Curve schneidet, ist eine andere

Curve II. Ordnung k bestimmt,

welche die letztere Gerade be-

rührt und die Bedingung erfüllt,

dass die Polare eines jeden in

der erstem Geraden befindlichen

Punktes in Hinsicht auf beide

Curven dieselbe sei.

selbe sei.

Durch die Curve s und die Gerade h ist auch der Pol H

dieser Geraden und umgekehrt durch die Curve s und den Punkt

H die Polare h dieses Punktes gegeben. Da nun das gerade Ge-

bilde h und der Strahlenbüschel H eben so, wie sie in Hinsicht

auf die Curve s einander zugeordnet sind, auch in Hinsicht auf

die Curve k einander zugeordnet sein sollen, die im Punkte P

dieser Curve sich an schmiegende Gerade p durch den Pol der

Geraden PH gehen und umgekehrt der Berührungspunkt der Tan-

gente p in der Polare des Punktes ph liegen muss, mithin durch

jedes von den beiden Elementen das andere bestimmt ist, so folgt

der Satz aus 240.

In jeder Geraden, welche die

eine von den beiden Curven in

einem Punkte berührt und die

andere in zwei Punkten schnei-

det, sind diese Punkte durch

jenen Punkt und durch die Spur

der Geraden h harmonisch ge-

trennt. Schneidet eine Gerade

die Gerade h im Punkte P, die

eine Curve in den Punkten A, Ai

und die andere in den Punkten

G, Gi, so ist F.AAj .GGj eine

Involution. Der Punkt, in wel-

chem jene Gerade von der Po-

Die Schenkel eines jeden Win-

kels, welcher um die eine von

den beiden Curven beschrieben

ist und seinen Mittelpunkt in

der andern hat, sind durch die

Gerade, welche in diesem Punkte

die andere berührt, und durch

die Gerade, welche aus dem-

selben Punkte den Punkt H

projicirt, harmonisch getrennt.

Schneiden sich zwei Tangenten

a, aA der einen Curve und zwei

Tangenten g, gj der andern

Curve in einem und demselben
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lare des Punktes F geschnitten

wird, ist nämlich von diesem

sowohl durch die Punkte A, Ai

als auch durch die Punkte G, Gj

harmonisch getrennt.

Punkte, so ist, wenn die Ge-

rade, welche aus diesem Punkte

den Punkt H projicirt, durch f

bezeichnet wird, f. aai . ggt

eino Involution.

Es folgt hieraus ferner, dass die beiden Curven keinen aus-

serhalb der Geraden h befindlichen Punkt und also entweder gar

keinen oder nur einen Punkt oder zwei Punkte mit einander ge-

mein haben, je nachdem sie den Punkt Ξ einschliessen oder in

diesem Punkte die Gerade h berühren oder von dieser Geraden

geschnitten werden, und dass im ersten so wie auch (274) im

zweiten Falle die eine Curve von der andern eingeschlossen ist,

im dritten Falle aber in ihren gemeinschaftlichen Punkten ent-

weder die eine die andere von innen oder jede die andere von

aussen berührt, je nachdem sie in einen und denselben oder nicht

in einen und denselben von den beiden Winkeln beschrieben sind,

welche ihre gemeinschaftlichen Tangenten mit einander bilden.

281. Wenn zwei collineäre ebene Systeme eine Curve II.

Ordnung s aber nicht alle ihre Punkte entsprechend gemein ha-

ben und auch nicht involutorisch liegen, so berühren die Geraden

AAt, BB1; CCi u. s. w., deren jede ein Paar homologe Punkte

der Curve s verbindet, eine andere Curve II. Ordnung k, wäh-

rend die Punkte aa*, bbj, cci u. s. w., in deren jedem ein Paar

homologe Tangenten der Curve s sich schneiden, in einer dritten

Curve II. Ordnung liegen, welche in Hinsicht auf die Curve s

dem der Curve k sich anschmiegenden Strahlenbüschel zugeord-

net ist.

Nach dem vorigen Satze ist durch die Curve s, durch die

in 276 erwähnte Gerade h und die Gerade A A* eine Curve II.

Ordnung k bestimmt, welche die letztere Gerade berührt und die

Bedingung erfüllt, dass die Polare eines jeden in der erstem be-

findlichen Punktes in Hinsicht auf beide Curven dieselbe sei. Um

sich nun zu überzeugen, dass die Curve k auch von jeder andern

Geraden B Bi, welche ein Paar homologe Punkte der Curve s

verbindet, berührt werde, darf man nur bemerken, dass (251)

der Punkt L, in welchem die Gerade h von den Geraden AB1?

Αχ B geschnitten wird, der Pol der Geraden ist, welche den

11*
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.Schnittpunkt M von A Ai und B B* mit dem Schnittpunkte N von

A»B und Aj Bt verbindet, und dass die einander conjugirtep Ge-

raden ML, MN durch die Geraden AAj, BBj harmonisch ge-

trennt sind.

282.�Wenn die Eckpunkte.ei-

nes Dreiecks in einer gegebenen

.Curve Π. Ordnung sich bewe-

gen, während zwei Seiten um

zwei Punkte sich drehen, wel-

che in Hinsicht auf die Curve

einander conjugirtsind, so dreht

sich (253j) die dritte Seite um

den Pol der Geraden, welche

die beiden erstem Punkte ver-

bindet.

283.�Wenn die Eckpunkte ei-

nes n.Ecks Aj A2A3... An in ei-

ner gegebenen Curyp II. Ord-

nung liegen und n—1 Seiten

demselben durch gegebenePnnkte

gehen, von welchen keiner in

der Curve liegt, so geht die

letzte Seite entweder ebenfalls

durch einen gegebenen Punkt

oder sie berührt eine gegebene

. Wenn die drei Seiten eines

Dreiecks eine gegebene Curve

II. Ordnung berühren und zwei

Eckpunkte desselben in zwei

gegebenen Geraden liegen, wel-

che in Hinsicht auf die Curve

einander conjugirt sind, so liegt

der dritte Eckpunkt in der Po-

lare des Punktes, in welchem

die beiden erstem Geraden sich

schneiden.

Wenn die Seiten eines n Ecks

eine gegebene Curve II. Ord-

nung berühren, und n—1 Eck-

punkte desselben in gegebenen

Geraden liegen, von welchen

keine die Curye berührt, so

liegt der letzte Eckpunkt ent-

weder ebenfalls in einer gege-

benen Geraden oder in einer

gegebenen Curve .II. Ordnung.

Curve II. Ordnung.

Die Punkte Aj, A2, A3,... An sind nämlich homologe Pupkte

vpn.n colliueären Systemen, welche die , gegebene Curve entspre-

chend gemein haben, und von welchen je zwei aufeinander fol-

gende involutorisch liegen. Wenn nun auch das erste und letzte

involutorisch liegen, so geht die Gerade An Aa durch einen gege-

benen Punkt. Ist .aber dieps nicht der Pall, so berührt (281)

die. Ger ade An At eine gegebene Cui;ve H. Ordnung.
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Curven II. Ordnung.

284.�Zwei CurVen ΪΙ. Ordnung Haben (258) höchstens vier

Punkte, die ihnen sich anschmiegenden Strahlenbüschel höchstens

vier Strahlen mit einander gemein. Berühren zwei Curven II. Ord-

nung eine Gerade in einem und demselben Punkte, so haben sie

höchstens noch zwei Punkte mit einander gemein und höchstens

noch zwei gemeinschaftliche Tangenten. Berühren zwei Curven

II. Ordnung zwei Gerade in denselben zwei Punkten, so Haben

sie Weder einen dritten Punkt mit einander gemein noch eine

dritte gemeinschaftliche Tangente.

Wenn zwei Curven II. Ordnung, welche zwei Gerade in den-

selben zwei Punkten berühren, perspektivisch so aufeinander be-

zogen werden, dass je zwei homologe Tangenten die eine gemein-

schaftliche Tangente in einem uhd demselben Punkte schneiden,

so liegen je zwei homologe Punkte mit dem Berührungspunkte

der andern in einer und demselben Geraden. Da nämliöh die an-

dere gemeinschaftliche Tangente und also auch ihr Berührungs-

punkt sich selbst entspricht, so muss dieser Punkt das Projek-

tionscentrum der zu einander perspektivischen Systeme sfein. Es

folgt daher auch aus 271, dass ih ihren gemeinschaftfifüien Punk-

ten entweder die eine von den beiden Curven die andere von in-

nen oder jede die andere von aussen berührt, je nachdem sie

nämlich in einen und demselben öder nicht in einen und densel-

ben von den beiden Winkeln beschrieben sind, welche ihre ge-

meinschaftlichen Tangenten mit einander bilden.

285.�Die Anzahl m der gemeinschaftlichen Punkte zweier

Curven s, k II. Ordnfing, welche in einerlei Ebene iiegen, ist

eine pare oder unpare Zahl, je nachdem die Anzahl n ihrer ge-

meinschaftlichen Tangenten eine pare oder unpare Zahl ist.

Es sei r die Anzahl der Punkte, in welchen die Curven sich

berühren, so ist m—r diö Anzahl ihrer Schnittpunkte und n—r

die Anzahl derjenigen gemeinschaftlichen Tangenten, deren jede

die Curven entweder in zwei verschiedenen Punkten oder in ei-

nem Schnittpunkte berührt. Beiherkt man nun, dass das System
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von allen in der Ebene befindlichen Geraden durch den Strah-

lenbüschel s in zwei Systeme getheilt wird, und dass eine Ge-

rade, welche den Strahlenbüschel k beschreibt, in jeder der

erwähnten n—r Tangenten von einem der beiden Systeme in das

andere tibergeht, so folgt, dass n—r eine pare Zahl sei, gleich

wie m—r eine pare Zahl ist. Es sind also m, n, r entweder

drei pare oder drei unpare Zahlen·

286· Versteht man unter einem n Ecke eine von n Strecken

eingeschlossene Figur, so heisst ein nEck in eine Curve II. Ord-

nung oder auch diese um das n Eck beschrieben, wenn das n Eck

von der Curve eingeschlossen ist und alle seine Eckpunkte in

derselben liegen. Umgekekrt heisst eine Curve II. Ordnung in

ein nEck oder auch das nEck um die Curve beschrieben, wenn

diese alle Seiten des nEcks berührt, und also in dem nEcke

liegt. Jedes nEck, welches in oder um eine Curve II. Ordnung

beschrieben ist, hat lauter ausspringende Winkel.

Wenn zwei Curven II. Ord-

nung in vierPunkten sich schnei-

den, so haben sie entweder vier

gemeinschaftliche Tangenten

oder gar keine gemeinschaftliche

Tangente.

287. Wenn zwei Curven II.

Ordnung s, k vier gemeinschaft-

liche Tangenten a, b, c, d ha-

ben, so schneiden sie sich ent-

weder in vier Punkten oder sie

haben gar keinen Punkt mit

einander gemein.

Durch die Geraden a, b, c, d wird die Ebene in drei

Vierecke und vier Dreiecke getheilt. Sind nun die Curven s, k

in ein und dasselbe Viereck beschrieben, so müssen sie sich in

vier Punkten schneiden. Sind aber die Curven nicht in ein

und dasselbe Viereck beschrieben, so haben sie keinen Punkt

mit einander gemein.

Zwei Curven II. Ordnung, welche vier gemeinschaftliche Tan-

genten haben, berühren (284) keine dieser Geraden in einem und

demselben Punkte. Eben so werden zwei Curven II. Ordnung,

welche vier Punkte mit einander gemein haben, in keinem die-

ser Punkte von einer und derselben Geraden berührt.

288. Haben zwei Curven II.

Ordnung s, k keinen Punkt mit

einander gemein, so haben sie

Haben zwei Curven II. Ord-

nung keine gemeinschaftliche

Tangente, so haben sie entwe-
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entweder auch keine gemein-

schaftliche Tangente oder vier

gemeinschaftliche Tangenten,

der auch keinen Punkt mit ein-

ander gemein oder sie schnei-

den sich in vier Punkten.

Es kommt hier nur darauf an, ob die eine oder keine von

den beiden Curven s, k die andere einschliesst. Im letztem

Falle wird das System von allen in der Ebene befindlichen Ge-

raden durch die beiden Strahlenbtischel s, k in fünf Systeme

getheilt.

289.�Wenn zwei Curven II.

Ordnung s, k drei gemeinschaft-

liche Tangenten haben, so ha-

ben sie entweder (285) auch

drei Punkte oder nur einen

Punkt mit einander gemein.

Wenn zwei Curven II. Ord-

nung drei Punkte mit einander

gemein haben, so haben sie

entweder auch drei gemein-

schaftliche Tangenten oder nur

einegemeinschaftliche Tangente.

Da die Anzahl der Punkte, welche die Curven s, k mit ein-

ander gemein haben, eine unpare Zahl ist, so müssen sie in ei-

nem Punkte sich berühren. Sind nun die beiden Curven in ein

und dasselbe von den vier Dreiecken beschrieben, welche ihre

gemeinschaftlichen Tangenten mit einander bilden, so schneiden

sie sich in zwei Punkten. Sind aber die Curven nicht in ein

und dasselbe Dreieck beschrieben, so haben sie nur jenen Punkt

mit einander gemein.

290.�Haben zwei Curven II. Ordnung zwei Punkte mit ein-

ander gemein, so haben sie auch nach 285, 287 und 288 zwei

gemeinschaftliche Tangenten, und umgekehrt. Sind nun die Cur-

ven in einen und denselben von den beiden Winkeln beschrieben,

welche ihre gemeinschaftlichen Tangenten mit einander bilden, so

muss entweder die eine die andere in zwei Punkten von innen

berühren oder sie müssen sich in zwei Punkten schneiden. Im

letztem Falle kann man ferner unterscheiden, ob die Curven jede

ihrer gemeinschaftlichen Tangenten in zwei verschiedenen Punkten

oder ob sie die eine in einem ihrer Schnittpunkte berühren. Sind

die Curven nicht in einen und denselben Winkel beschrieben, so

berühren sie sich in zwei Punkten von aussen.

291.�Nach 285 und 290 ist die Anzahl m der gemein-

schaftlichen Punkte zweier Curven II. Ordnung, welche nämlich

in einerlei Ebene liegen, entweder der Anzahl n ihrer gemein-
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schaftlichen Tangenten gleich, oder es ist die Summe dieser bei-

den Zahlen = 4 oder es findet beides zugleich statt. Ist

m = n = 3 oder m = n = l, so berührt die eine von den beiden

Curven die andere in einem Punkte von innen. Ist aber m=3

und n~l oder m=:l und n=3, so berühren sich die Curven

in einem Punkte von aussen.

292. Wenn von einer Curve II. Ordnung s fünf Punkte

A, B, C, D, E und von einer andern Curve II. Ordnung k,

welche durch die drei ersten Punkte, aber durch keinen der bei-

den übrigen geht, ebenfalls noch zwei Punkte Dj, Ej gegeben

sind, so kann man leicht finden, ob die Curven in einem ihrer

gemeinschaftlichen Punkte sich berühren, oder in welchem vierten

Punkte sie sich schneiden.

Man suche in der Curve s zuerst den Punkt D2, so dass

E(AB CD2) A Et (ABCDi) ist, und alsdann den Punkt P, wel-

cher aus dem Punkte D2 durch die Gerade D2DX projicirt ist.

Da nun (255) F(ABCD2) A E(ABCD2) und mithin auch

F(ABCDi) ä Ea(ABCt>i) ist, so folgt (256), dass der Punkt

F auch in der Curve k liegt, und dass also dieser Punkt, wenn

er mit keinem der drei Punkte A, B, C zusammenfällt, der vierte

Schnittpunkt der beiden Curven ist. Fällt aber der Punkt F

etwa mit dem Punkte A zusammen, so folgt auf dieselbe Weise,

dass alsdann die Gerade, welche die Curve s im Punkte A be-

rührt, in demselben Punkte auch die Curve k berühre.

293. Werden zwei vollstän-

dige Vierecke ABCD, Αχ Βχ

CA Dj angenommen, so dass je-

der Punkt, in welchem ein Paar

Gegenseiten des einen Vierecks

sich schneiden, auch der Schnitt-

punkt von zwei solchen Seiten

des andern ist, so haben die

beiden Vierecke entweder zwei

Seiten mit einander gemein, oder

es liegen ihre acht Eckpunkte in

einer Curve II. Ordnung.

Es seiM der Schnittpunkt von AB und CD, N der Schnitt-

Werden zwei vollständige Vier-

seite angenommen, so dass jede

Gerade, welche ein Paar Ge-

genpunkte des einen Vierseits

verbindet, auch durch zwei sol-

che Punkte des andern geht,

so haben die beiden Vierseite

entweder ein Paar Gegenpunkte

mit einander gemein, oder es

berühren ihre acht Seiten eine

Curve II. Ordnung.
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punkt von A C und B D und R der Schnittpunkt von A D und

BC. Wenn nun etwa der Punkt Ai in der Geraden AB liegt,

und Ai Ba diejenige Seite des zweiten Vierecks ist, welche durch

den Punkt M geht, so fällt diese Seite mit der Seite AB und

folglich, da alsdann diese Gerade durch die Geraden MN, MR

sowohl von C D als auch von CA DA harmonisch getrennt ist, auch

die Seite C D mit der Seite CA Di zusammen. Lässt sich aber

durch die fünf Punkte A, B, C, D, At eine Curve II. Ordnung

legen, so geht diese, da die Punkte Ai, Bi durch den Punkt M

und den Schnittpunkt von A4 Bi und NR harmonisch getrennt

und die letztem Punkte (251) einander conjugirt sind, auch

durch den Punkt BA und eben so durch die Punkte Ci, Dt. Es

ergeben sich hieraus und aus 251 noch folgende Sätze:

Haben zwei Curven II. Ord-

nung vier gemeinschaftlicheTan-

genten, so liegen die acht Be-

rührungspunkte dieser Tangen-

ten entweder in einer dritten

Curve II. Ordnung oder in zwei

Geraden. Der letztere Fall kann

Vorkommen, wenn die Curven

sich nicht schneiden.

Schneiden sich zwei Curven

II. Ordnung in vier Punkten, so

berühren die acht Geraden, de-

ren jede eine von den beiden

Curven in einem jener Punkte

berührt, entweder eine dritte

Curve II. Ordnung, oder es

schneiden sich vier in einem

Punkte und die vier übrigen in

einem andern Punkte.

294. Zwei collineäre Systeme, welche in einerlei Ebene, aber

nicht perspektivisch liegen, haben entweder die drei Eckpunkte

und die drei Seiten eines Dreiecks oder nur zwei Punkte und

zwei Gerade, von welchen die eine durch beide Punkte, die an-

dern aber durch einen derselben geht, oder nur einen Punkt und

eine Gerade entsprechend gemein.

Es entspreche dem Punkte A des einen Systems der Punkt

Ai des andern, so entspricht der Geraden A At des erstem Sy-

stems eine durch den Punkt Ai gehende Gerade u des andern.

Wenn nun, was man annehmen kann, diese Linien nicht in ein-

ander fallen, so erzeugen (256) die Strahlenbüschel A, Aj eine

Curve II. Ordnung k, welche offenbar durch jeden Punkt geht,

welchen die collineären Systeme entsprechend gemein iahen. Der

Curve k des erstem Systems entspricht ferner eine Curve ki des
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andern, welche die Gerade u und die Curve k im Punkte Aj

schneiden muss, weil diese die Gerade A A* im Punkte A schnei-

det und die Gerade u im Punkte Αχ berührt. Da endlich je zwei

homologe Punkte der beiden Curven aus dem Punkte Aj durch

einen und denselben Strahl projicirt werden, so folgt:

I.�Wenn die beiden Curven in noch drei Punkten P, Q, R

sich schneiden, so haben die collineären Systeme die Eckpunkte

und also auch die Seiten des Dreiecks PQR entsprechend gemein.

II.�Wenn die Curven nur noch in einem Punkte P sich

schneiden, in einem Punkte Q aber sich berühren, so haben die

Systeme zwei Punkte P, Q und zwei Gerade PQ, von welchen

nämlich die letztere die Curven im Punkte Q berührt, entspre-

chend gemein.

III.�Wenn die Curven nur noch in einem Punkte P sich

schneiden und in diesem Punkte von einer und derselben Gera-

den p berührt werden, so haben die Systeme nur den Punkt P

und die durch ihn gehende Gerade p entsprechend gemein. —

Dass keine durch den Punkt P gehende, von p verschiedene Ge-

rade PB mit der ihr entsprechenden Geraden zusammenfällt,

geht daraus hervor, weil je zwei homologe Punkte B, Bj der

Curven aus dem Punkte Aj durch eine und dieselbe Gerade pro-

jicirt werden. Eine Gerade q aber, welche nicht durch den Punkt

P geht, kann desshalb sich nicht selbst entsprechen, weil der

Punkt pq sich nicht selbst entspricht.

IY. Wenn die Curven nur noch einen Punkt P gemein ha-

ben, in diesem Punkte aber nicht von einer und derselben Ge-

raden berührt werden, so haben die Systeme nur den Punkt P

und eine nicht durch ihn gehende Gerade entsprechend gemein. —

Nach dem, was in III bemerkt wurde, haben die Systeme weder

eine durch den Punkt P gehende Gerade noch mehr als eine Ge-

rade entsprechend gemein. Um sich aber zu überzeugen, dass

es eine Gerade giebt, welche sich selbst entspricht, darf man nur

zwei homologe gerade Gebilde c, cj betrachten, welche im Punkte

P sich schneiden und also Schnitte eines und desselben Strablen-

büschels S sind. Wenn nun dem Punkte S des einen Systems

der Punkt Sj des andern entspricht und die Gerade SS* die Ge-

raden c, cj in den Punkten C, C* schneidet, so entspricht die
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Gerade SA C* der Geraden S C, also sich selbst. Eben so leicht

findet man, wenn eine Gerade gegeben ist, welche die Systeme

entsprechend gemein haben, einen sich selbst entsprechenden Punkt.

295. Wenn man in einer Ebene zwei Polarsysteme annimmt

und je zwei Punkte V*, V2 der Ebene, welche von einer und

derselben Geraden V die Pole in Hinsicht auf jene Systeme sind,

einander entsprechend nennt, so hat man offenbar drei Systeme

^1, 2* projektivisch so aufeinander bezogen, dass die bei»

den letztem dem erstem reciprok, also unter sich collineär sind

und mithin entweder einen Strahlenbüschel S und ein durch sei-

nen Mittelpunkt gehendes gerades Gebilde u, oder einen Strah-

lenbüschel S und ein nicht durch seinen Mittelpunkt gehendes

gerades Gebilde u, oder nur die Eckpunkte und Seiten eines

Dreiecks PQR, oder nur zwei Punkte P, Q und zwei Gerade

PQ, p, welche im Punkte Q sich schneiden, oder nur einen

Punkt P und eine durch ihn gehende Gerade p, oder nur einen

Punkt P und eine nicht durch ihn gehende Gerade p entspre-

chend gemein haben.

Im ersten Falle berühren sich die Ordnungscurven s, k der

Polarsysteme im Punkte S so innig, dass der Pol einer jeden

durch den Punkt S gehenden Geraden in Hinsicht auf beide

derselbe ist.

Im zweiten Falle haben die Polarsysteme unendlich viele

Polardreiecke mit einander gemein. Die Curven s, k berühren

sich (280) entweder in zwei Punkten, oder sie haben gar keinen

Punkt mit einander gemein.

Im dritten Falle haben die Polarsysteme nur das Polardreieck

PQR mit einander gemein. Die Curven s, k schneiden sich ent-

weder in vier Punkten oder haben gar keinen Punkt mit einander

gemein. Gehen nämlich beide Curven durch den Punkt A, so

muss dieser, wenn nicht der zweite Fall Statt finden soll, aus-

serhalb der drei Geraden P Q, P R, Q R liegen. Sucht man nun

zu dem Punkte P, A und dem Schnittpunkte von P A und Q R

den vierten harmonischen Punkt B, so hat man noch einen ge-

meinschaftlichen Punkt der beiden Curven. Eben so kann man

aber in jeder von den beiden Geraden QA, RA einen Punkt

finden, in welchem die Curven sich schneiden.
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so dass es aber nur noch einen Punkt P giebt, dessen Polare p

in Hinsicht auf beide Polarsysteme dieselbe ist, daher die CiiWen

entweder nur den Punkt Q oder noch zwei Punkte mit einander

gemein haben, in welchen sie sich schndiden.

Im fünften Falle schneiden sich (274) die Curven s, k in

dem Punkte P, in welchem beide von der Geraden p berührt

werden, und also noch in einem andern Punkte.

Im sechsten Falle, in welchem es auch nur einen £unkt P

giebt, dessen Polare p in Hinsicht auf beide Polarsysteme die-

selbe ist, diese Gerade aber nicht durch jenen Punkt geht, haben

die Curven s, t zwei Punkte mit einander gemein, so dass aber

in keinem dieser Punkte beide von einer und derselben Geraden

berührt werden. Da es nämlich in der Geraden p keine zwei

Punkte giebt, welche in Hinsicht auf jedes der beiden Polar-

systeme einander conjugirt sind, so schneiden sich (309) die

Curve s und die Gerade p in zwei Punkten, die durch die Punkte,

in welchen dieselbe Gerade von der Curve k geschnitten wird,

getrennt sind, daher auch die beiden Curven sich schneiden müs-

sen. Würden sie sich in vier Punkten schneiden, so hätten (251)

die Polarsysteme ein Polardreieck mit einander gemein.

Wenn ein ebenes Polarsystem keine Ordnungscurve hat, so

sagt man, dass seine Ordnungscurve imaginär sei. Ist also

irgend eine von den beiden Curven s, k imaginär, so muss ent-

weder der zweite oder dritte von den obigen Fällen Statt finden.

§. 22.

Von den Linien II. Ordnung überhaupt.

296. Unter einer Linie II. Ördihung versteht man entweder

eine Curve II. Ordnung oder den Inbegriff von zwei in einerlei

Ebene liegenden Geraden. Dab Recipröke hievon ist in der Ebene

ein Strahlenbüschel II. Ordnung, welcher nämlich entweder

einer Curve It. Ordnung sich anschmiegt, oder der Inbegriff

von zwei Strahlenbüschetn I. Ordnung ist.
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Durch zwei zu einander pro-

jektivischeStrahlenbüschel, wel-

che in einerlei Ebene liegen,

aber nicht concentrisch sind, ist

eine Linie Π. Ordnung bestimmt,

der nämlich jeder Punkt ange-

hört, welchen ein Strahl des ei-

nen Büschels mit dem homo-

logen Strahle des andern gemein

hat. Liegen die Strahlenbüschel

perspektivisch, so besteht die

Linie II. Ordnung aus zwei

Geraden, von welchen die eine

die Mittelpunkte der beiden

Büschel verbindet.

Durch zwei zu einander pro-

jektivische gerade Gebilde, yel-

che sich schneiden, ist ein Strah-

lenbüschel II. Ordnung be-

stimmt, dem jeder Strahl ange-

hört, welcher durch einen Punkt

des einen Gebildes und zugleich

durch den homologen Punkt des

andern geht. Liegen die geraden

Gebilde perspektivisch, so ist

der Strahlenbüschel II. Ordnung

der Inbegriff von zwei Strah-

lenbüscheln I. Ordnung, von

welchen der eine den Schnitt-

punkt der geraden Gebilde zum

Mittelpunkt hat.

297.�Wenn in einer Ebene zwei Dreiecke perspektivisch lie-

gen, aber weder einen Eckpunkt noch eine Seite mit einander

gemein haben, so liegen (259) die Punkte, in deren jedem zwei

nicht homploge Seiten der beiden Dreie^e sich schneiden, in ei-

ner Linie II. Ordnung s und die Geraden, deren jede zwei nicht

homologe Eckpunkte der beiden Dreiecke verbindet, in einem

Strahlenbüschel II. Ordnung sj, welcher in dem (241) durch die

beiden Dreiecke bestimmten Polarsysteme jener Linie zugeord-

net ist.

Liegt ein Eckpunkt des einen Dreiecks in einer Seite des

andern, so wird diese Gerade in jenem Punkte sowohl von den

. Curven s, sA als auch von der Ordnungscurve des erwähnten Po-

larsystems berührt. Ist das eine von den beiden Dreiecken in das

andere beschrieben, so fallen die drei Curven in einander.

298.�Jedem einer Curve II. Ordnung einbeschriebenen voll-

ständigen Vierecke ABCD ist ein (um dieselbe beschriebenes voll-

ständiges Vier seit zugeordnet.

Je zwei Gegenpunkte des voll-

ständigen Vierseits liegen mit

den vier Eckpunkten des Vier-

ecks in einer Linie II. . Ord-

nung.

Je zwei Gegenseiten des voll-

ständigen Vierecks liegen mit

den vier Seiten des Vierseits in

einem Strahlenbüschel II. Ord-

nung.
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Es seien E, F die Pole der Geraden AB, CD, so liegen

(251) die drei Punkte, in deren jedem ein Paar Gegenseiten des

Sechsecks AE BCFD sich schneiden, in einer und derselben Ge-

raden, woraus (259) der Satz folgt.

299. Wenn man in einerEbene

ein vollständiges VißreckA B C D

und eine Gerade d annimmt,

welche durch keinen Eckpunkt

desselben geht, und je zwei

Punkte P, P* der Geraden d,

welche mit den vier Eckpunk-

ten des Vierecks in einer Linie

II. Ordnung liegen, einander zu-

geordnet nennt, so sind die

Elemente des geraden Gebildes

d involutorisch gepaart.

Wenn man in einer Ebene

ein vollständiges Vierseit abcd

und einen Punkt D annimmt,

welcher in keiner Seite dessel-

ben liegt, und je zwei Strahlen

des Strahlenbüschels D, welche

mit den vier Seiten des Vier-

seit s in einem Strahlenbüschel

II. Ordnung liegen, einander

zugeordnet nennt, so sind die

Elemente des Büschels D invo-

lutorisch gepaart.

Es werde die Gerade AB von der Geraden d oder PP4 im

Punkte G und von der Geraden PD im Punkte H geschnitten,

so ist (119) ABGHa BAHGa P (BADPt). Da aber nach

der Annahme P (B A D Pj) a C (B A D Pt) ist, so ist auch ABGH

λ C (BADPj), woraus hervorgeht, dass in dem Polarsysteme,

in welchem (237) die Eckpunkte A, B, C des Dreiecks A B C die

Pole der ihnen gegenüberliegenden Seiten a, b, c sind, und dem

Punkte D die Gerade d, folglich dem Punkte G oder cd die

Gerade CD zugeordnet ist, der Punkt H der Pol der Geraden

C Pi, mithin der Punkt PA, in welchem diese Gerade von der

Geraden d geschnitten wird, der Pol der Geraden H D oder D P

ist, und dass also P,Pi conjugirte Punkte und DPt DP con-

jugirte Gerade des erwähnten Polarsystems sind. Der Linie II.

Ordnung s, welche durch die Punkte A, B, C, D, P, Pj geht,

ist ein Strahlenbüschel II. Ordnung st zugeordnet, welchem die

Geraden a, b, c, d, DPif DP angehören. Es bieten sich hier

noch folgende Bemerkungen dar.

I. Wenn der Punkt P in einer Seite des vollständigen Vier-

ecks ABCD liegt, so liegt der Punkt P* in der gegenüberliegen-

den Seite, so dass alsdann die Linie s der Inbegriff von zwei
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Geraden und der Strahlenbüschel Sj der Inbegriff von zwei Bü-

scheln erster Ordnung ist.

II.�Wehn die Gerade d von den sechs Seiten des vollständi-

gen Vierecks AB CD nur in vier Punkten geschnitten wird, oder

zwei einander zugeordnete Schnittpunkte durch zwei andere solche

Punkte getrennt sind, so giebt es keine Curve II. Ordnung, wel-

che durch die vier Punkte A, B, C, D geht und die Gerade d

berührt, und eben so keine Curve II. Ordnung, welche die vier

Geraden a, b, c, d berührt und durch den Punkt D geht. Im

erstem Palle besteht nämlich jede Linie II. Ordnung, welche

durch die Punkte A, B, C, D und einen Ordnungspunkt des in-

volutorischen geraden Gebildes d geht, also mit dieser Geraden

nur einen Punkt gemein hat, aus zwei Geraden. Im letztem

Falle aber enthält das involutorische Gebilde keinen sich selbst

zugeordneten Punkt.

III.�Schneidet die Gerade d zwei Seiten A B, C D des voll-

ständigen Vierecks ABCD in einem und demselben Punkte, die

übrigen Seiten aber in vier verschiedenen Punkten, so giebt es

eine Curve II. Ordnung s, welche durch die vier Punkte A, B,

C, D geht und die Gerade d berührt, und eben so eine Curve

II. Ordnung s*, welche die vier Geraden a, b, c, d berührt und

durch den Punkt D geht. Der Berührungspunkt N der Curve s

mit der Geraden d liegt in der Geraden, welche den Schnitt-

punkt von AC und BD mit dem Schnittpunkte von AD und BC

verbindet. Die Curve sj wird im Punkte D von der Geraden

DN berührt.

IV.�Wenn das involutorische Gebilde d zwei Ordnungspunkte

enthält, aber in keinem derselben zwei Seiten des Vierecks ABCD

schneidet, so sind die Punkte A, B, C, D die Schnittpunkte von

zwei Curven II. Ordnung, welche die Gerade d berühren, und

die Geraden a, b, c, d die gemeinschaftlichen Tangenten von

zwei Curven, welche durch den Punkt D gehen.

800. Wenn von zwei Dreiecken ABC, DP Pt, welche weder

einen Eckpunkt noch eine Seite mit einander gemein haben, ir-

gend eine von folgenden drei Aussagen gilt, so gelten auch nach

dem Beweise des vorigen Satzes die beiden übrigen.
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I.�Die sechs Eckpunkte der Dreiecke liegen in einer Linie

II.�Ordnung.

II.�Die sechs Seiten der Dreiecke gehören einem Strahlen-

büschel II. Ordnung an.

III.�Die Dreiecke sind (absolute) Polardreiecke eines und

desselben Polarsystems.

301. Die in 299. enthaltenen Sätze lassen sich, wenn man

nicht auf die letztem Rücksicht nehmen will, noch etwas kürzer

beweisen. Liegen nämlich die Punkte A, B, C, D, P, Pi in ei-

ner Curve II. Ordnung, so ist A (PPjCD) a B (PP! CD).

»

Bezeichnet man also die Punkte, in welchen die Gerade PPj von

den Geraden AC, AD, BC, BD geschnitten wird, durch Q, R,

Ri, Qi, so ist PPjQR A PPjRjQj, also auch PPjQRa Pt P

Qi Ri und mithin PP^QQi.RRi eine Involution.

Lässt man den Punkt D der Curve mit dem Punkte A zu-

sammenfallen, so dass AD in eine Tangente übergeht, so wird

die Gerade PP* in den Punkten Q, Qj von zwei Seiten des

Dreiecks ABC, im Punkte R von der Geraden, welche die Curve

im Schnittpunkte dieser Seiten berührt, und im Punkte R* von

der dritten Seite geschnitten. Fällt überdiess C mit B und also

auch Q mit Qj zusammen, so sind in der Geraden P P* die Punkte

R, Rj die Spuren von zwei Tangenten, deren Berührungspunkte

mit dem Punkte Q in einer und derselben Geraden liegen.

302. Wenn zwei Punkte P,PA

durch je zwei Gegenseiten eines

Vierecks A B C D harmonisch ge-

trennt sind, so sind sie in Hin-

sicht auf jede Curve II. Ord-

nung, welche durch die vier

Eckpunkte des Vierecks geht,

einander conjugirt, daher sie

auch in Hinsicht auf das Vier-

eck einander conjugirt heissen

sollen.

Wenn zwei Gerade durch je

zwei Gegenpunkte eines Vier-

seits harmonisch getrennt sind,

so sind sie in Hinsicht auf jede

Curve II. Ordnung, welche die

vier Seiten des Viersei ts berührt,

einander conjugirt, daher sie

auch in Hinsicht auf das Vier-

seit einander conjugirt heissen

sollen.

/ i

Es sei M der Schnittpunkt von AB und CD, N der von

AD und BC und S der von AC und BD, so sind die Geraden
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NA, NB sowohl durch die Geraden NM, NS als auch durch

die Geraden NP, NPA harmonisch getrennt, daher N (ABMP)

Λ N (ABSPA) ist. Wenn also die Gerade MP von den Gera-

den NA, NB in den Punkten a, b und die Gerade MPA von

den Geraden NA, NB, NS in den Punkten d, c, e geschnitten

wird, so ist auch abMP AdceP^ Da nun die Geraden MP,

MPj[ durch die Geraden Μ A, MD, demnach auch die Punkte a9 d

durch die Punkte A, D harmonisch getrennt sind, folglich der

Punkt a dem Punkte d und eben so der Punkt b dem Punkte c

und überdiess der Punkt M dem Punkte e conjugirt ist, so sind

auch (252) die Punkte P, Ρ4 einander conjugirt.

303. In Hinsicht auf ein voll-

ständiges Viereck ABCD ist

jeder Geraden v, welche je zwei

Gegenseiten in zwei Punkten

schneidet, eine Curve II. Ord-

nung vx conjugirt, welche den

Pol jener Geraden in Hinsicht

auf jede durch die vier Eck-

punkte des Vierecks gehende

Curve II. Ordnung k enthält.

In Hinsicht auf ein vollstän-

diges Vierseit ist jedem Strah-

lenbüschel erster Ordnung, des-

sen Mittelpunkt nicht mit zwei

Gegenpunkten in einer Gera-

den liegt, ein Strahlenbüschel

II. Ordnung conjugirt, welcher

die Polare jenes Punktes in Hin-

sicht auf jede die vier Seiten

des Vierseits berührende Curve

II. Ordnung enthält.

Wenn nämlich Μ, N, S das Vorige bedeuten und dem Punkte

P der Geraden v der Punkt Pj conjugirt ist, so sind MP, NP,

MPj, NPi homologe Strahlen von vier zu einander projektivi-

schen Strahlenbüscheln, von welchen der erste und zweite ein

und dasselbe gerade Gebilde v projiciren, der erste und dritte

aber und eben so der zweite und vierte involutorisch liegen. Fällt

der Punkt P mit dem Schnittpunkte von MN und v zusammen,

so fällt der Punkt mit dem Punkte S zusammen. Die beiden

letztem von den erwähnten vier Strahlenbüscheln erzeugen also

eine Curve II. Ordnung vt> welche die sechs Seiten des vollstän-

digen Vierecks in den drei Punkten Μ, N, S und in den Punk-

ten E, F, G, Η, I, K schneidet, welche in Hinsicht auf dasselbe

den Spuren seiner Seiten AB, CD, AD, BC, AC, BD in der

Geraden v conjugirt sind. Ist Qx der Pol der Geraden v in Hin-

sicht auf die Curve k, so muss der Punkt Q, welchem der Punkt

Staudt, Geometrie der Lage.�12
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Qi in Hinsicht auf das vollständige Viereck und also auch in

Hinsicht auf die Curve k conjugirt ist, in der Geraden v und

mithin der Punkt Qi in der Curve v* liegen.

Da die Punkte B, D vom Punkte A durch die Geraden v,

E G harmonisch getrennt sind, so geht (98) die Gerade E G und

eben so auch die Gerade F H durch den Schnittpunkt von v un<f

BD. Eben so ist der Schnittpunkt von EH und FG zugleich

der Schnittpunkt von v und A C. Man kann hieraus ferner schlies-

sen, dass die Gerade v von je zwei Gegenseiten des vollständigen

Vierecks in zwei Punkten geschnitten wird, welche in Hinsicht auf

die Curve vt einander conjugirt sind, und dass die drei Geraden

EF, GH, IK in einem und demselben Punkte sich schneiden,

welcher nämlich der Pol der Geraden v in Hinsicht auf die

Curve Vi ist.

§. 23.

Aufgaben vom zweiten Grade.

304. Wenn irgend eine Curve II. Ordnung gegeben ist, so

kann man mit Hilfe derselben leicht finden, ob und welche Ele-

mente zwei projektivische einförmige Grundgebilde, welche in

einer und derselben Geraden liegen, oder eine gemeinschaftliche

Axe haben, oder concentrisch sind und in einerlei Ebene liegen,

entsprechend gemein haben, vorausgesetzt, dass zu drei Elemen-

ten des einen Gebildes die homologen Elemente des andern ge-

geben sind.

Haben z. B. zwei projektivische Strahlenbüschel, welche mit

der gegebenen Curve in einerlei Ebene liegen, einen Punkt M

der Curve zum gemeinschaftlichen Mittelpunkt, aus welchem drei

Strahlen des einen Büschels die Punkte A, B, C und die ihnen

entsprechenden Strahlen des andern Büschels die Punkte A^Bj, C*

der Curve projiciren, so darf man nur (276; suchen, ob und wel-

che Punkte die gegebene Curve mit der Geraden h gemein hat,

die den Schnittpunkt von A BA und At B mit dem Schnittpunkte

von A Cf und At C verbindet. Liegen zwei projektivische gerade

Gebilde in einer und derselben Geraden und mit der gegebenen



﻿179

Curve in einerlei Ebene, so darf man nur, um diesen Fall auf

den vorigen zurückzuführen, die beiden geraden Gebilde (drei

Punkte des einen und die ihnen entsprechenden Punkte des an-

dern) aus einem und demselben Punkte der Curve projiciren.

Eben so kann jeder andere Fall durch Projiciren und Schneiden

auf den zuerst betrachteten zurückgeführt werden.

Wenn die einförmigen Gebilde involutorisch liegen und also

nach den Ordnungselementen eines involutorischen einförmigen

Gebildes gefragt wird, so sind schon durch zwei Elementenpaare

aa*, bbj zu drei Elementen a, b, ai des einen Gebildes die ho-

mologen Elemente at, b1; a des andern gegeben. Die oben er-

wähnte Gerade h ist alsdann die Polare des Punktes, in welchem

die Geraden AAj, BBi sich schneiden.

305. Es sind in einer Ebene

fünf Punkte A, B, C, D, E,

von welchen keine drei in e i n e r

Geraden liegen, und eine Ge-

rade u gegeben, welche durch

keinen der fünf Punkte geht;

man soll die Punkte finden, wel-

che diese Gerade mit der durch

die fünf gegebenen Punkte be-

stimmten Curve II. Ordnung s

gemein hat.

Es sind in einer Ebene fünf

Gerade, von welchen keine drei

in einem Punkte sich schnei-

den, und ein Strahlenbüschel

erster Ordnung gegeben, dessen

Mittelpunkt in keiner der fünf

Geraden liegt; man soll die

Strahlen finden, welche dieser

Büschel mit dem durch die fünf

gegebenen Geraden bestimmten

Strahlenbüschel II. Ordnung

gemein hat.

Man beziehe die Strahlenbüschel A, B projektivisch so auf-

einander, dass den Strahlen AC, AD, AE des einen die Strah-

len BC, BD, BE des andern entsprechen, so werden diese Bü-

schel von der Geraden u in zwei zu einander projektivischen ge-

raden Gebilden geschnitten, welche, wenn die Curve s und die

Gerade u sich schneiden, diese Schnittpunkte entsprechend ge-

mein haben. Haben die geraden Gebilde nur einen Punkt ent-

sprechend gemein, so wird in ihm die Curve von der Geraden u

berührt. Wenn aber die geraden Gebilde keinen Punkt entspre-

chend gemein haben, so hat auch die Gerade u mit der Curve

keinen Punkt gemein. Wären statt der fünf Punkte A, B, C, D, E

fünf Tangenten der Curve s gegeben, so dürfte man nur (260)

12*
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von drei Tangenten a, b, c die Berührungspunkte A, B, C su-

chen und alsdann die Büschel A, B projektivisch so aufeinander

beziehen, dass den Strahlen a, AB, AC des erstem die Strahlen

BA, b, BC des letztem entsprechen. Ein anderes Verfahren,

die obige Aufgabe auf 304 zurückzuführen, besteht in Folgendem:

Es seien Μ, N die Spuren der Geraden AB, AC in der

Geraden u. Man suche (260) den Punkt F der Curve s, wel-

cher aus dem Punkte C durch die Gerade CM projicirt wird, so

ist die Gerade, welche den Schnittpunkt von AF und BC mit

dem Schnittpunkte von A C und B F verbindet, die Polare des

Punktes M und mithin ihre Spur M* in der Geraden u dem Punkte

M conjugirt. Sucht man auf diese Weise auch den Punkt Ni

der Geraden u, welcher dem Punkte N conjugirt ist, so kommt

es alsdann nur darauf an, ob die Punkte N, Ni in einer und

derselben Strecke MM4 liegen, oder ob der Punkt N4 mit dem

Punkte M4 zusammenfällt, oder ob die Punkte N, Ni durch die

Punkte M, Mi getrennt sind. Im ersten Falle schneiden sich die

Curve s und die Gerade u in den Punkten, welche sowohl durch

die Punkte M, Mi als auch durch die Punkte N, Nt harmonisch

getrennt und also die Ordnungspunkte des involutorischen gera-

den Gebildes u sind. Im zweiten Falle haben die Curve s und

die Gerade u nur den Punkt M4, im dritten Falle aber gar kei-

nen Punkt mit einander gemein.

306.�Eine Gerade zu finden, welche vier gegebene Gerade a, b,

c, d, von welchen keine zwei in einerlei Ebene liegen, schneide.

Man projicire das gerade Gebilde c sowohl aus der Axe a

als auch aus der Axe b auf die Gerade d, so erhält man zwei

projektivische gerade Gebilde, welche in einer und derselben Ge-

raden d liegen. Haben diese Gebilde drei Punkte und also alle

ihre Punkte entsprechend gemein, so giebt es durch jeden Punkt

der Geraden d eine Gerade, welche die vier gegebenen Geraden

schneidet. Ist aber diess nicht der Fall, so ist die Aufgabe

auf 304 zurückgeführt.

307.�In n gegebenen Geraden aA ,' a2, a3, a4, .. . an, von

welchen jede folgende die vorhergehende, die letzte aber auch die

erste schneidet, nPunkte P4, P2, P3, P4,.. . Pn zu finden, so

dass die n Geraden Pj P2, P2 P3, P3P4,...PnPi der Ordnung
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nach durch n gegebene Punkte Cj, C2, C3, ...CD gehen. Es

wird hiebei vorausgesetzt, dass der Punkt Cj in der Ebene a2,

aber in keiner von den beiden Geraden a*, a2 liege, dass man

also das gerade Gebilde at aus dem Punkte C4 auf die Gerade

a2, eben so das gerade Gebilde (die Projektion von aA) aus

dem Punkte C2 auf die Gerade a3, das gerade Gebilde a3 aus

dem Punkte C3 auf die Gerade a4 u. s. w. und das gerade Ge-

bilde an aus dem Punkte Cn auf die Gerade a* projiciren könne.

Man erhält alsdann η +1 zu einander projektivische gerade Ge-

bilde, von welchen jedes folgende eine Projektion des vorherge-

henden ist, das letzte aber mit dem ersten in einer und derselben

Geraden liegt. Haben nun diese beiden Gebilde drei Punkte und

also alle ihre Punkte entsprechend gemein, so kann jeder Punkt

der Geraden aA der Punkt PA sein. Ist aber diess nicht der Fall,

so ist die Aufgabe auf 304 zurückgeführt. Wenn die gegebenen

Geraden die Seiten eines nEcks sind, so kann die Aufgabe auch

so ausgesprochen werden:

In ein gegebenes nEck ein nEck zu beschreiben, dessen

Seiten der Ordnung nach durch n gegebene Punkte gehen.

308. In eine gegebene Curve

II. Ordnung s ein n Eck zu be-

schreiben , dessen Seiten der

Ordnung nach durch n gege-

bene Punkte Qi, Q2, Q3,... Qn

gehen, von welchen keiner in

der gegebenen Curve liegt.

Nennt man n -f 1 Punkte P*,

Um eine gegebene Curve II.

Ordnung ein n Eck zu beschrei-

ben, dessen Eckpunkte der Ord-

nung nach in n gegebenen Ge-

raden liegen, von welchen keine

die gegebene Curve berührt.

P2. P3 >�· · .P n, Pn+1 der

Curve s einander entsprechend, wenn die Geraden P1 ^2» ^2 P3?

P3 P4,... Pn Pn-f 1 der Ordnung nach durch die Punkte Qi, Q2,

Q3,... Qn gehen, so hat man n + 1 ebene Systeme projektivisch

so aufeinander bezogen, dass alle die Curve s entsprechend ge-

mein haben und jedes folgende mit dem vorhergehenden involuto-

risch liegt. Wenn nun das erste und letzte drei Punkte der

Curve s und also alle ihre Punkte entsprechend gemein haben,

so lässt die Aufgabe unendlich viele Auflösungen zu. Ist aber

diess nicht der Fall, so findet man auf die in 276 angegebene

Weise, indem man nämlich zu drei in der Curve s befindlichen



﻿182

Punkten A1? Bj, C* des ersten Systems die homologen Punkte

An+i, Bn+i, Cn-i-i des letzten sucht und alsdann den Schnitt-

punkt von A^Bn+i und Αη+Α mit dem Schnittpunkte von A4

Cn+i und An+iCi durch eine Gerade h verbindet, ob und wel-

che Punkte der Curve s das erste und letzte System entsprechend

gemein haben.

309. Es sind zwei involutorische einförmige Gebilde gegeben,

welche entweder in einer und derselben Geraden liegen, oder

concentrisch sind und in einerlei Ebene liegen, oder eine gemein-

schaftliche Axe haben; man soll zwei Elemente finden, welche

in jedem der beiden Gebilde einander zugeordnet sind.

Man nenne drei Elemente V, V4, V2 einander entsprechend,

wenn in dem einen involutorischen Gebilde dem Elemente V das

Element Vt und im andern dem Elemente V das Element V2 zu-

geordnet ist, so hat man offenbar drei projektivische Gebilde v,

vi, v2, von welchen das erste mit jedem der beiden übrigen in-

volutorisch liegt, daher es nur darauf ankommt, die Elemente zu

finden, welche die Gebilde ν*, v2 entsprechend gemein haben.

Ist irgend ein Curve II. Ordnung gegeben, so kann man

ferner annehmen, dass die gegebenen involutorischen Gebilde

Strahlenbüschel sind, welche einen Punkt M der Curve zum ge-

meinschaftlichen Mittelpunkt haben und mit ihr in einerlei Ebene

liegen, indem auf diesen Fall (wie in 304) jeder andere Fall zu-

rückgeführt werden kann. Es seien nun in dem einen involutori-

schen Büschel den Strahlen ΜA, MB, welche die Punkte A,B

der Curve projiciren, die Strahlen MA1,MB1 zugeordnet, welche

die Punkte Aa, B* der Curve projiciren, so werden (278) je

zwei Punkte der Curve, welche mit dem Schnittpunkte H von

AAt und BBt in einer Geraden liegen, durch zwei einander

zugeordnete Strahlen jenes Büschels projicirt. Eben so findet man

einen Punkt J, welcher mit je zwei Punkten A, A2 der Curve,

die aus dem Punkte M durch zwei einander zugeordnete Strahlen

des andern involutorischen Büschels projicirt werden, in einer

Geraden liegt. Wenn also die Gerade HJ die Curve in zwei

Punkten P, Q schneidet, so sind die Strahlen MP, MQ in jedem

der beiden involutorischen Büschel einander zugeordnet. Wird

aber die Curve von der Geraden HJ nur in einem Punkte P be-
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rührt, so haben die involutorischen Büschel einen Ordnungsstrahl

MP mit einander gemein. Wenn endlich die Gerade H J mit der

Curve gar keinen Punkt gemein hat, so giebt es auch kein Element,

welches in beiden involutorischen Gebilden sich selbst oder einem

und demselben andern Elemente zugeordnet ist. Dieser Pall fin-

det offenbar nur dann Statt, wenn jedes von den beiden involu-

torischen Gebilden zwei Ordnungselemente hat, und überdiess die

Ordnungselemente des einen durch die Ordnungselemente des an-

dern getrennt sind.

810. Es sind in einer Ebene ein involutorischer Strahlenbü-

schel und ein involutorisches gerades Gebilde u gegeben, welches

aber weder durch den Mittelpunkt des Büschels geht, noch ein

Schnitt desselben ist; man soll in dem geraden Gebilde zwei ein-

ander zu geordnete Punkte finden, welche in zwei einander zu ge-

ordneten Strahlen des Büschels liegen.

Um diese Aufgabe auf die vorige zurückzuführen, darf man

nur entweder das gerade Gebilde aus dem Mittelpunkte des Bü-

schels projiciren oder den Schnitt des Büschels mit der Geraden u

in Betrachtung ziehen. Wenn das eine von den beiden involuto-

rischen Gebilden zwei Ordnungselemente hat und diese gegeben

sind, so kann die obige Aufgabe, in welcher statt des Strahlen-

btischels auch ein Ebenenbüschel gegeben sein kann, dessen Axe

das gerade Gebilde nicht schneidet, anders ausgesprochen wer-

den. Z. B.

In einem gegebenen involutorischen Ebenenbüschel zwei ein-

ander zugeordnete Ebenen zu finden, welche durch zwei gege-

bene Punkte, die mit der Axe des Büschels nicht in einerlei Ebene

liegen, harmonisch getrennt sind.

311.�Um ein gegebenes Vier-

eck, welches lauter aussprin-

gende Winkel hat, eine Curve

II. Ordnung zu beschreiben, wel-

che eine gegebene Gerade, die

mit dem Umfange des Vierecks

keinen Punkt gemein hat, be-

rühre. 299.

312.�Durch ein Dreieck ABC

In ein gegebenes Viereck, wel-

ches lauter ausspringende Win-

kel hat, eine Curve II. Ordnung

zu beschreiben, welche durch

einen innerhalb des Vierecks

gegebenen Punkt gehe.

Durch ein Dreieck und zwei
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und zwei Punkte D, E, welche

vom Umfange desselben einge-

schlossen sind, aber mit keinem

der drei Eckpunkte in einer und

derselben Geraden liegen, ist

ein vollständiges Viereck be-

stimmt, von dessen sechs Seiten

je zwei einander gegenüberlie-

gende sowohl durch zwei Seiten

des Dreiecks als auch durch die

beiden gegebenen Punkte har-

monisch getrennt sind.

von seinem Umfange ausge-

schlosseneGerade, deren Schnitt-

punkt nicht mitzweiEekpunkten

des Dreiecks in einer und dersel-

ben Geraden liegt, ist ein voll-

ständigesVierseit bestimmt, von

dessen sechs Eckpunkten je zwei

einander gegenüberliegende so-

wohl durch zwei Eckpunkte des

Dreiecks als auch durch die bei-

den gegebenen Geraden harmo-

nisch getrennt sind.

Nach 810 enthält der Strahlenbüschel A zwei Strahlen p, p1?

welche sowohl durch die Geraden AB, AC also auch durch die

Punkte D, E harmonisch getrennt sind. Eben so kann man in dem

Büschel B zwei Strahlen q, qt finden, welche sowohl durch die

Geraden B A, B C als auch durch die Punkte D, E harmonisch

getrennt sind. Bezeichnet man nun die Punkte pq, Pi qi, pqi,

Piq durch Μ, N, S, T, so sind A (BMCN), B(AMCN) zwei

harmonische und also auch zu einander projektivische Strahlenbü-

schel, welche den Strahl AB gemein haben, daher die Punkte

M, C, N in einer Geraden liegen. Eben so lässt sich beweisen,

dass die Gerade ST durch den Punkt C geht. Dass aber die

Seiten MN, ST des vollständigen Vierecks sowohl durch die

Geraden CA, CB als auch durch die Punkte D, E harmonisch

getrennt sind, folgt aus 99 und 228.

Anm. Würde die Gerade DE durch den Punkt C gehen, so würde

eine von den Geraden MN, ST mit der Geraden DE zusam-

menfallen.

818. In ein gegebenes Drei-

eck ABC eine Curve II. Ord-

nung zu beschreiben, welche

durch zwei innerhalb des Drei-

ecks gegebene Punkte D,.E gehe.

Um ein gegebenes Dreieck

eine Curve II. Ordnung zu be-

schreiben, welche zwei gegebene,

vom Umfange des Dreiecks aus-

geschlossene Gerade berühre.

Geht die Gerade D E durch keinen Eckpunkt des Dreiecks

ABC, so führt jeder von den vier Eckpunkten des im Vorigen

betrachteten Vierecks MN ST (als Pol der Geraden DE) auf
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eine Auflösung der Aufgabe. Beschreibt man z. B. eine Curve

II. Ordnung, welche die Geraden M D, Μ E in den Punkten D, E

und überdiess auch die Gerade AB berührt, so ist in Hinsicht

auf dieselbe der Schnittpunkt der Geraden AN, DE, welcher vom

Schnittpunkte der Geraden AM, DE durch die Punkte D, E har-

monisch getrennt ist, der Pol der Geraden AM und folglich die

Gerade A M der Geraden A N conjugirt. Da aber diese Linien

durch die Seiten A B; A C des Dreiecks ABC harmonisch ge-

trennt sind und die Curve die Seite AB berührt, so muss sie

auch die Seite AC und eben so die Seite BC berühren. Geht

die Gerade DE durch einen Eckpunkt des Dreiecks ABC, so

lässt die Aufgabe nur zwei Auflösungen zu.

814. Es sind in einer Ebene ein Dreieck ABC und ein in-

volu torisch es gerades Gebilde u gegeben, welches von den Seiten

AB, AC, BC des Dreiecks in drei Punkten P, Q, R geschnit-

ten wird, deren keiner sich selbst zugeordnet ist; man soll durch

die Eckpunkte des gegebenen Dreiecks eine Curve II. Ordnung

legen, so dass je zwei einander zugeordnete Punkte des invo-

lutorischen geraden Gebildes in Hinsicht auf dieselbe einander

conjugirt sind.

Man projicire den Punkt P2, welcher vom Punkte P durch

die Punkte A, B harmonisch getrennt ist, aus dem Punkte R auf

die Gerade AC und aus dem Punkte Q auf die Gerade BC, so

erhält man noch zwei harmonische gerade Gebilde A Q C Q2,

BRCR2, daher auch R* eine Projektion von Q2 aus dem Punkte

P ist. Es seien ferner in dem involutorischen geraden Gebilde u

den Punkten P, Q, R, welche die Spuren der Geraden Q2 R2,

P2R2, P2Q2 sind, die Punkte Ρχ, QA, Rj, zugeordnet, so schnei-

den sich (222) die drei Geraden Pj P2, Qi Q2, Ri R2 in einem

Punkte M, welcher in keiner Seite des Dreiecks ABC liegt, da-

her die Gerade u von den Geraden MA, MB, MC in drei Punk-

ten Aj, Bt, Ci geschnitten wird, von welchen keiner, wie man

sich leicht überzeugt, sich selbst zugeordnet ist. Würde nämlich

der Punkt A* mit dem ihm zugeordneten Punkte A2 zusammen-

fallen, so müsste auch, da AiPBi Pj (als Projektion von APBP2)

ein harmonisches Gebilde ist, der Punkt Bi und eben so der

Punkt CA sich selbst zugeordnet sein, was nicht möglich ist.
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Wenn nun den Punkten P, Q, R, A die Geraden MP1? MQ*,

MR|, AA2 zugeordnet werden, so erhält man (240) ein Polar-

system, dessen Ordnungscurve die Gerade A A2 im Punkte A be-

rührt, aber auch, weil dieser Punkt vom Punkte B durch die

einander conjugirten Punkte P, P2 harmonisch getrennt ist, durch

den Punkt B und eben so durch den Punkt C geht.

Man betrachtet eine Curve II. Ordnung als gefunden, wenn

man das Polarsystem gefunden hat, von welchem sie die Ord-

nungscurve ist. Die obige Aufgabe ist hiernach eine Aufgabe vom

ersten Grade, die aber desshalb hier aufgenommen worden ist,

um einige Bemerkungen über imaginäre Elemente daranknüpfen

zu können.

315. Wenn in einem Satze zwei Elemente als Ordnungs-

elemente eines involutorischen Gebildes erscheinen, so kann der-

selbe in der Regel dadurch allgemeiner aufgefasst werden, dass

man von der Voraussetzung, das involutorische Gebilde habe

zwei Ordnungselemente, abstrahirt. Um hieran zu erinnern, sagt

man von einem involutorischen einförmigen Gebilde, in welchem

kein (reelles) Element sich selbst zugeordnet ist, dass seine

Ordnungselemente imaginär seien.

Eine Gerade und eine Curve

II. Ordnung, welche in einerlei

Ebene liegen, aber keinen (reel-

len) Punkt mit einander gemein

haben, schneiden sich in zwei

imaginären Punkten, die gege-

ben heissen, wenn in der Ge-

raden zu irgend zwei in Hin-

sicht auf die Curve einander

nicht conjugirten Punkten die

ihnen conjugirten Punkte gege-

ben sind.

Ein Strahlenbüschel, dessen

Mittelpunkt von einer in dersel-

ben Ebene befindlichen Curve

II. Ordnung eingeschlossen ist,

hat mit dem dieser Curve sich

anschmiegendenStrahlenbüschel

zwei imaginäre Strahlen gemein,

welche gegeben heissen, wenn

in dem erstem Büschel zu zwei

in Hinsicht auf die Curve ein-

ander nicht conjugirten Strahlen

die ihnen conjugirten Strahlen

gegeben sind.

In der vorigen Aufgabe sind, wenp das involutorische gerade

Gebilde keine (reellen) Ordnungselemente hat, von der gesuchten

Curve drei reelle und zwei imaginäre Punkte gegeben. Die re-

ciproke Aufgabe, in welcher von einer Curve II. Ordnung drei
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reelle und zwei imaginäre Tangenten gegeben sind, kann man,

wenn der Ausdruck „imaginär“ vermieden werden soll, so aus-

sprechen:

Es sind in einer Ebene ein involutorischer Strahlenbüschel,

in welchem kein Strahl sich selbst conjugirt ist, und ein Dreieck

gegeben, -von dessen drei Seiten keine durch den Mittelpunkt des

Büschels geht; man soll eine Curve II. Ordnung finden, welche

die drei Seiten des Dreiecks berühre, so dass überdiess je zwei

einander zugeordnete Strahlen des gegebenen involutorischen Strah-

lenbüschels in Hinsicht auf die Curve einander conjugirt seien.

816. Eine Curve II. Ordnung

zu finden, welche die drei Sei-

ten eines gegebenen Dreiecks

ABC berühre und durch zwei

gegebene imaginäre Punkte

gehe, die in keiner Seite des

Dreiecks, aber mit ihm in

einerlei Ebene liegen.

Eine Curve II. Ordnung zu

finden, welche durch die drei

Eckpunkte einesgegebenenDrei-

ecks gehe und zwei gegebene

imaginäre Gerade berühre, die

in keinem Eckpunkte des Drei-

ecks sich schneiden, aber mit

ihm in einerlei Ebene liegen.

Es seien in dem involutorischen geraden Gebilde u, dessen

Ordnungspunkte die gegebenen imaginären Punkte sind, den Spu-

ren P, Q der Geraden AB, AC die Punkte Pi, Qi zugeordnet.

Es sei ferner (312), wenn die Gerade u durch keinen Eckpunkt

des gegebenen Dreiecks geht, MNST das vollständige Viereck,

von dessen sechs Seiten je zwei einander gegenüberliegende durch

zwei Seiten des Dreiecks harmonisch getrennt sind und die Gerade u

in zwei einander zugeordneten Punkten schneiden. Wenn nunP2

der Schnittpunkt von AB und MPi ist und den Punkten P; Pt,

Q, P2 die geraden MPt, MP, MQ1? AB zugeordnet werden,

so ist dadurch (240) ein Polarsystem bestimmt, dessen Ordnungs-

curve die Gerade u in den gegebenen imaginären Punkten schnei-

det und die Gerade AB im Punkte P2 berührt. Da aber die

Geraden BM, BN die Gerade u in conjugirten Punkten schnei-

den, mithin der Schnittpunkt von BN und u der Pol der Ge-

den BM ist, folglich die Geraden BM, BN einander conjugirt

und überdiess nach der Construktion durch die Geraden BA,

BC harmonisch getrennt sind, so berührt die Curve auch die

Gerade B C und eben so auch die Gerade A C. — Eben so führt
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jeder andere Eckpunkt des vollständigen Vierecks MN ST auf

eine Auflösung der Aufgabe. Geht aber die Gerade u durch ei-

nen Eckpunkt des Dreiecks A B C, so lässt die Aufgabe nur zwei

Auflösungen zu.

817. Durch eine Curve II.

Ordnung s und ein in dersel-

ben Ebene befindliches Dreieek

ABC, von dessen drei Seiten

keine die Curve berührt, auch

keine zwei durch zwei Tangen-

ten der Curve getrennt sind,

ist ein vollständiges Viereck be-

stimmt, von dessen sechs Sei-

ten je zwei einander gegenüber-

liegende durch zwei Seiten des

Dreiecks harmonisch getrennt

und in Hinsicht auf die Curve

einander conjugirt sind. Jeder

Eckpunkt dieses Vierecks, in

welchem zwei Tangenten der

Curve, deren keine durch einen

Eckpunkt des Dreiecks geht,

sich schneiden , führt auf eine

Auflösung der Aufgabe:

Eine Curve II. Ordnung zu

finden, welche die gegebene

Curve in zwei Punkten und

tiberdiess die drei Seiten des

gegebenen Dreiecks berühre.

Durch eine Curve II. Ord-

nung und ein in derselben Ebene

befindliches Dreieck, von des-

sen drei Eckpunkten keiner in

der Curve liegt, auch keine zwei

durch die Curve getrennt sind,

ist ein vollständiges Vierseit be-

stimmt, von dessen sechs Eck-

punkten je zwei einander gegen-

überliegende durch zwei Eck-

punkte des Dreiecks harmonisch

getrennt und in Hinsicht auf

die Curve einander conjugirt

sind. Jede Seite dieses Vier-

seits, welche die Curve in zwei

Punkten schneidet, deren kei-

ner in einer Seite des Dreiecks

liegt, führt auf eine Auflösung

der Aufgabe:

Eine Curve II. Ordnung zu

finden, welche die gegebene

Curve in zwei Punkten berühre

und durch die drei Eckpunkte

des gegebenen Dreiecks gehe.

Der Strahlenbüschel A enthält zwei Strahlen p, px, welche

durch die Geraden A B, A C harmonisch getrennt und in Hinsicht

auf die Curve s einander conjugirt sind. Eben so kann man in

dem Büschel B zwei Strahlen q, qi finden, welche durch die Ge-

raden BA, BC harmonisch getrennt und in Hinsicht auf die

Curve s einander conjugirt sind. Bezeichnet man also die Punkte

PPi, Piflii Pflt» Pifl durch Μ, N, S, T, so sind (312) die Ge-

raden MN, ST durch die Geraden CA, CB harmonisch getrennt
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und (244) in Hinsicht auf die Curve s einander conjugirt. Wenn

nun die Polare des Punktes M die Gerade A B in einem Punkte

schneidet, welcher nicht in der Curve s liegt, so giebt es (280)

eine Curve Π. Ordnung k, welche die Gerade A B berührt und

die Bedingung erfüllt, dass die Polare eines jeden in der Gera-

den befindlichen Punktes in Hinsicht auf beide Curven die-

selbe sei. Da hiernach die Geraden A Μ, A N auch in Hinsicht

auf die Curve k einander conjugirt und überdiess durch die Ge-

raden A B, A C harmonisch getrennt sind, so berührt die Curve k

auch die Gerade AC und eben so auch die Gerade BC.

Wird die Curve s von der Geraden Mj in zwei (reellen)

Punkten D, E geschnitten, so berühren sich die Curven s, k in

diesen Punkten, daher auch keiner derselben in einer Seite des

Dreiecks ABC liegt. Geht die Gerade MA durch ihren Pol M,

so kann man sagen, dass die beiden Berührungspunkte D, E mit

dem Punkte M zusammenfallen. Wenn endlich die Gerade Μχ

mit der Curve s keinen Punkt gemein hat, so sagt man, dass

die Curven s, k in zwei imaginären Punkten sich berühren, welche

in der Geraden M* liegen und aus dem Punkte M durch zwei

gemeinschaftliche imaginäre Tangenten der beiden Curven

projicirt werden.

Aus dem Obigen folgt noch, dass die Punkte D, E, wenn

irgend eine Seite A B des Dreiecks ABC durch keinen derselben

geht, auch ausserhalb der beiden andern Seiten liegen. Wenn

aber in jeder Seite des Dreiecks ABC wenigstens einer von den

beiden Punkten D, E liegt, so muss wenigstens einer derselben

mit einem Eckpunkte des Dreiecks zusammenfallen, so dass als-

dann im Punkte M zwei Tangenten der Curve s sich schneiden,

von welchen wenigstens eine durch einen Eckpunkt des Dreiecks

ABC geht. In diesem Falle besteht der Strahlenbüschel II. Ord-

nung k, welchem die drei Seiten des Dreiecks ABC und die bei-

den Strahlen MD, ME des Strahlenbüschels s angehören (deren

Mittelpunkte in Hinsicht auf beide Büschel die Punkte D, E sind),

aus zwei Strahlenbüscheln D, E erster Ordnung.
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§. 24.

Polarsysteme im Raume.

318.�In einem räumlichen Polarsysteme ist jedem Punkte

eine Ebene, jedem ebenen Systeme ein Strahlenbündel zugeordnet,

dessen Strahlen und Ebenen den Geraden und Punkten des ebe-

nen Systems zugeordnet sind. Jede Ebene wird die Polare des

ihr zugeordneten Punktes und dieser der Pol jener Ebene genannt,

so dass also die Polaren von allen Punkten, welche in einer und

derselben Ebene liegen, durch den Pol dieser Ebene gehen, und

die Pole von allen Ebenen, welche durch einen und denselben

Punkt gehen, in der Polare dieses Punktes liegen. Ist der Ge-

raden a die Gerade at zugeordnet, so ist dem geraden Gebilde

a der Ebenenbüschel aj und dem Ebenenbüschel a das gerade

Gebilde at zugeordnet. Da hiernach die Polaren von allen Punk-

ten, welche in der einen von den beiden Geraden liegen, in der

andern sich schneiden, so heisst auch jede von den beiden Ge-

raden die Polare der andern.

Wenn die Pole A, B von zwei Ebenen Aj, Bj in der Schnitt-

linie Aj Bj derselben liegen, so ist diese Gerade sich selbst (der

Geraden A B) zugeordnet. Ist von zwei sich schneidenden Gera-

den die eine der andern oder jede sich selbst zugeordnet, so ist

ihr Schnittpunkt der Pol der Ebene, in welcher sie liegen.

319.�In einem räumlichen Polarsysteme heissen einander con-

jugirt:

Zwei Punkte, wenn der eine

und also jeder in der Polare

des andern liegt.

Ein Punkt und eine Gerade,

wenn die Gerade in der Polare

des Punktes und also der Punkt

in der Polare der Geraden liegt.

Zwei Ebenen, wenn die eine

und also jede durch den Pol

der andern geht.

Eine Ebene und eine Gerade,

wenn die Gerade durch den Pol

der Ebene und also die Ebene

durch die Polare der Geraden

geht.

Es ist hiernach ein Punkt allen Punkten und Geraden, welche

in seiner Polare liegen, eine Ebene allen Ebenen und Geraden,

welche durch ihren Pol gehen, eine Gerade aber allen in ihrer

Polare befindlichen Punkten und allen durch ihre Polare gehenden
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Ebenen conjugirt. Liegt ein Punkt in seiner Polare, so ist jedes

von diesen beiden Elementen auch sieb selbst conjugirt.

320.�Zwei Gerade a, b sollen in einem räumlichen Polarsy-

steme einander conjugirt heissen, wenn die eine und also jede mit

der Polare der andern in einerlei Ebene liegt. Ist durch die

Gerade a und die Polare bi der Geraden b eine Ebene a b{ be-

stimmt, so schneiden sich die Polare at der Geraden a und die

Gerade b im Pole jener Ebene.

Eine Gerade ist hiernach sich selbst conjugirt, wenn sie ent-

weder sich selbst zugeordnet ist, oder ihre Polare schneidet.

Schneidet eine sich selbst zugeordnete Gerade c die eine a von

zwei einander zugeordneten Geraden a, a1; so muss sie auch die

andere schneiden. Der Pol der Ebene ca muss sowohl in der

Geraden c als auch in der Geraden % liegen.

321.�Ein räumliches Polarsystem soll, wenn nicht jeder Punkt

sich selbst conjugirt ist, ein gewöhnliches Polarsystem, im Falle

aber jeder Punkt in seiner Polare liegt , ein Nullsystem genannt

werden. Wird irgend eine Gerade a eines Polarsystems von ihrer

Polare aA geschnitten, so ist das System ein gewöhnliches Polar-

system. Der Punkt aa! ist nämlich der Pol der Ebene a a]9 jeder

andere Punkt P der Geraden a aber der Pol von einer andern

durch die Gerade ai gehenden Ebene, welche also nicht durch

den Punkt P geht.

In einem Nullsysteme hat jeder Strahlenbündel S mit dem

ihm zugeordneten ebenen Systeme U einen Strahlenbüschel ent-

sprechend gemein. Jede Gerade, welche durch den Punkt S geht

und in der Ebene U liegt, fällt mit ihrer Polare, da diese eben-

falls in der Ebene U liegt und durch den Punkt S geht, aber

die erstere nicht schneidet, zusammen.

322.�In einem gewöhnlichen räumlichen Polarsysteme liegt

jeder Strahlenbündel S, dessen Mittelpunkt S ausser seiner Polare

U sich befindet, mit dem ihm zugeordneten ebenen Systeme invo-

lutorisch, daher in dem räumlichen Polarsysteme unendlich viele

ebene Polarsysteme, poläre Strahlenbündel, Polardreiecke, Polar-

dreikante und Polartetraeder enthalten sind.

Wenn nämlich dem Punkte A der Ebene U die Ebene Sa

zugeordnet ist, welche die Ebene U in der Geraden a schneidet,
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so ist dieser Geraden die Gerade SA zuglordnet, welche den

Pol der Ebene Sa ans dem Pole der Ebene U projicirt. Es er-

scheint hiernach die Ebene U als Träger eines ebenen Polar-

systems und der Punkt S als Mittelpunkt eines polären Strahlen-

bündels, so dass im erstem dieser Systeme ein Punkt und eine

Gerade, im letztem aber ein Strahl und eine Eibene einander

zugeordnet sind, wenn sie in dem räumlichen Polarsysteme ein-

ander conjugirt sind. Jedes Polardreieck A BC des ebenen Polar-

systems wird aus dem Punkte S durch ein Polardreikant des

Strahlenbündels projicirt und bildet mit diesem Dreikante ein

Polartetraeder AB GS, in welchem jeder Eckpunkt der Pol der

ihm gegenüberliegenden Fläche ist. Je zwei Gegenkanten des

Tetraeders sind einander zugeordnet, je zwei sich schneidende

Kanten aber einander conjugirt.

Hat das ebene Polarsystem U eine Ordnungscurve, so hat

das Polarsystem im Strahlenbündel S eine Ordnungsfläche, von

welcher jene Curve ein Schnitt ist. In dem räumlichen Polar-

systeme ist die Gurve dem der Kegelfläche sich anschmiegenden

Ebenenbüschel, die Kegelfläche dem der Gurve sich anschmiegenden

Strahlenbüschel, die von der Gurve eingeschlossene Figur dem

von der Kegelfläche ausgeschlossenen Systeme von Ebenen und

der von der Kegelfläche eingeschlossene Strahlenkegel dem von

der Curve ausgeschlossenen Systeme von Geraden zugeordnet.

Jede Tangente der Curve wird im Berührungspunkte von

dem ihr zugeordneten Strahle der Kegelfläche geschnitten, in

welchem diese Fläche von der durch die beiden Geraden be-

stimmten Ebene berührt wird.

323. In einem gewöhnlichen Polarsysteme liegt jedes gerade

Gebilde a, dessen Träger weder sich selbst zugeordnet ist, noch

von seiner Polare geschnitten wird, mit dem ihm zugeordneten

Ebenenbüschel aA involutorisch.

Läge jeder Punkt F der Geraden a und eben so jeder Punkt

G der Geraden aj in seiner Polare, so wäre (318) jede Gerade

FG, welche die Geraden a, aj schneidet, sich selbst zugeordnet

und also jede Ebene FGH sich selbst conjugirt, was gegen die

Annahme ist. Es sei nun V ein Punkt, welcher in irgend einer

von den beiden Geraden a, ai, etwa in der Geraden a, aber nicht
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in seiner Polare ^ Q liegt* so liegt in dieser Ebene (322) das

gerade Gebilde mit dein ihtn zugfeordneten Strablenbüschel Q

and also in dem räumlichen Polarsysteme das gerade Gebilde ai

mit dem ihm zugeordneten Ebenenbüschel a involutorisch. Dass

aber auch das gerade Gebilde ä und der ihm zugeordnete Ebe-

nenbüschel äj involutorisch liegen, gebt daraus hervor, weil den

Punkten P, Q die Ebenen ä* Q, äj P zugeordnet sind.

Ist dem Fläehenwinkel, welcher aus der Axe at die Strecke

PQ pröjicirt* die Strecke Q'P zugeordnet, bo liegt kein Punkt

der Geraden a in seiner Polare. Ist aber dem erwähnten Winkel

die Strecke QP zugeordnet, so enthält die Gerade a zwei sieh

selbst conjugirte Punkte, durch welche je zwei einander eoii-

jugirte Punkte derselben harmonisch getrennt sind.

324.�In eifaem räumlichen Polarsysteme sind je zwei einan-

der conjdgirte Punkte P, Q die Mittelpunkte und je zwei einander

conjugirte Ebenen die Träger voh zwei einander zugeordneten

Strahlenbüscheln P, Q. Jeder Geraden, Welche dureh den Punkt

P geht und in der Polare des Punktes Q liegt* ist eine Gerade

zugeordnet, welche in der Polare des Punktes P liegt und

durch den Punkt Q geht;�*

Wenn ein Punkt Ä in seiner Polare At liegt, und in dein

Strahlenbüsche], welcher den Punkt A zum Mittelpunkt hat und

in der Ebene At liegt* jeder Strahl sich selbst zugeordnet ist

so liegt jeder Punkt der Ebene At in seiner Polare, daher jedes

gerade Gebilde, welches in der Ebene A* liegt* aber nicht durch

den Punkt A geht, ein Schnitt des ihm zugeordneten Ebenenbü-

schels und also (323) daö Polarsystem ein Nnllsystem ist. Wenn

aber irgend ein Strahl des erwähnten Büsehels sich nicht selbst

zugeordnet und also (321) das Polarsystem ein gewöhnliches ist,

so enthält der Büschel entweder gar keinen Strähl, welcher sich

selbst zugeordhet ist, oder fewei solche Strahlen, durch welche

alsdaiin je zwei einander zugeordnete Strahlen desselben harmo-

nisch getrennt sind. Im erstem von diesen beiden Fällen ist der

Punkt A der einzige sich selbst conjugirte Punkt der Ebene Aj.

Wäre nämlich «och ein änderet Punkt B dieser Ebene sich selbst

conjugirt, so wäre (318) dloGotadeAB sich selbst zugeordnet.

325.�Durch jedes Fünfeck ABC DE, von dessen fünf Eck-

Staudt, Geometrie der Lage.�13
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punkten keine vier in einerlei Ebene liegen, ist ein Nullsystem

bestimmt, in welchem jeder Eckpunkt des Fünfecks der Pol

(Nullpunkt) der Ebene ist, welche ihn mit den benachbarten

Eckpunkten verbindet.

Bezieht man nämlich zwei räumliche Systeme projektivisch so

aufeinander, dass den Punkten A, B, C, D, E des einen die

Ebenen EAB, ABC, BCD, CDE, DEA des andern entsprechen,

so entsprechen auch diesen Ebenen des erstem die Punkte A,

B, C, D, E des letztem, woraus man (133) schliesen kann,

dass je zwei homologe Elemente einander doppelt entsprechen.

Da nun die Gerade DE, welche den Punkt D mit dem Punkte

E verbindet, der Schnittlinie der Ebenen CDE, DEA, also sich

selbst zugeordnet ist, so ist der Punkt P, in welchem diese Ge-

rade die Ebene ABC schneidet, der Ebene BDE und mithin

auch die Gerade BP, welche den Punkt B mit dem Punkte P

verbindet und zugleich die Schnittlinie der Ebenen ABC, BDE

ist, sich selbst zugeordnet. Da dies aber auch von den Gera-

den BA, BC gilt, so ist (324) das Polarsystem ein Nullsystem.

In einem Nullsysteme ist jedem vollständigen n Flache ein

vollständiges nEck zugeordnet, so dass die Eckpunkte eines je-

den von den beiden Gebilden in den ihnen zugeordneten Flä-

chen des andern liegen.

326. Wenn in zwei reciproken Systemen den Eckpunkten

eines Tetraeders ABCD die ihnen gegenüberliegenden Flächen

entsprechen, so liegen die Systeme involutorisch.

Entsprechen nämlich den Punkten A, B, C, D des einen

Systems die Ebenen BCD, ACD, ABD, ABC des andern, so

entsprechen auch diesen Ebenen des erstem die Punkte A, B, C, D

des letztem. Wenn ferner der Ebene ABP des erstem Systems,

welche durch die Schnittlinie der Ebenen ABC, ABD geht und

mithin die Gerade CD in einem Punkte P schneidet, der Punkt

Q des letztem entspricht, welcher also in der Geraden CD liegt,

so muss, weil der Ebenenbüschel AB (CDPQ) dem geraden Ge-

bilde CDPQ und also auch (118) dem geraden Gebilde DCQP

projektivisch ist, der Ebene ABQ des erstem Systems der Punkt

P des letztem und mithin dem Punkte Q des erstem, in welchem

die Ebene ABQ die Gerade CD schneidet, die Ebene ABP des
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letztem entsprechen, welche den Punkt P aus der Geraden AB

projicirt. Indem so jede Ebene, welche durch eine Kante des

Tetraeders ABCD geht, und der ihr entsprechende Punkt einan-

der doppelt entsprechen, gilt dies auch von jedem Punkte, in

welchem eine durch AB, eine durch AC und eine durch BC

(oder eine durch AB, eine durch A D und eine durch B D) ge-

hende Ebene sich schneiden, und der ihm entprechenden Ebene.

327. Wird ein Tetraeder ABCD als Polartetraeder angenom-

men, so kann man noch zu einem Punkte E, welcher in keiner

Fläche des Tetraeders liegt, eine Ebene Ely welche durch keinen

Eckpunkt desselben geht, als Polare jenes Punktes nach Belieben

annehmen, wodurch aber alsdann nach 133 und 326 ein Polar-

system bestimmt ist. Durch die vier Flächen des Polartetraeders

ABCD wird der unbegrenzte Baum in acht Tetraeder getheilt,

deren jedes von vier Dreiecken eingeschlossen ist. Wenn nun das

Tetraeder ABCD, welches den Punkt E in sich enthält, von der

Ebene Et nicht geschnitten wird, so ist jedes der acht Tetraeder

dem von seiner Oberfläche ausgeschlossenen Systeme von Ebenen

zugeordnet, daher alsdann kein Punkt in seiner Polare liegt.

Wird aber das Tetraeder ABCD von der Ebene EA geschnitten,

so hat man folgende zwei Fälle zu unterscheiden:

I. Wenn die Ebene Ελ nur drei Kanten AB, AC, AD des

Tetraeders ABCD schneidet und also von der Oberfläche des

Tetraeders BCD.A ausgeschlossen ist, so ist jedem der acht

Tetraeder ein System von Ebenen zugeordnet, welches von

einem der übrigen Tetraeder ausgeschlossen ist, so dass je zwei

solche zusammengehörige Tetraeder drei in der Ebene BCD be-

findliche Kanten mit einander gemein haben, während die übri-

gen Kanten des einen von den übrigen Kanten des andern die

Ergänzungen sind. Da hiernach kein Punkt der Ebene BCD in

seiner Polare liegt, so gibt es auch keine sich selbst zugeord-

nete Gerade und mithin (324) in keiner Ebene, welche durch

ihren Pol geht, noch einen sich selbst conjugirten Punkt. Da

aber jede Strecke, welche den Punkt A mit einem Punkte der

Ebene BCD verbindet, in dem ihr zugeordneten Winkel liegt,

so giebt es (323) in jeder durch den Punkt A gehenden Gera-

den zwei sich selbst conjugirte Punkte.

13*
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JL Wenn die Ebene E vier Kanten AB, BC, CD, DA des

Tetraeders ABCD schneidet, also von der Oberfläche des Tew

traeders AC.BD ausgeschlossen ist, so ist jedem der acht Te-

traeder ein System von Ebenen zugeordnet, welches von einem

der übrigen Tetraeder ausgeschlossen ist, so dass je zwei solche

zusammengehörige Tetraeder zwei in den Geraden AC, BD lie-

gende Kanten mit einander gemein haben, während die übrigen

Kanten des einen von den übrigen Kanten des andern die Er-

gänzungen sind. Da hiernach jede Strecke, welche einen Punkt

der Geraden AC mit einem Punkte der Geraden BD verbindet,

in dem ihr zugeordneten Winkel liegt, so gibt es in jeder Ge-

raden, welche die beiden Geraden AC, BD schneidet, zwei sich

selbst conjugirte Punkte. Da ferner (318) jede Gerade, welche

einen sich selbst conjugirten Punkt der Geraden AB mit einem

sich selbst conjugirten Punkt der Geraden CD verbindet, sich

selbst zugeordnet ist, folglich jede Ebene mehr als einen sich

selbst conjugirten Punkt enthält, so schneiden sich (324) in je-

dem Punkte, welcher in seiner Polare liegt, zwei sich selbst

zugeordnete Gerade.

§. 25.

Flächen II. Ordnung.

328. Wenn irgend ein Punkt P eines gewöhnlichen Polar-

systems in seiner Polare PA liegt, so hat das System eine Ord-

nungsfiäche F, welche nämlich dem ihr sich anschmiegenden Ebe-

nenbündel zugeordnet ist, so dass jeder Punkt der Fläche in sei-

ner Polare liegt, die in ihm der Fläche sich anschmiegt, jeder

Punkt aber, welcher der Fläche nicht angehört, auch ausserhalb

seiner Polare liegt. Ist keine Gerade des Polarsystems sich selbst

zugeordnet, so soll die Fläche F eine gewöhnliche Fläche Π. Ord-

nung heissen. Wenn aber in jedem Punkte P, welcher in seiner

Polare PA liegt, zwei sich selbst zugeordnete Gerade p, a sich

schneiden, so ist die Fläche F eine Regelfläche II. Ordnung.

Eine gewöhnliche Fläche II. Ordnung F wird (328) in jedem

in ihr befindlichen Punkte von der Polare dieses Punktes berührt,

von jeder andern Ebene aber (322), welche durch denselben Punkt
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geilt, in einer Curve II. Ordnung geschnitten, daher die Fläche

mit keiner Geraden mehr als zwei Punkte gemein hat. Dem von

der Fläche eingeschlossenen Körper K, welcher von jedem Polar-

tetraeder einem Eckpunkt enthält, ist das von ihr ausgeschlossene

System von Ebenen zugeordnet, welches von jedem Polartetraeder

eine Fläche enthält. Jeder ausserhalb des Körpers K befindliche

Punkt S ist der Mittelpunkt eines um ihn beschriebenen Strahlen-

kegels, dessen Mantel die Fläche F in der öurve s berührt, in

welcher dieselbe von der Polare jenes Punktes geschnitten wird.

Beschreibt der Punkt S eine Gerade a oder das ausserhalb des

Körpers K befindliche Stück einer Geraden a, so beschreibt die

Curve s, indem ihre Ebene um die Polare aA jener Geraden sich

dreht, die Fläche F und die von der Curve s eingeschlossene

Figur den Körper K. Liegen zwei einander zugeordnete Gerade

nicht in einerlei Ebene, so ist die eine die Axe eines um den

Körper K beschriebenen Flächenwinkels, welcher der ausserhalb

des Körpers liegenden Strecke der andern zugeordnet ist. Wenn

aber zwei einander zugeordnete Gerade sich schneiden, so be-

rühren sie in ihrem Schnittpunkte die Fläche F.

Eine Regelfläche II. Ordnung wird von jeder Ebene P*, wel-

che durch ihrenPol P geht, obgleich die Ebene der Fläche in

diesem Punkte sich anschmiegt, in zwei Geraden p, a, von jeder

andern Ebene aber in einer Curve II. Ordnung geschnitten. Be-

schreibt der Punkt P. das gerade Gebilde p und also die Ebene

Pt den Ebenenbüschel p, so beschreibt die Gerade a die Ord-

nungsfläche F des Polarsystems, welche jeden sich selbst conju-

girten Punkt enthält und den unbegrenzten Raum in zwei Tbeile

theilt, von welchen der eine vom Winkel p a und der andere vom

Winkel p*a beschrieben wird. Da aber in einem solchen Polar-

systeme jeder sich selbst conjugirte Punkt der Schnittpunkt von

zwei sich selbst zugeordneten Geraden ist, so wird die Fläche F

noch von einer andern Schaar der Geraden erfüllt, so dass in

jedem Punkte derselben eine Gerade der einen Schaar und eine

Gerade der andern Schaar sich schneiden. Jedes Polartetraeder

hat vier Kanten, welche die Fläche F schneiden; die beiden übri-

gen Kanten, welche mit der Fläche keinen Punkt gemein haben,

sind durch dieselbe getrennt. Jeder Punkt S, welcher nicht in
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der Fläche F liegt, ist der Mittelpunkt eines Strahlenkegels, des-

sen Mantel die Fläche F in der Curve s berührt, in welcher die-

selbe von der Polare jenes Punktes geschnitten wird. Jede Ebene,

welche die Kegelfläche S in einem Strahle h berührt und also auch

durch eine Tangente ht der Curve s geht, schneidet die Fläche F

in zwei Geraden, welche durch die einander zugeordneten Gera-

den h, ht harmonisch getrennt sind. Jede Ebene, welche die

Kegelfläche S in zwei Geraden und also den Strahlenkegel S in

einem Winkel schneidet, schneidet die Fläche F in einer Curve,

welche in den Nebenwinkel jenes Winkels beschrieben ist. Wenn

endlich eine durch den Punkt S gehende Ebene mit der Kegel-

fläche S gar keinen Strahl gemein hat, so schneidet sie die

Fläche F in einer Curve, welche jenen Punkt einschliesst.

329. Jede Regelfläche F, welche noch von einer andern

Schaar von Geraden erfüllt wird, ist eine Regelfläche II. Ord-

nung.

Es seien a, b, c drei Gerade der einen Schaar und p, q, r

drei Gerade der andern Schaar. Bezieht man nun zwei räumli-

che Systeme projektivisch so aufeinander, dass den Punkten ap,

aq, bp, bq, er des einen die Ebenen ap, aq, bp, bq, er

des andern entsprechen, so haben die beiden Systeme die Gerade

a, welche den Punkt ap mit dem Punkte aq verbindet und zu-

gleich die Schnittlinie der Ebenen ap, aq ist, * und ebenso die

Geraden b, p, q entsprechend gemein. Da ferner der Geraden c,

welche die Geraden p, q schneidet und durch den Punkt c r geht

eine Gerade entsprechen muss, welche die Geraden p, q schnei-

det und in der Ebene er liegt, demnach die Systeme auch die

Gerade c und ebenso die Gerade r entsprechend gemein haben,

so entsprechen den Ebenen ap, aq, bp, bq, er des erstem Sy-

stems die Punkte ap, aq, bp, bq, er des letztem, woraus man

(133) schliessen kann , dass je zwei homologe Elemente einan-

der doppelt entsprechen und dass die Fläche F die Ordnungs-

fläche des Polarsystems sei.

Zwei einander zugeordnete Gerade h, ht, welche sich schneiden,

berühren (328) in ihrem Schnittpunkte die Fläche F auf entgegen-

gesetzten Seiten. Wenn aber zwei einander zugeordnete Gerade

nicht in einerlei Ebene liegen, so hat die Fläche F entweder mit
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keiner von den beiden Geraden einen Punkt gemein oder sie wird

von jeder derselben in zwei Punkten geschnitten. Der Geraden,

weiche den Punkt ap mit dem Punkte bq verbindet, ist die

Schnittlinie der Ebenen ap, bq zugeordnet, welche durch die

Punkte bp, aq geht.

330.�Eine gewöhnliche Fläche II. Ordnung F oder auch der

von ihr eingeschlossene Körper K heisst ein Ellipsoid oder ein

elliptisches Paraboloid oder ein zweischaliges Hyperboloid, je nach-

dem die Fläche F mit der unendlich fernen Ebene gar keinen

Punkt gemein hat oder diese Ebene in einem Punkte berührt oder

in einer Curve s schneidet, oder, was dasselbe ist, je nachdem

der Pol M der unendlich fernen Ebene in dem Körper K oder

in seiner Oberfläche oder ausserhalb desselben liegt. Im letz-

ten Fall ist der Punkt M der Mittelpunkt des Assymptoten-

kegels, dessen Mantel nämlich die Fläche F in der unendlich

fernen Curve s berührt.

Eine Regelfläche II. Ordnung F heisst ein hyperbolisches

Paraboloid oder ein einschaliges Hyperboloid, je nachdem sie die

unendlich ferne Ebene in zwei Geraden, oder in einer Curve II.

Ordnung schneidet. Im erstem Falle sind die Richtungen von

allen Geraden einer und derselben Schaar in der Stellung enthal-

ten, in welcher die unendlich ferne Gerade der andern Schaar

liegt. Im letztem Falle ist der Pol der unendlich fernen Ebene

der Mittelpunkt des Assymptotenkegels, dessen Mantel nämlich

(auf seiner äussern Seite) von der Fläche F in jener unendlich

fernen Curve berührt wird.

Anm. Wird eine Fläche II. Ordnung nicht ausdrücklich eine

Kegelfläche genannt, soeist gewöhnlich eine andere Fläche II. Ord-

nung (die Ordnnngsfläche eines räumlichen Polarsystems) ge-

meint.

331.�Da in jeder Geraden, welche eine Fläche II. Ordnung

in zwei Punkten schneidet, diese Punkte durch je zwei einander

conjugirte Punkte harmonisch getrennt sind, so kann man die

Punkte der Fläche auf unendlich viele Arten involutorisch paaren.

Man darf nur entweder irgend eine Ebene U, welche nicht durch

ihren Pol geht, als Ordnungsebene und ihren Pol S als Ordnungs-

punkt, oder irgend zwei einander zugeordnete Gerade s, u, wel-
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che nicht in einerlei Ebene liegen, als Ordnungslinien annehmen.

Im erstem Falle sind je zwei einander zugeordnete Punkte der

Fläche durch den Punkt 3 und einen Punkt der Ebene II, in

letztem Falle aber durch einen Funkt der Geraden s uqd einen

Punkt der Geraden u harmonisch getrennt.

332. Es sind eine Kegelfläche II. Ordnung, eine Ebene U,

welche die Kegelfläche in einer Curve a schneidet, und ein Punkt

A, weicher weder in dieser Ebene noch in der Kegelfläcbe liegt,

gegeben; man soll eine Fläche II. Ordnung finden, welche die

gegebene Kegelfläche in der gegebenen Curve s berührt und

überdiess durch den gegebenen Punkt A geht.

Es werde die Ebene TJ von der Geraden, welche den Mittel-

punkt 3 der gegebenen Kegelfläche mit dem Punkte A ver-

bindet, in dem Punkte P geschnitten. Es sei ferner LMN in

Hinsicht auf die Curve s ein Polardreieck, von dessen drei

Eckpunkten keiner in der Polare p des Punktes P liegt. Wenn

nun das Tetraeder LMN3 als Polartetraeder angenommen und

dem Punkte A die Ebene Ap zugeordnet wird, so ist dadurch

ein Polarsystem bestimmt, dessen Ordnungsfläche F die gege-

bene Kegelfläche in der gegebenen Curve berührt und duroh

den gegebenen Punkt A geht.

Die Gerade SP schneidet die Fläphe F in dem Punkte A

und in dem Punkte B, welcher zu den drei Punkten 3, A, P der

vierte harmonische Punkt ist. Schneiden zwei Gerade, von wel-

chen die eine durch den Punkt A und die andere durch den Punkt

B geht, die Ebene U in zwei einander conjugirten Punkten, wel-

che mit dem Punkte P in einer Geraden liegen, so schneiden

sie sich selbst (254) in einem Punkte der Fläche F. Ist statt

des Punktes A der gesuchten Fläche eine ihr sich ansohmiegende

Ebene At gegeben, welche nicht durch den Pnnkt 3 geht und

die Ebene U in einer sich nicht selbst conjugirten Geraden p

schneidet, so findet man den Pol A der Ebene Alf wenn man

auf dieselbe den Pol P der Geraden p aus dem Punkte S projipirt

Die Kegelfläche und die gegebene Curve können auch ima*

ginär sein. Wenn nämlich ein ebenes Polarsystem U, welches in

einem räumlichen Polarsysteme enthalten ist, keine (reele) Grd«

nungscurve hat, so sagt man, dass die Ordnungsfläche des letz-
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tera Systems die Ebene U in der imaginären Ordnnngscnrve des

erstem schneide und in dieser Ourve die imaginäre Kegelfläche

berühre, welche dieselbe ans dem Pole S der Ebene U projicire.

333. Eine Fläche II. Ordnung

zu Anden, welche durch eine

gegebene Curve II. Ordnung s

und durch die vier Eckpunkte

eines gegebenen Tetraeders

A B C D gehe, von welchen

keiner in der Ebene U der

gegebenen Curve liegt.

Eine Fläche II. Ordnung zu

Anden, welche eine gegebene

Kegelfläche II. Ordnung in einer

Curve berühre und den vier

Flächen eines gegebenen Te-

traeders sich anschmiege, von

welcher keine durch den Mit-

telpunkt der gegebenen Kegel-

fläche geht.

Es werde die Ebene U von den Geraden AB, AC, AD in

den Punkten P, Q, R geschnitten, deren Polaren in Hinsicht auf

die gegebene Ourve die Geraden p, q, r seien. Sucht man nun

in den Geraden AB, AC, AD die Punkte Pj, Qlt Rj, so dass

APBPj, AQPQi, ARDRj harmonische Gebilde sind, so schneiden

sich die Ebenen Pjp, Qtq, R*r in dem Mittelpunkte S der Ke-

gelfläche, welche die gesuchte Fläche in der gegebenen Curve

berührt. Liegt nämlich der Punkt A nicht in der Kegelfläche S,

welche aus dem Sehnittpunkte S die Curve s projicirt, so kann

man nach 332 eine Fläche Q. Ordnung F Anden, welche die Ke-

gelfläche S in der Curve s berührt und durch den Punkt A geht.

Da nun in Hip sicht auf die Fläche F der Punkt P der Pol der

Ebene S p, also dem Punkte P* conjugirfc und APBP* ein har-

monisches Gebilde ist, so geht die Fläche F auch durch den Punkt

B und ebenso durch die Punkte C, D. Liegt aber der Punkt A

in der Kegelfläche S, so geht diese auch durch die Punkte B,

C, D und ist also selbst die gesuchte Fläche.

334. Es sind ein Tetraeder

ABCD und eine Curve II. Ord-

nung s gegeben, welche entwe-

der mit keiner Fläche des Te-

traeders einen Punkt gemein hat

oder von jeder dieser vier Ebenen

geschnitten wird, man soll eine

Fläche II. Ordnung Anden, wel-

Es sind eine Kegelfläche II.

Ordnung und ein Tetraeder ge-

geben, dessen Eckpunkte ent-

weder alle vier in dem von der

Kegelfläche eingeschlossenen

Strahlenkegel oder alle vier

ausserhalb desselben liegen; man

soll eine Fläche II. Ordnung
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che durch die gegebene Curve | finden, welche die gegebene

gehe und den vier Flächen des Kegelfläche in einer Curve be-

gegebenen Tetraeders sich an-

schmiege.

rühre und durch die vier Eck-

punkte des gegebenen Tetrae-

ders gehe.

Man lege durch die Gerade AB die Ebenen p, plf durch

die Gerade BC die Ebenen q, q* und durch die Gerade CA die

Ebenen r, rj, so dass von diesen sechs Ebenen je zwei, welche

durch eine und dieselbe Kante des Tetraeders ABCD gehen,

durch zwei Flächen desselben harmonisch .getrennt sind und die

Ebene U der gegebenen Curve s in zwei in Hinsicht auf diese

Curve einander conjugirten Geraden schneiden. Wenn nun der

Punkt pqr ausserhalb der Ebene U liegt, und also die Curve s

aus dem Punkte pqr durch eine Kegelfläche S projicirt wird, so

kann man (332) eine andere Fläche II. Ordnung F finden, welche

die erwähnte Kegelfiäche in der gegebenen Curve berührt und

der Ebene ABC sich anschmiegt. Da aber die Geraden pU, piU

in Hinsicht auf die Curve s, mithin die Ebenen p, pA in Hinsicht

auf die Kegelfläche S und folglich auch in Hinsicht auf die Fläche

F einander conjugirt und durch die Ebenen ABC, ABD harmo-

nisch getrennt sind, so muss die Fläche F auch der Ebene

ABD und eben so den Ebenen BCD, CAD sich anschmiegen.

Was von dem Punkte pqr gesagt wurde, gilt von jedem

Punkte, in welchem eine von den beiden Ebenen p, px, eine von

den beiden Ebenen, q, qt und eine von den beiden Ebenen r, rj

sich schneiden, so dass also, wenn diese acht Punkte ausserhalb

der Ebene U liegen, die Aufgabe acht Auflösungen zulässt.

335. Es sind eine Fläche II.

Ordnung und ein Tetraeder ge-

geben, von dessen vier Flächen

keine jener Fläche sich an-

schmiegt und auch keine zwei

durch den jener Fläche sich an-

schmiegenden Ebenenbündel ge-

trennt sind; man soll eine Flä-

che II. Ordnung finden, welche

die gegebene Fläche in einer

Es sind eine Fläche II. Ord-

nung G und ein Tetraeder

ABCD gegeben, von dessen

vier Eckpunkten keiner in jener

Fläche liegt und auch keine

zwei durch jene Fläche getrennt

sind; man soll eine Fläche II.

Ordnung finden^ welche die ge-

gebene Fläche in einer Curve

berühre und durch die vier
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Curve berühre und den vier Eckpunkte des gegebenen Te-

Flächen des gegebenen Te- traeders gebe,

traeders sich anschmiege.

Man suche in der Geraden AB die Punkte P, Pj, in der

Geraden A C die Punkte Q, Qi und in der Geraden A D die

Punkte K, Rt, so dass von diesen sechs Punkten je zwei, welche

in einer und derselben Kante des Tetraeders A B C D liegen, durch

zwei Eckpunkte desselben harmonisch getrennt und in Hinsicht

auf die Fläche G einander conjugirt sind. Wenn die Fläche G

von einer Kegelfläche berührt wird, so kann man (332) eine

Fläche II. Ordnung F finden, welche diese Kegelfläche und also

auch die Fläche G in jener Curve berührt und durch den Punkt

A geht. Da aber die Polare eines jeden in der Ebene PQR be-

findlichen Punktes in Hinsicht auf die beiden Flächen G, F die-

selbe ist, und also den Punkten P, Q, R die Punkte Pj , Qj,

Ri auch in Hinsicht auf die Fläche F conjugirt sind, so geht

diese auch durch die Punkte B, C, D. — Was von der Ebene

PQR gesagt wurde, gilt von jeder Ebene, welche durch einen

von den beiden Punkten P, P,, einen von den beiden Punkten

Q, Qi und einen von den beiden Punkten R, Ri geht.

Anhang.

336. Gleichwie Affinität ein besonderer Fall von collineärer

Verwandschaft ist, so ist Aehnlichkeit ein besonderer Fall von

Affinität und Congruenz ein besonderer Fall von Aehnlichkeit. In

ähnlichen Systemen sind je zwei homologe Winkel, in congruenten

Systemen auch je zwei homologe Strecken einander gleich. Zwei

zu einander projektivische Gerade sind ähnlich, wenn dem un-

endlich fernen Punkte der einen Geraden der unendlich ferne

Punkt der andern entspricht Ist überdiess irgend eine endliche

Strecke in der einen Geraden der ihr entsprechenden Strecke

in der andern gleich, so sind die Gebilde congruent.

Will man zwei ebene Systeme so auf einander beziehen, dass

sie ähnlich sind, so kann man zu zwei eigentlichen Punkten A, B

der einen Ebene zwei solche Punkte Ai, Bj der andern Ebene,
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welche jenen entsprechen sollen, nach Belieben annehmen. Es ist

alsdann nur noch festzusetzen, welche von den beiden Seiten der

Geraden A* Bf einer bestimmten Seite der Geraden A B entspre-

chen soll. Sind die unendlichen Strecken AB, At Bj einander

gleich, so werden die Systeme oongruent.

337.�Zwei congruente Strahlenbüscbel, welche in einerlei

Ebene, aber weder perspektivisch liegen noch concentrisch sind,

erzeugen entweder einen Kreis oder eine Hyperbel, deren Assymp-

toten zu einander senkrecht sind. — Wenn in einer Ebene der

Mittelpunkt eines Winkels, ohne dass dieser seine Grösse ändert,

in einer festen Geraden sich bewegt, während der eine Schenkel

um einen festen (eigentlichen) Punkt sich dreht, so beschreibt

der andere Schenkel einen parabolischen Strahlenbüschel. Der

Mittelpunkt des Winkels und der unendlich ferne Punkt des

andern Schenkels sind nämlich homologe Punkte von zwei zu

einander projektivischen geraden Gebilden, welche Schnitte von

zwei congruenten Strahlenbüscheln sind.

338.�Wenn man in einer Geraden einen Punkt als Mittel-

punkt an nimmt und je zwei Punkte, welche von ihm gleichweit

abstehen, einander zugeordnet nennt, so sind die Punkte der Ge-

raden involutorisch so gepaart, dass je zwei einander zugeordnete

Strecken einander gleich sind. Der Mittelpunkt und der unend-

lich ferne Punkt sind die Ordnungspunkte eines solchen involuto-

rischen Gebildes, welches centrisch oder auch symmetrisch genannt

werden kann. In einer eigentlichen Geraden ist hiernach der un-

endlich ferne Punkt von jedem Punkte durch je zwei Punkte,

welche von diesem gleichweit abstehen, harmonisch getrennt.

Die drei Geraden, welche die Eckpunkte eines endlichen

Dreiecks mit den Mittelpunkten der ihnen gegenüberliegenden

Seiten verbinden, schneiden sich (102) in einem Punkte. —

Die beiden Punkte, in welchen die Assymptoten einer Hyperbel

von einer dritten Tangente derselben geschnitten werden, stehen

(250) vom Berührungspunkte dieser Tangente gleiehweit ab.

339.�Sind in einem involutorischen Strahlenbüschel je zwei

einander zugeordnete Winkel einander gleich, so hat der Büschel

entweder zwei zu einander senkrechte Ordnungsetrahlen (Axen),

oder es sind je zwei einander zugeordnete Strahlen zu einander
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senkrecht. Im erstem Falle soll der Büschel symmetrisch; im

letztem aber rechtwinklig heissen.

Nennt man in einer unendlich fernen Geraden je zwei

Punkte, welche in zwei zu einander senkrechten Richtungen

liegen, einander zugeordnet, so sind die Elemente des geraden

Gebildes involutorisch gepaart. Wenn daher zwei Seiten eines

vollständigen ebenen Vierecks, welche in einem Eckpunkte des-

selben sich schneiden, zu den ihnen gegenüberliegenden Seiten

beziehlich senkrecht sind, so sind auch (222) die beiden übrigen

Seiten zu einander senkrecht.

340.�Will man die Elemente eines ebenen Systems involuto-

risch so paaren, dass je zwei einander zugeordnete Gebilde con-

gruent sind, so darf man nur entweder einen Punkt als Mittel-

punkt oder eine Gerade als Axe (Symmetrallinie) annehmen. Im

erstem Falle sind je zwei Punkte, welche vom Mittelpunkte gleich-

weit abstehen und mit ihm in einer und derselben Geraden liegen

im letztem aber je zwei Punkte, welche von der Axe gleichweit

abBtehen und in einer zu ihr senkrechten Geraden liegen, einan-

der zugeordnet. In einem centrischen ebenen Systeme ist also

die Ordnungslinie die unendlich ferne Gerade, daher je zwei ein-

ander zugeordnete Gerade parallel sind und vom Mittelpunkte

gleichweit abstehen. In einem symmetrischen ebenen Systeme

ist der Ordnungspunkt der unendlich ferne Punkt, welcher in

der zur Axe (Ordnungslinie) senkrechten Richtung liegt, daher

je zwei einander zugeordnete Gerade einen Winkel einschliessen,

welcher durch die Axe halbirt wird.

341.�In einem ebenen Polarsysteme heisst jede Gerade, wel-

che der unendlich fernen Geraden, aber nicht sich selbst conju-

girt ist, ein Durchmesser und der Richtung zugeordnet, in wel-

cher ihr unendlich ferner Pol liegt. Jeder Durchmesser einer

Curve II. Ordnung halbirt also (249) jede endliche Strecke,

welche die ihm zugeordnete Richtung hat und von zwdi Punkten

der Curve begrenzt ist. — Alle Durchmesser einer Parabel

sind zu einander parallel und mithin zu einer und derselben

Richtung senkrecht, welcher die Axe der Parabel zugeordöet ist.

342.�Alle Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel schlieiden

sich in ihrem Mittelpunkte (dem Pole der unendlich fernen Gera-
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den), welcher von je zwei Punkten der Curve, die mit ihm in

einer und derselben Geraden liegen, gleichweit absteht. Wenn

nun je zwei conjugirte Durchmesser, von welchen also jeder

der Richtung des andern zugeordnet ist, zu einander senkrecht

sind, folglich jeder Durchmesser eine Axe ist, so ist die Curve,

da alle Punkte derselben vom Mittelpunkte gleichweit abstehen,

ein Kreis. Wenn aber diess nicht der Fall ist, so hat die Curve

(313) zwei Axen, nämlich zwei Durchmesser, welche einander

conjugirt und zugleich zu einander senkrecht sind.

Man nehme an, dass den Durchmessern MA, MB die Durch-

messer MAj, MBA conjugirt, und dass Μ, A, B, Aa , Bi die

Punkte sind, in welchen die vier Durchmesser von einem durch

den Mittelpunkt der Curve gelegten Kreise geschnitten werden,

so erhält man (278) die Axen der Curve, wenn man aus dem

Punkte M diejenigen Punkte des Kreises projicirt, welche mit

seinem Mittelpunkte und dem Schnittpunkte der Geraden ABa,

Aj B in einer und derselben Geraden liegen.

Die Hauptaxe einer Hyperbel halbirt den Assymptotenwin-

kel uud schneidet die Curve in ihren beiden Scheitelpunkten.

Eine Ellipse hat vier Scheitelpunkte und schliesst von ihrer

Hauptaxe ein grösseres Stück ein, als von der andern Axo.

343.�Die Mittelpunkte von allen Curven II. Ordnung,

welche die vier Seiten eines gegebenen vollständigen Vierseits

berühren, liegen in einer Geraden, welche (302) jede von zwei

Gegenpunkten des vollständigen Vierseits begrenzte endliche

Strecke halbirt.

Schneiden sich je zwei Gegenseiten eines vollständigen

Vierecks in einem eigentlichen Punkte, so liegen (303) diese

drei Punkte mit den Mittelpunkten der endlichen Strecken, de-

ren jede von zwei Eckpunkten des Vierecks begrenzt ist, in

einer Curve II. Ordnung, welche von jeder durch die vier Eck-

punkte des Vierecks gehenden Curve II. Ordnung den Mittel-

punkt enthält. Sind je zwei Gegenseiten des Vierecks zu ein-

ander senkrecht, so ist jene Curve ein Kreis.

344.�Wenn von einem Dreiecke, dessen Eckpunkte in einer

gegebenen Curve II. Ordnung s liegen, ein Eckpunkt S gegeben

ist und die in ihm sich schneidenden Seiten zu einander senkrecht
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sind, so geht (276) die dritte Seite durch einen gegebenen

Punkt H. Wenn aber die beiden Seiten, deren Schnittpunkt

gegeben ist, einen schiefen Winkel von gegebener Grösse mit

einander bilden, so berührt (281) die dritte Seite eine gege-

bene Curve II. Ordnung.

Ist die Curve s kein Kreis, so ist die Polare des Punktes

H eine eigentliche Gerade h zu welcher also eine durch den

Punkt S gehende Gerade u parallel ist. Bezieht inan nun zwei

ebene Systeme collineär so aufeinander, dass sie den Strahlen-

büschel S und das gerade Gebilde u entsprechend gemein haben

und dass der Geraden h des einen die unendlich ferne Gerade

des andern entspricht, so entspricht der Curve s des erstem

ein Kreis des letztem, dessen Mittelpunkt M dem Punkte H ent-

spricht« Man findet also den Mittelpunkt M des Kreises, welcher

der Curve s im Punkte S am Innigsten sich anschmiegt, wenn

man irgend einen von S verschiedenen eigentlichen Punkt F der

Geraden u aus dem Punkte H auf die Gerade h projicirt, die

Projektion G mit dem Punkt S verbindet und alsdann durch

F eine zu GS parallele Gerade FM zieht.

345. Wenn a die Axe einer Parabel oder eine von den bei-

den Axen einer andern Curve II. Ordnung ist, welche nämlich

nur zwei Axen hat, so gibt es in der Geraden a zu jedem ei-

gentlichen Punkte P, welcher nicht der Pol der unendlich fernen

Geraden ist, einen eigentlichen Punkt Ply so dass je zwei einander

conjugirte Gerade, von welchen die eine durch denPunkt P

und die andere durch den Punkt Ft geht, zu einander senkrecht

sind. Nennt man je zwei solche Punkte einander zugeordnet,

so sind die Punkte der Geraden a involutorisch gepaart.

Es sei R der Pol der Axe a, p eine Gerade, welche diese

Axe im Punkte P unter schiefen Winkeln schneidet, und Pt der

Punkt, in welchem die Axe a von der Geraden pA geschnitten

wird, die durch den Pol der Geraden p geht und zu dieser Ge-

raden senkrecht ist. Da nun drei Strahlen a, PR, p des Bü-

schels P zu den ihnen conjugirten Strahlen PjR, a, p* des Bü-

schels senkrecht sind, so kann man aus 252 schliessen, dass

jeder Strahl des einen Büschels zu dem ihm conjugirten Strahle

des andern senkröcht ist. Da ferner auch die beiden Parallel-
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strahlenbüschel, von welchen der eine die Richtung der Geraden

p und der andere die Richtung der Geraden pA hat, wenn auf

jeden Strahl des einen der ihm conjugirte Strahl des andern be-

zogen wird, zu einander projektivisch sind, demnach von der

Axe a in zwei zu einander projektivischen geraden Gebilden

geschnitten werden, und je zwei homologe Punkte dieser Ge-

bilde einander doppelt entsprechen, so folgt auch der letztere

Theil des Satzes.

Wenn die Curve eine Parabel ist und also die beiden Pa-

rallelstrahlenbüschel die unendlich ferne Gerade entsprechend ge-

mein haben, so ist der unendlich ferne Punkt G des involutori-

schen geraden Gebildes a sich selbst zugeordnet, daher der an-

dere Ordnungspunkt F derselben, welcher der Brennpunkt der

Parabel heisst, von je zwei einander zugeordneten Punkten gleich-

weit absteht. Ist aber die Curve eine Ellipse oder Hyperbel, so

enthält dae erwähnte Gebilde, da dem unendlich fernen Punkte

U desselben der Mittelpunkt M der Curve zugeordnet ist, ent-

weder zwei von diesem Punkte gleichweit abstehende Ordnungs-

punkte (Brennpunkte) oder gar keinen Ordnungspnnkt, je nach-

dem die Gerade a die Haupt&xe oder die andere Axe der Curve

ist (je nachdem die Geraden p, pA durch die Punkte M, U

nicht getrennt oder getrennt sind).

Schneiden sich also zwei zu einander senkrechte Gerade im

Brennpunkte F einer Parabel oder in einem von den beiden

Brennpunkten F, G einer Ellipse oder Hyperbel, welche nämlich

mit ihnen in einerlei Ebene liegt, so sind sie in Hinsicht auf

die Curve einander conjugirt. Dasselbe ist der Fall, wenn die

zu einander senkrechten Gerade SP, SP3 durch die Punkte

F, G harmonisch getrennt sind und also die von den beiden

Geraden SF, SG eingeschlossenen Winkel halbiren. Liegt der

Punkt S in der Curve, so ist die eine von den beiden Geraden

SP, SP4 eine Tangente derselben. Wenn aber im Punkte S

zwei Tangenten der Curve sich schneiden, so werden auch die

Winkel, welche diese Tangenten mit einander bilden, durch

die Geraden SP, SPi halbirt.

346. Die i�\ von je zwei endlichen Strecken FS, GS,

l Differenz!�-
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welche die Brennpunkte einer j�j j einem Punkte der

Curve verbinden, ist dem von derselben! öm [geschlossenem Stücke

A B der Hauptaxe gleich. Jeder Punkt einer Parabel steht von

ihrem Brennpunkte und der Polare dieses Punktes gleichweit ab.

Es wird hinreichend sein, denjenigen von den obigen Sätzen

zu beweisen, welcher auf eine ^Ellipse sich bezieht. Die Tangen-

ten ST, BT bilden nach dem Vorigen einen Winkel, welcher

durch die Geraden PT, G T in drei Theile a, ß, y getbeilt wird,

so dass a — y und also a+ß—ß+y ist. Man schneide nun

in der Geraden AB vom Punkte B aus ein Stück BJ=:BG ab,

so ist auchT J=TG und F J = FB + BG= FB + FA = AB.

Es werde ferner die Gerade F S von der Geraden, welche durch

den Brennpunkt G geht und zur Tangente S T senkrecht ist, im

Punkte K geschnitten, so ist, weil die geraden Linien SG, SK

mit der Tangente ST gleiche Winkel bilden, SG=SK und also

auch TG=TK. Da endlich in dem Vierecke TJFK die Sei-

ten T J, T K einander gleich sind und der Winkel am Punkte T

durch die Diagonale T F in zwei gleiche Theile (2 a +* ß=.2y+ß)

getheilt wird, so ist auch FKzzzFJ d. i. FS + GS = AB.

347.�Drei Gerade, welche in drei eigentlichen Punkten sich

schneiden, bilden mit einander sechs Winkel, deren Halbirungs-

linien die Selten eines vollständigen Vierecks sind. Die Eckpunkte

dieses Vierecks sind die Mittelpunkte von vier Kreisen, deren je-

der jene drei Geraden berührt. Hieher gehört auch (316) die

erste von den drei folgenden Aufgaben, während die beiden übri-

gen besondere Fälle von 315 sind.

Eine Curve II. Ordnung zu finden, welche durch die drei

Eckpunkte eines gegebenen Dreiecks gehe und einen vierten in

derselben Ebene gegebenen Punkt zum Brennpunkte habe. — Um

ein gegebenes endliches Dreieck einen Kreis zu beschreiben. —

Iä ein gegebenes Dreieck eine Curve II. Ordnung zu beschreiben,

welche einen innerhalb des Dreiecks gegebenen Punkt zum Brenn-

punkt habe.

348.�Will man die Elemente eines räumlichen Systems invo-

lutoriech so paaren, dass je zwei einander zu geordnete einförmige

Staudt, Geometrie der Lage.�14
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Gebilde congruent sind, so darf man nur entweder die unendlich

ferne Ebene als Ordnungsebene und einen eigentlichen Punkt M

als Ordnungspunkt, oder eine eigentliche EbeneS als Ordnungs-

ebene und den unendlich fernen Punkt, welcher in der zur Ebene

S senkrechten Richtung liegt, als Ordnungspunkt, oder eine ei-

gentliche Gerade a und die unendlich ferne Gerade, welche in

der zur erstem senkrechten Stellung liegt, als Ordnungslinien an-

nehmen. Im ersten Falle sind je zwei Punkte, welche mit dem

Mittelpunkte Min einer Geraden liegen und von ihm gleichweit

abstehen, im zweiten Falle je zwei Punkte, welche in einer zur Sym-

metralebene S senkrechten Geraden liegen und von der Ebene S

gleich weit abstehen, im dritten Falle je zwei Punkte, welche in

einer zur Axe a senkrechten Geraden liegen und von der Axe

gleich weit abstehen, einander zugeordnet. Zwei einander zuge-

ordnete Körper sind im ersten und zweiten Falle symmetrisch

gleich, im dritten aber congruent.

349. Wird in einem gewöhlichen Strahlenbündel jedem

Strahle die zu ihm senkrechte Ebene zugeordnet, so soll derselbe

rechtwinklig heissen. In einem solchen Polarsysteme sind also

auch je zwei conjugirte Elemente zu einander senkrecht.

Sind in einem vollständigen

Vierkante zwei einander nicht

gegenüberliegende Seiten zu den

ihnen gegenüberliegendenSeiten

beziehlich senkrecht, so sind

auch (244) die beiden übrigen

Seiten zu einander senkrecht.

Sind in einem vollständigen

Vierseite zwei einander nicht

gegenüberliegende Kanten zu

den ihnen gegenüberliegenden

Kanten beziehlich senkrecht, so

sind auch die beiden übrigen

Kanten zu einander senkrecht.

350. Wenn zwei concentrische Strahlenbüschel in zwei Ebe-

nen liegen, welche unter schiefen Winkeln sich schneiden, so ist

zu jedem Strahle des einen Büschels ein Strahl des andern senk-

recht. Nennt man je zwei solche Strahlen einander entsprechend,

so sind (252) die Büschel projektivisch auf einander bezogen, da-

her die Ebenen, deren jede die Büschel in zwei zu einander senk-

rechten Strahlen schneidet, alle eine Kegelfläche II. Ordnung

berühren. — Drehen sich zwei zu einander senkrechte Ebenen

um zwei feste Axen, welche unter schiefen Winkeln sich schnei-

den, so beschreibt ihre Schnittlinie eine Kegelfläche II. Ordnung.
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351.�In einem gewöhnlichen polären Strahlenbündel, welcher

eine Ordnungsfläche hat, ist jedem Strahle a, welcher nicht in

dieser Fläche liegt, eine Ebene A zugeordnet, so dass die Mittel-

punkte von allen 'endlichen Strecken, deren jede zu der Geraden a

parallel und von zwei Punkten der Kegelfläche begrenzt ist, in

der Ebene A, die Mittelpunkte von allen Curven aber, in welchen

die Kegelfläche von den zur Ebene A parallelen Ebenen geschnit-

ten wird, in der Geraden a liegen. Sind die Elemente a, A zu

einander senkrecht, so ist die Gerade a eine Axe und die Ebene

A eine Symmetralebene der Kegelfläche. Hat der poläre Strah-

lenbündel mit dem rechtwinkligen Strahlenbündel, der mit ihm

concentrisch ist, nur (295) ein Polardreikant gemein, so hat die

Kegelfläche nur drei Axen, von welchen die eine a (die Hauptaxe)

von der Fläche eingeschlossen ist Wenn aber jeder Ebene des

Ebenenbüschels a in Hinsicht auf beide Polarsysteme ein und der-

selbe Strahl zugeordnet ist (die Kegelfläche die imaginäre Ord-

nungsfläche des rechtwinkligen Polarsystems in zwei imaginären

Strahlen berührt), so ist die Kegelfläche eine Drehungsfläche,

welche nämlich von jeder zu ihrer Hauptaxe senkrechten Ebene in

einem Kreise geschnitten wird.

352.�Die drei Seiten eines

gewöhnlichen Dreikants bilden

mit einander sechs Flächenwin-

kel, deren Halbirungsebenen die

Seiten eines vollständigen Vier-

kants sind. Jede Kante dieses

Vierkants ist die Axe eines

Drehungskegels, dessen Mantel

die drei Seiten des Dreikants

berührt. 317.

Die drei Kanten eines ge-

wöhnlichenDreikants bilden mit

einander sechs ebene Winkel,

deren Halbirungslinien die Kan-

ten eines vollständigen Vierseits

sind. Jede Seite dieses Vier-

seits ist zur Axe eines Dreh-

ungskegels senkrecht, dessen

Mantel durch die drei Kanten

des Dreikants geht.

353.�Wenn eine Kegelfläche II. Ordnung nur drei Axen a, b, c

hat und also auch in der Hauptaxe a nur zwei Symmetralebenen

sich schneiden, so schliesst die Fläche von der einen ab dieser

Ebenen einen grössern Winkel AB ein als von der andern, da-

gegen dem Schnitte des Strahlenkegels mit der Ebene a c ein grös-

serer Flächenwinkel W zugeordnet ist Der Winkel AB enthält
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zwei Strahlen F, G, der Winkel W aber zwei Ebenen H, J, von

welchen Folgendes gilt:

Je zwei Ebenen, welche in

Hinsicht aufdie Kegelfläche ein-

ander conjugirt sind und in einer

von den beiden Geraden F, G

sich schneiden, sind zu eiuander

senkrecht. Die ebenen Winkel

FG, F*G werden aus jeder

Geraden S, welche durch den

MittelpunktderKegelflächegeht,

aber ausserhalb der Ebene F G

liegt , durch zwei Flächenwinkel

projicirt, deren Halbirungsebe-

nen zu einander senkrecht und

einander conjugirt sind, folglich,

wenn in der Geraden S zwei

Berührungsebenen der Kegel-

fläche sich schneiden, auch die

von diesen Ebenen gebildeten

Winkel halbiren. Liegt aber die

Gerade S in der Kegelfläche,

so wird diese von der einen der

erwähnten Halbirungsebenen

berührt. Ferner ist alsdann

die Summe der innerhalb des

Strahlenkegels befindlichen ebe-

nen Winkel F S, G S dem Win-

Je zwei Gerade, welche in

Hinsicht auf die Kegelfläche ein-

nander conjugirt sind und in ei-

ner von den beiden Ebenen H, J

liegen, sind zu einander senk-

recht. Die Flächenwinkel H, J

H'J werden von jeder Ebene

U, welche durch den Mittelpunkt

der Kegelfläche aber nicht durch

die Axe b geht, in zwei ebenen

Winkeln geschnitten, deren Hal-

birungslinien zu einander senk-

recht und einander conjugirt

sind, folglich, wenn die Ebene

U die Kegelfläche in zwei Strah-

len schneidet, auch die von

diesen Geraden gebildeten Win-

kel halbiren. Wird aber die

Kegelfläche von der Ebene U

berührt, so ist der Berührungs-

strahl die eine von den erwähn-

ten Halbir ungslinien. Ferner ist

alsdann die Summe der von der

Kegelfläche ausgeschlossenen

Fläcbenwinkel HU, JU dem

Winkel W gleich.

kel AB gleich.

Die Beweise dieser Sätze sind denen von 345 und 346 ganz

analog, daher nur noch bemerkt wird, dass die Kegelfläche von

jeder zu H oder J parallelen Ebene in einem Kreise geschnitten

wird.

354. In einem räumlichen Polarsysteme wird jede Ebene,

welche einem nicht in ihr liegenden unendlich fernen Punkte zu-

geordnet ist, eine Diametralebene, jede Gerade aber, welche einer

mit ihr nicht in einerlei Ebene liegenden unendlich fernen Geraden
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zugeordnet ist, ein Durchmesser genannt. Jede Diametralebene

halbkt also jede endliche Strecke, welche die ihr zugeordnete

Richtung hat und von zwei Punkten der Ordnungsfläche P be-

grenzt ist. Jeder Durchmesser enthält den Mittelpunkt einer jeden

Curve, in welcher die Fläche P von einer ihm conjngirten Ebene

geschnitten wird. IstF ein Paraboloid, so sind alle Durchmesser

zu einander parallel und also zu einerund derselben Stellung senk-

recht, welcher die Axe des Paraboloids zngeordnet ist. Wenn

ferner jede durch die Axe a gehende Ebene eine Symmetralebene

(zu der ihr zugeordneten Richtung senkrecht) ist, so ist die Fläche

P ein (elliptisches) Drehungsparaboloid. Enthält aber der Ebenen-

büschel a nur zwei Ebenen, welche einander conjugirt und zu-

gleich zu einander senkrecht sind, so enthalten diese von jeder

Curve, in welcher die Fläche von einer zu ihrer Axe senkrechten

Ebene geschnitten wird’, die beiden Axen. Die erwähnten Sym-

metralebenen selbst schneiden die Fläche in zwei Parabeln, welche

in ihrem gemeinschaftlichen Scheitelpunkte die in diesem Punkte

zur Axe a senkrechte Ebene auf einerlei oder entgegengesetzen

Seiten berühren, je nachdem das Paraboloid ein elliptisches oder

hyperbolisches ist. Uebrigens wird das Paraboloid von jeder Dia-

metralebene in einer Parabel geschnitten, in welcher demselben

eine parabolische Cylinderfläche sich anschmiegt.

355.�Alle Durchmesser und Diametralebenen eines Ellipsoids

oder auch Hyperboloids gehen durch seinem Mittelpunkt;, nämlich

den Pol der unendlich fernen Ebene, welcher von je zwei Punkten

der Fläche, die mit ihm in e i n e r Geraden liegen, gleichweit ab-

steht. Ist unter allen den Polardreikanten, deren jedes drei ein-

ander conjugirte Durchmesser zu Kanten hat, nur eines, dessen

Kanten alle drei zu einander senkrecht sind, so hat die Fläche

nur drei Axen und drei Symmetralebenen. Wenn aber ein-

Durcbmesser a mit je zwei Durchmessern, die zu ihm und unter

sich senkrecht sind, ein Pölardreikant bildet, so ist die Fläche

eine Drehungsfläche und jener Durchmesser die Drehungsaxe der-

selben. Wenn endlich jeder Durchmesser zu der ihm conjugirten

Diametralebene senkrecht ist, so ist die Fläche, da alle Punkte

derselben vom Mittelpunkte gleich weit abstehen, eine Kugelfläche.

356.�Wenn ein Ellipsoid, welches nur drei Axen hat, von der
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einen das Stück AB, von der andern das Stück Ctf und von

der dritten das Stück EF einschliesst, so dassAB>CD>EF

ist, so wird die Fläche von der mit ihr concentrischen und durch

die Punkte C, D gehenden Kugelfläche in zwei Kreisen geschnitten.

Die Kugelfläche schneidet die Ebene AEBF in einem Kreise k,

dieser Kreis aber die Ellipse AEBF in den vier Eckpunkten

eines Rechtecks, dessen Diagonalen die zum Durchmesser C D

senkrechten Durchmesser jener Kreise sind. Die gemeinschaftlichen

Tangenten der Ellipse AEBF und des Kreises k bezeichnen die

Richtungen von zwei um das Ellipsoid beschriebenen Drehungs-

cylindern.

357.�Jeder in einer Fläche II. Ordnung liegende Kreis s

gehört einem Systeme von Parallelkreisen an, welche die Fläche

erfüllen.

Es sei a derjenige Durchmesser der Fläche, welcher der

Ebene E des Kreises s conjugirt ist. Da nun der in dem Polar-

systeme enthaltene involutorische Ebenenbüschel a von der Ebene

E und mithin auch von jeder zu dieser Ebene parallelen Ebene

in einem rechtwinkligen Strahlenbüschel geschnitten wird, so folgt

der Satz.

358.�Jeder Durchmesser eines Hyperboloids ist der Diame“

tralebene conjugirt, welche ihm in Hinsicht auf den Assymptoten-

kegel zugeordnet ist, daher die Axen des Assymptotenkegels zu-

gleich die Axen des Hyperboloids sind. Ob eine Curve, in wel-

cher das Hyperboloid von einer Ebene geschnitten wird, ein Kreis-

oder eine andere Ellipse oder eine Parabel oder eine Hyperbel

sei, kann an der Curve erkannt werden, in welcher dieselbe Ebene

oder eine zu ihr parallele Ebene den Assymptotenkegel schneidet.

Jede Ebene, welche den Assymptotenkegel eines einschaligen

Hyperboloids in einer Geraden berührt, schneidet das Hyperboloid

in zwei Geraden, welche zu jener Geraden parallel sind und von

ihr gleichweit abstehen. Durch je drei Gerade, welche einer und

derselben Schaar angehören, ist (48) einParallelepipedon bestimmt,

dessen Mittelpunkt zugleich der Mittelpunkt des Hyperboloids ist.

Zieht man zu jeder der drei Geraden eine Parallele, welche die

beiden übrigen schneidet, so erhält man drei Parallelstreifen, deren

Halbiruugslinien in dem erwähnten Punkte sich schneiden.
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359.�Wird eine Curve II. Ordnung um ihre-Hauptaxe ge-

dreht , so erzeugt sie eine Fläche II. Ordnung S, welche zwei

Brennpunkte F, G hat. Aus jedem dieser Punkte wird jede Curve

s, in welcher die Fläche S von einer nicht durch ihn gehenden

Ebene E geschnitten wird, durch eine Drehungsfläche K projicirt,

deren Axe durch den Pol P jener.Ebene geht.

. In Hinsicht auf die Fläche S ist nämlich jeder durch den

Punkt F gehenden Ebene Q ein Punkt Qj zugeordnet, welcher

mit dem Punkte F in einer zur Ebene Q senkrechten Geraden

F Qi liegt. Wenn nun die Ebene Q auch durch den Punkt P

gebt, folglich der Punkt Q* in der Ebene E liegt, so ist in Hin-

sicht auf die Curve s der Geraden EQ der Punkt Q*, mithin in

Hinsicht auf die Kegelfläche K jeder durch die Geraden FP ge-

henden Ebene Q eine zu dieser Ebene senkrechte Gerade FQj

zugeordnet.

360.�Je zwei unendlich ferne�I, welche in zwei zu

(Gerade )

einander senkrechten I ^|c^unSen ( liefen, sind in Hinsicht auf

( Stellungen )

die imaginäre Curve einander conjugirt, in welcher die unendlich

ferne Ebene von allen Kugeln und den imaginären Ordnungsflächen

aller rechtwinkligen Strahlenbündel geschnitten wird. Es heisst

dies aber nichts anderes, als dass dasjenige unendlich ferne ebene

Polarsystem, welches aus jedem eigentlichen Punkte durch einen

rechtwinkligen Strahlenbündel projicirt wird, in jedem räumlichen

Polarsysteme enthalten sei, dessen Ordnungsfläche eine Kugel-

fläche ist.

Durch vier gegebene eigent-

liche Punkte, welche nicht in

einerlei Ebene liegen, eine Ku-

gelfläche zu legen (eine Fläche

II. Ordnung, welche durch die

oben erwähnte imaginäre Curve

gehe). 333.

Eine Kugel zu beschreiben,

welche (334) die vier Flächen ei-

nes gegebenen Tetraeders ABCD

Eine Fläche II. Ordnung zu

finden, welche die vier Flächen

eines gegebenen Tetraeders be-

rühre und einen ausserhalb die-

ser vier Ebenen gegebenen

Brennpunkt habe.

Eine Fläche II. Ordnung zu

finden, welche durch die vier

Eckpunkte eines gegebenen Te-
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berühre, von dessen sechs Kan-

ten keine imUnendlichen liegt.— ;

Die vier Flächen des Tetrae-

ders bilden zwölf Flächenwin-

kel, deren Halbirungsebenen die

Seiten von zwölf vollständigen

Vierkanten sind. Die Mittel-

punkte dieser Vierkante sind die

vier Eckpunkte des Tetraeders

und acht andere Punkte. Wenn

nun M irgend einen der acht

letztem Punkte bezeichnet, so

kommt es darauf an, ob er im

Unendlichen oder nicht im Un-

endlichen liegt. Im erstem Falle

ist die Gerade DM die Axe ei-

nes Drehungskegels, welcher die

Ebenen DAB,DAO, DBC und

die durch den Punkt D gehen-

de, zur Ebene ABC parallele

Ebene P berührt. Im letztem

Falle ist der Punkt M der Mit-

telpunkt einer Kugel, welche

die vier Flächen des Tetraeders

A B C D berührt. Die Aufgabe

lässt daher fünf oder sechs oder

sieben oder acht Auflösungen zu,

je nachdem es drei oder zwei

oder einen oder keinen Dreh-

ungskegel giebt, welcher die

vier Ebenen D A B, D A C, D B C,

P berührt.

traeders ABCD gehe und ei-

nen gegebenen Brennpunkt F

habe, der in keiner Kante des

Tetraeders liegt. — Die vier

Geraden FA, FB, FC, FD

bilden mit einander zwölf ebene

Winkel, deren Halbirungslinien

die Kanten des Tetraeders in

den zwölf Eckpunkten von zwölf

vollständigen Vierseiten schnei-

den. Die Träger dieser Vier-

seite sind die vier Flächen des

Tetraeders und acht anderen

Ebenen. Ist nunE irgend eine der

acht letzteren Ebenen, so kommt

es darauf an, ob sie durch den

Punkt F oder nicht durch ihn

geht. Im erstem Falle ist die

Ebene E zur Axe eines Dreh-

ungskegels senkrecht, dessen

Mantel durch die vier Geraden

FA, FB, FC, FD geht. Im

letztem Falle ist die Ebene E

die Polare des Punktes F in

Hinsicht auf eine Fläche, welche

der Aufgabe Genüge leistet. Die

Aufgabe lässt daher fünf oder

sechs oder sieben oder acht

Auflösungen zu, je nachdem es

drei oder zwei oder einen oder

keinenDrehungskegel giebt, des-

sen Mantel durch die vier Ge-

raden F A, F B, F C, F D, geht.

Berichtigung.

In 277 ist 2n-f 1 statt n-K und 2n statt n zu lesen.
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sicht auf Wöckel’s Sammlung geometrischer Aufgaben.

Neu bearbeitet und verbessert von Th. E. Schröder. Geb.

Mk. 2.10.

HailCk, Dr. H. und Dr. A F. Lehrbuch der Arithmetik für Real-

Gewerb- und Handelsschulen, sowie für Geschäftsmänner

überhaupt. In 3 Theilen. I. Theil 1. Abthlg. Mk. 1.60.

I.�Thl. 2. Abthlg. Mk. 1.70. II. Thl. 1. Abth. Mk. 2.

II.�Thl. 2. Abth. Mk. 2.— III. Theil. 1. Abth. Mk. 2.—

Herold, Dr. Friedr. W., Professor zu Nürnberg. Lehrbuch der Buch-

stabenrechnung und Algebra.�Mk. 2.—

—�— Einleitung in die Geometrie. Mit 2 Figurentafeln. Mk. —.50.

Hofmann, A. Beobachtungen und Erfahrungen auf dem Gebiete

der Schulgesundheitspflege. Mit brieflichen Gutachten über

Luftheizung u. s. w. von Freiherrn v. Liebig und mehreren

Professoren, Aerzten, Technikern undSchulmännern. Mk. 1.50.

Klingenfeld , Fr. Aug., ordentl. Professor der darstellenden Geometrie

und der mech. Technologie an der k. polytechnischen Schule

zu München. Lehrbuch der darstellenden Geometrie. I. Bd.

mit 5 Tafeln Mk. 2.80. II. Band mit 7 Tafeln. Mk. 5.--.

ΙΠ. Band mit 4 Tafeln. Mk. 3.—

Dieses Werk wird in vielen Gewerbschulen und mehreren

Hochschulen als Lehrbuch benützt.

Neger, Dr. J. Excursionsflora Deutschlands. Analytische Tabellen

zum möglichst leichten und sichern Bestimmen aller in

Deutschland, Deutsch-Oesterreich und der Schweiz wild-

wachsenden und häufiger cultivirten phanerogamischen und

kryptogamischen Gefösspflanzen.�Mk. 5.20.



﻿Ohm, Prof. Dr. M. Die Dreieinigkeit der Kraft. Ein Beitrag zur

näheren Erfeenntniss Gottes inv seiner materiellen Schöpf-

ung. Für die. Gebildeten aller Stände. Preis Mk. 6,—

Ohm, Prof. Dr. M. Versuch eines vollkommen consequenten Systems

der Mathematik. 9 Bände. Herabgesetzter Preis Mk. 39.—

Enthaltend : 1. und 2. Band: Lehrbuch der niederen Ana-

lysis.�Mk.�15.80

3. bis 7. Band: Lehrbuch der höheren Ana-

lysis.�Mk.�24.—'

8.�Band: Die Lehre der endlichen Differenzen

und Summen der reellen Factoriellen und

Fakultäten sowie die Theorie der bestimmten

Integrale.�Mk. 6.—

9.�Band: Die Auswerthungsmetfioden bestimm-

ter Integrale sowie die Theorie der Reihen

und der Integrale des Fouriers. Mk. 6.80.

Wei8S, Prof. Dr. Ad. Handbuch der Trigonometrie. 462 Seiten in

gr. 8.�Mir. 3*—

Wenz, G. Atlascommentar. Theoretische und praktische Einführung

in die Landkarten-Projection. Zur Förderung des erdkund-

lichen Unterrichts und Studiums gemeinfasslich darge-

stellt.�Mk. 2.—*

Wöckel, Dr. L. Geometrie der Alten in einer Sammlung von 850

Aufgaben. Zum Gebrauch in Gymnasien und technischen

Lehranstalten, sowie beim Selbststudium der Geometrie,

neu bearbeitet und verbessert von Th. E. Schröder, Pro-

fessor der Mathematik. Geb.�'. Mk. 1.80.

—�— Beispiele und Aufgaben aus der Algebra für Gymnasien,

Realschulen und zum Selbstunterricht bearbeitet von Th.

E. Schröder. Geb.�Mk.—.80.

Das Werk ist in so vielen Auflagen bereits erschienen,

dass dadurch dessen Brauchbarkeit hinlänglich erwiesen ist.

—�— Beispiele und Aufgaben aus der Algebra für Gymnasien,

Realschulen und zum Selbstunterricht bearbeitet von Th.

E. Schröder, Professor der Mathematik und Physik. Geb.

Mk. — .80.

—�— Bemerkungen zu dem 6. Abschnitt der Sammlung geo-

metrischer Aufgaben und kurze Erklärung der hiezu ge-

hörigen Kupfer.�Mk. — .40.

—�— Der kleine geometrische Zeichner als Vorbereitung zur

Schattenkonstruktion. Für Gewerbe- und polytechnische

Schälen, sowie zum Selbststudium für sämmtliche Bauge-

werke. Mit 117 geometr. Figuren.�Mk. —.80.
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