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e On n’hésitera pas & utiliser un résultat énoncé dans une question précédente,
en veillant cependant & bien en indiquer la référence.

Les exercices et problémes peuvent étre traités dans 1’ordre de votre choix.
Les (x) désignent les questions les plus difficiles.

Vous trouverez un formulaire sur la transformée de Fourier en fin de sujet.
Vous avez obligation d’utiliser la définition du cours.

Dans ce sujet, on rappelle que H'(]0, 1[) se plonge continuement dans C°([0,1]). 11
existe C's > 0 tel que pour tout u € H*(]0, 1]), en notant toujours u le représentant
continu de u, on a

1
u(@)] < Cs - |lulla et |u(z) —u(y)| < Cslluflar |z - yl?
pour tous z,y € [0, 1].

Exercice 1. Déterminez la transformée de Fourier de
f: R — R

. 0 siz <0
v e six>0
Existe-t’il une fonction dans L' dont la transformée de Fourier est f ?

Exercice 2. On se donne une fonction g € L?(]0, 1]). On définit

v(x) = /Owg(t) dt pour x € [0, 1].

1. Montrez que v(z) est définie pour tout z € [0, 1].
2. Montrez que v est continue sur [0, 1]

3. Montrez que v € H'(]0,1[) et que v = g.

1. PROBLEME 1 : MINIMISATION

On se donne (H, (-, -)) un espace de Hilbert et une fonction ' € C1(H). On définit
le gradient de F en z € H par l'unique élément ¢(z) € H tel que (p(z),y) = dFy(y)
pour tout y € H. Le but de ce probléme est de trouver un point fixe du gradient,
A savoir un élément z € H tel que

x = ().
On suppose que :
o Ilexiste C > 0et 0 < a < 2 tels que |F(z)] < C(1+|z||*) pour tout x € H;
e Six, — z faiblement, alors lim,,_,; F'(z,) = F(z).
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On définit alors )
J(x) = @ — F(z) pour z € H.

1. Montrez qu’il existe m € R tel que m = inf{J(z)/z € H}.

On se donne une suite (x,) € HY qui est minimisante pour .J.

2. Montrez que (x,) est bornée dans H et déduisez-en une sous-suite (x;(,)) qui
converge faiblement vers une limite z € H.

3. Montrez que J(z;)) = J(z) + w + o(1) quand n — +o0.

4. Montrez que J(z) = inf J.

5. (x) Montrez que (z,y) = dF,(y) pour tout y € H.

6. (x) Montrez qu’il existe ¢ € C°(H, H) telle que (p(2),y) = dF.(y) pour tous
Y,z € H.

7. Concluez.

2. PROBLEME 2 : CONDITIONS AU BORD DE TYPE STEKLOV

On se donne p € C*([0,1]), ¢ € C°([0,1]) et A € R. Pour f € C°([0,1]), on
cherche & prouver I'existence de u € C2([0,1]) telle que

—(pu) +qu=f dans [0,1] (B)
u’(0) = Au(0) et v/ (1) = Au(1)
On suppose qu’il existe § > 0 tel que
p(z) > 6 et g(x) > J pour tout x € [0,1].
Dans ce probléme, si vous étes bloqué(e), vous pouvez vous restreindre au cas A =0
(mais cela ne vous donnera pas le mazimum des points).
1. Montrez que si u € C?([0,1]) est solution de (E), alors

/O (P2} + q(x)up) dx = / Fode+ A [p(1)u(1)p(1) — p(0)u(0)p(0)] pour tout o € C* ([0, 1]).

Pour f € L?(]0,1[), on dit que u € H'(]0, 1[) est une solution faible de (E) si

/O (p(2)u'¢’ + q(z)up) dz = /O fodat+X[p(1)u(1)p(1) — p(0)u(0)(0))] pour tout ¢ € H'(]0,1[).

2. Montrez que la définition d’une solution faible fait sens.

3. (Question longue mais classique) On suppose dans cette question uniquement
que A = 0. Montrez que pour tout f € L?(]0, 1[), il existe une unique solution faible
de (E).

4. (%) Dans le cas général, montrez qu'’il existe Ag > 0 tel que si |A| < A, alors
pour tout f € L?(]0,1[), il existe une unique solution faible de (E). On n’hésitera
pas a reprendre des arguments de la question précédente.

5. (x) On suppose que f € CY([0,1]) et on se donne u € H'(]0,1[) une solution
faible de (E). Montrez que u € C?([0,1]) et est solution de —(pu’)’ + qu = f. On
pourra tester la définition d’une solution faible sur des fonctions ¢ € C1(]0,1]).

6. On suppose que f € C°([0,1]) et on se donne u € H(]0, 1]) une solution faible de
(E). En utilisant la définition de la solution faible avec une fonction ¢ € C1([0,1])
et en intégrant pas parties, montrez que u'(0) = Au(0) et w'(1) = Au(1).

7. Concluez.



3. PROBLEME 3 : UNE EQUATION ELLIPTIQUE A PARAMETRE

On se donne A € R et f € CO(R,R) telle que f € L*(R,R) et f € LY(R,C).
On cherche a donner une condition nécessaire pour 'existence et I'unicité d’une
solution u € C%(R,R) de

-+ u=f dans R (Ey)
limg oo u(z) = limy oo v/ () = 0. A

3.1. Le cas A > 0. On suppose dans les questions 1 & 4 que A > 0.

1. (Question longue) Sous les hypothéses de I'exercice, montrez l’existence et 1'uni-
cité de la solution u € C?(R,C) (I'ensemble d’arrivée est important) au probléme

(Ex)-
2. Montrez que si u € C%(R, C) est solution de (E)), alors i aussi.
3. Déduisez en Pexistence et 1'unicité de la solution u € C?(R,R) de (E)).

4. Pour A > 0, on note uy € C%(R,R) I'unique solution de (E). Montrez que pour
tous —oo < a < b < +00, ’application

T: 0,4+00[ = (Ca,b,R), || [loo)
A — U\
est continue.

5. (%) Effectuez la résolution formelle de (FE_z). Quelles hypothéses devez-vous
faire pour que la solution formelle fasse sens? (Indication : dénominateur). On
notera (H,,) ces hypothéses.

6. (%) Sous I'hypothése (H, ), montrez l'existence et l'unicité d’une solution u €
C?(R,C) de (E_.2).

7. On se donne u € C?(R,C) une solution de (E_.2). On se donne ¢ € C?(R,C)
une fonction bornée de dérivée bornée. Montrez que pour tout R > 0,

/R (—u' — w?u)pdr = /_};(—go’ —w?@)udz + o(1)

-R
ol limp_, o 0(1) = 0.
8. On se donne u € C?(R, C) une solution de (E_,:). Montrez que

/f sin(wz dac—/f cos(wz) dx = 0. (H.,)

9. (x) On se donne f € C°(R,R) telle que f € L'(R,R), z +— zf(z) € L'(R,R) et
f € L*(R,C). Montrez qu’il existe une solution de (E_,:) si et seulement si (H/))
a lieu.

4. FORMULAIRE

Soit f : R — C. Lorsque cela fait sens, on définit sa transformation de Fourier

R 1 A
L —izé
= — x)e dx pour ¢ € R.
Sous réserve des bonne hypothéses, on a alors

(1) ==/ = e=€°/2,
(2) @Zéf(g) pour a >0 et £ € R;



(3) f1(€) = if(€)
N7 '/\
() (f) = —if(@)
Important/Attention : ce formulaire ne comporte pas ou peu d’hypothése.

C’est volontaire, & vous de les écrire correctement si vous avez besoin des formules.
)



