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/Users/juanitagomez/Local/Dev-Spyder/spyder/spyder/plugins/plots/plugin.py

~ @ plugin.py
~ [ Plots

get_name
get_description
get_icon
register
unregister

current_widget
add_shellwidget
remove_shellwidget
set_shellwidget
~ @ chart plot_example.py
~ % Plot final terrain model
@ generate_polar_plot
@ generate_dem_plot
@ main
v @ plugin.py
~ [@ IPythonConsole
_init_
SpyderPluginMixin API
update_font
_apply_gui_plugin_settings
_apply_mpl_plugin_setting
_apply_advanced_plugin_s
_apply_pdb_plugin_setting
apply_plugin_settings_to_c
apply_plugin_settings
toggle_view
SpyderPluginWidget AP
get_plugin_title
get_plugin_icon
get_focus_widget
closing_plugin
refresh_plugin
get_plugin_actions
register_plugin

= get_translation("spyder’)

O X plugin.py - plots

Plots Plugin.

I 0 F @

] e L]

X chart_plot_example.py X plugin.py - ipythonconsole Name

bool bool

data
datetime_object
df

filename

qtpy.QtCore signal

spyder.api.plugins Plugins, SpyderDockablePlugin
spyder. api. translations get_translation
spyder. plugins.plots.widgets.main_widget

PlotsWidget float

tuple

tinylist st

Plots (SpyderDockablePlugin) : x float64

plugin. Help
*plots’
[Plugins. IPythonConsole] u
[Plugins.VariableExplorer, Plugins.Help]
Plotsiidget

DISABLE ACTIWS WHEN_HIDDEN = False

get_name(self):
_("Plots")

set_description(sel):
_(*Display, explore and save console generated plots.")

get_icon(

):
.create_icon('hist')

register(

ipyconsole = self.get_plugin(Plugins. IPythonConsole)

ipyconsole.sig_shellwidget_changed. connect(self.set_shellwidget)
ipyconsole.<1q_shelluidget_process_started. connect(
hellwidget)
1pymnsole $10. shellwidget_process_fanished.connect(
remove_shellwidget)

@ conda: spyder-dev Python3.8.5,

<

o, LSPPython: ready

Olivier BOTELLA

Array of str128
datetine

DataFrame

The

Scientific
Python
Development
Environment

ianitagomez/Local/Dev-Spyder/spyder/spyder/plugins/plots

Q c

Type

1 True

(3, 3)  ndarray object of numpy module

1 2021-04-14 17:35:14.687085
Column names: Coll, Col2

/Ilsers/lloturlents/spyder/spyder/tests.
test_dont_use.

['abcd*, 745, 2.23, 'efgh', 70.2]
{'2', '3')

6.46567886443

(*abcd!, 745, 2.23, ‘efgh', 70.2)
2 123, ‘efgh']
1 1.1235123099439

Variable Explorer Files Code Analysis

Plots. IPython console | History

Y master Linel0,Coll UTF-8 LF RW Mem64%
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Lecture web page : https://arche.univ-lorraine.fr/course/view.php?id=6384
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Analyse Numérique - Licence de Mécanique

TD 1 - Interpolation - Intégration numérique

Exercice 1. (Interpolation de Lagrange - Phénoméne de Runge - Applications a lin-
tégration et différentiation numérique)

Nous cherchons a interpoler une fonction f(z) par un polynoéme de degré n = 2 aux points
zg=—1, 21 =0et x5 = 1.

)
2)

3)

Calculez les éléments {L;(z)} de la base de Lagrange. Représentez-les sur un graphe.

On veut interpoler une fonction quelconque f(x). Ecrivez la forme générale du polynome
d’interpolation de Lagrange, et ordonnez-le en puissances de z.

Interpolez les fonctions :

Que remarquez-vous. Pouviez-vous prévoir théoriquement ces résultats ?

Interpolez la fonction f(z) = e dans Q =] — 1, 1] et représentez sur le méme graphe cette
fonction et son interpolant 7o f (). Estimez l'erreur relative d’interpolation commise au point
z = 0.5.

Meéme question pour la fonction de Runge définie dans 2 =] — 1, 1] par :
1
T) = T 1g022

(Les interpolants de degré supérieur a 2 sont représentés sur la figure 1.)

Utilisez la question 2) pour batir une formule approchée permettant de calculer U'intégrale :

1(f) = / 1) at

Donnez une signification géométrique a cette formule. Utilisez-la pour calculer une valeur
approchée de I(e”) et comparez avec la solution exacte.

A l’aide du changement de variables

t+1

r=pt)=a+ (b—a) 5

utilisez la question précédente pour établir une approximation de l'intégrale

/ab g(x) dx.

(Cette formule de quadrature, utilisant une interpolation parabolique, est connue sous le
nom de formule de Simpson).

On souhaite maintenant développer une approximation discréte de f”/(x) en un point x = x;
qui utilise les valeurs de f aux points équidistants :

Ti—1 =i — h, Tiy, Tijp1 = T4 + h, avec h > 0.

Pour cela, construisez le polyndme d’interpolation mf(z) passant par ces trois points,
dérivez-le deux fois, et montrez que vous obtenez la formule aux différences :

J(xio1) = 2f(x;) + f(@ig1)
72

f/l(l_i) [a]

Pourquoi est-elle communément appellée formule centrée 7



Exercice 2. (Estimation de l’ordre des erreurs numériques)

Soit I, une formule de quadrature composite de pas h, appliquée a 'intégration de I(f). On
suppose que I, est une formule d’ordre ¢, et donc I’erreur commise avec un pas d’intégration h est
telle que :

E, = I}, — I| ~ ChY, (1)

lorsque h est suffisamment petit. Dans de nombreuse situations, on est amené & vérifier a posteriori
que 'ordre de précision ¢ est atteint, par exemple pour vérifier qu’il n’y a pas d’erreur dans un
programme informatique. Cet exercice a pour but d’évaluer l'ordre de précision d’'une méthode a
partir des résultats numériques obtenus sur un probléme test.

1) Le rapport entre 'erreur commise avec un pas h et un pas réduit de moitié est appelé facteur
de réduction (FdR). Montrez que pour une méthode d’ordre ¢, le FdR s’écrit :

FdR = 29.

En déduire 'intérét que présente une méthode d’ordre élevé (p.ex. ¢ = 4) par rapport a une
méthode basique (p.ex. ¢ = 2).

2) Application : pour calculer l'intégrale

27
I(f):/ xe® cos 2z du,
0

on a utilisé deux formules de quadratures pour des valeurs décroissantes de h. Les résultats
sont reportés dans le tableau 1. Complétez ce tableau en calculant le FdR de chacune des 2
méthodes, et déduisez-en leur ordre de précision g. L’une de ces méthodes est la quadrature
du rectangle, I'autre la quadrature de Simpson : pouvez-vous les identifier ?

h Erreur, I, ,’14 FdR Erreur, I, ,? FdR
2m/10 || 1.83 x 1072 — 4.66 x 1077 —
2m/20 || 4.26 x 1073 3.05 x 1075
2m/40 || 1.05 x 1073 1.92 x 1076
27/80 || 2.60 x 10~* 1.20 x 1077

TAB. 1 — Erreur Ej, commises par les formules de quadrature I;* et I2.

Exercice 3. (Extrapolation de Richardson - Quadrature de Romberg)

Pour le calcul approché de I'intégrale

Iz/abf@c) dz,

on va développer des solutions numériques de haute précision en se basant sur le principe de
Pextrapolation de Richardson.

L’extrapolation de Richardson est une technique générale permettant d’obtenir une estimation
numérique précise a partir de deux (ou plusieurs) solutions données par une méthode basique, de
faible précision. La méthode de base que nous utiliserons est la quadrature du trapéze, notée I p.
L’ingrédient essentiel de cette extrapolation repose sur la connaissance de la forme de l'erreur de
troncature de la méthode de base, ici :

IZIl,h+Clh2+Cgh4+83h6+"' . (1)

Il est alors possible de combiner deux calculs obtenus avec la quadrature du trapéze pour éliminer
le terme en O(h?) et obtenir une estimation d’ordre supérieur.



1)

4)

Ecrivez erreur de troncature de la formule du trapéze pour le pas h/2. Effectuez une com-
binaison linéaire de cette équation avec (1) pour éliminer le terme d’erreur du second-ordre.
Montrez qu’on définit alors une nouvelle formule de quadrature, notée I5 5, de la forme :

A pro — Iin
Ly = %7 (2)
dont 'erreur de troncature s’écrit
g, a5 6
I—Izﬁh 4h 16C3h + . (3)

Calculez I'expression analytique de cette nouvelle formule de quadrature, et montrez qu’on
retrouve la quadrature de Simpson. En déduire que la formule de quadrature de Simpson est
précise au quatriéme ordre.

Appliquez de nouveau le principe de I'itération de Richardson & I5 j, pour obtenir la formule

du sixiéme ordre : L6I I
/2 — dlan
L @

Le principe d’extrapolation peut étre répété de nouveau pour éliminer le terme en O(hS),
etc .... Cet algorithme est alors connu sous le nom d’intégration de Romberg.

Application : utilisez la quadrature de Romberg pour calculer I'intégrale

Tsinx

1= / — 3 dr =0.198557. .. (5)
1 2z

La premiére colonne du tableau 2 donne les résultats de I'intégrale du trapéze sur un nombre

croissants d’intervalles n. Complétez ce tableau en utilisant les extrapolations développées

dans les questions précédentes. Vérifiez la convergence des approximations vers le résultat

exact.

I, = 0.278173
Iipj = 0220713 | Iy
Il,h/4 = 0.204304 I2,h/2 137h
I s = 0.200009 | Inpys | Ispo

g RN O S

TAB. 2 — Résultats de I'approximation de I'intégrale (5).

Ecrivez la procédure Maple trapeze=proc(a,b,n,f) qui calcule 'intégrale f: f(z)dz par la
formule du trapéze composite avec n sous intervalles de taille uniforme!. Utilisez-la avec
Maple pour retrouver les résultats de la question précédente.

1On rappelle que, d’aprés le cours, cette formule s’écrit :

1
71 fn) + flzre)],

A
I, = 5
k=0

avec h = (b—a)/n et x = a + kh.



1.5¢

n,fx

-5 0 5
(c)
F1G. 1 - Interpolation de la function de Runge f(x) = m dans Q =] -5, 5[. Dans (a), 'interpo-

lant global 7, f qui utilise n 4+ 1 nceuds équidistants présente des oscillations qui augmentent avec
le degré n du polynome. Dans (b), les oscillations sont fortement atténuées lorsque les points de
Tchebychev (x; = —5cosim/n, i = 0,...,n) sont utilisés. Dans (¢), les oscillations ont disparues
en utilisant I'interpolant 7 f sur 5 sous-intervalles de longueur h = 2.



ANALYSE NUMERIQUE EX1 du TD1
Les Graphes

>

[ > LO: =x- >x"2/ 2- x/ 2;
> L1:=x->1-x**2;

L Ll=x - 1-x
[ > L2: =x->x"2/ 2+x/ 2;
1, 1
[2=x - —x +—x
L 2 2
> plot({LO,L1,L2},-1..1);

"
0.8-:
0.6{
0.4-:

0.21

L --1 08 06 04 02 0 02 04 06 08
Elements de la base de Lagrange (question 1)

> a0: =exp(-1.);al:=exp(0.);a2: =exp(1l.);
a0 := 3678794412
al =1.
| a2 :=2.718281828
[ > pol : =x->a0*L0(x) +al*L1(x) +a2*L2(x);
L pol :==x - a0 LO(x)+al L1(x)+a2L2(x)
> (pol (0.5)-exp(0.5))/exp(0.5);
04527720138




"> plot({exp,pol},-1..1);

2.5

1.5

function exp(x) et son interpolant de Lagrange (Q. 4)

[ > runge: =x->1/ (1+100*(x-0.)"2); a0: =runge(-1.);al: =runge(0.);a2: =ru
nge(1.);

1
runge ‘=Xx —

14100 x°
a0 = 009900990099
al =1.

a2 :=.009900990099
> pol : =x->a0*L0( x) +al*L1(x) +a2*L2(x);
> pol (x);
pol :==x - a0 L0(x)+al L1(x)+a2L2(x)
9900990099 x” + 1.
> (pol (0.5)-runge(0.5))/runge(0.5);

18.56435643
> plot({runge,pol},-1..1);




>

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Function de Runge et son interpolant de Lagrange (Q. 5)



Analyse Numérique - Licence de Mécanique

TD 2 - Equations Non-Linéaires

Exercice 1. (Quelques itérations du point fixe)

On veut résoudre le probleme
Trouver la racine z, de la fonction f(z) =sin2z — 1+ z, (1)

par diverses méthodes itératives. Le graphe de f est représenté sur la figure 1 : la racine z, ~ 0.35
est unique.

Figure 1: Graphe de la fonction f(z) =sin2z — 1+ z.

1) La méthode de bissection va-t-elle converger ? Proposez un intervalle I pour l'initialiser.

2) Pour i =1 et 2, on consideére les méthodes itératives

zg € R,
Tpy1 = Gi(Tr),

avec ¢1(z) = 1 —sin(2z), et ¢o(2) = 3 arcsin(1 — z) pour z €]0, 2.

a) A quelle classe de méthodes appartiennent-elles 7 Sont-elles consistantes avec le probléme (1) ?

b) En utilisant la figure 2, construisez géométriquement les 4 premiers itérés de chacune
des méthodes a partir de zg = 0. Que remarquez-vous 7

¢) Etudiez la stabilité de ces méthodes (conseil : utilisez la figure 3). Pouvez-vous prédire
les comportements observés dans la question précédente ?

3) Ecrivez la méthode de Newton pour résoudre (1). Pour ce probléme, quel est ordre de
convergence de cette méthode ? En partant de xy = 0, construisez géométriquement les
premiers itérés de la méthode de Newton. Méme question pour zo = 0.9.



-0.2-

Phil ()

0.2-

Phi2(x)
kS

Figure 2: Graphe des fonctions d’itération ¢1(z) et ¢a(z).

4) Dans l'algorithme de Newton, la partie la plus cotiteuse en temps de calcul est 1'évaluation
de f’(zx) a chaque itération!. Pour cela, il peut se révéler judicieux de remplacer f’(xy)
par une approximation bien choisie : on obtient alors des méthodes de Newton modifiées ou
quasi-Newton. Le choix

Vi>1,  f(xr) = f(x0),

correspond a la méthode de la corde, ainsi appellée car elle utilise une approximation linéaire
de f(xg+1) avec toujours la méme pente f'(zo).

a) Ecrivez l'algorithme de la corde. A quelle classe de méthodes appartient-elle ? Cet
algorithme est-il consistant avec le probleme (1) ?

b) Etudiez la stabilité de cet algorithme. En déduire que sa convergence est au plus
d’ordre 1. Que se passe-t-il pour o = 0 et £y = 0.9 7 Construisez les premiers itérés
pour ces conditions initiales.

1C’est encore plus vrai pour des systémes d’équations non-linéaires dans R™.



X
02 04 06 g ]

dPhil/dx
dPhiz/dx

Figure 3: Graphe de la dérivée premiere des fonctions d’itération.

Exercice 2. (Performance des méthode de bissection et de Newton)

On cherche le(s) zéro(s) de f(x) = In(x + 1) — 2 sur Vintervalle Iy = [4,12].
1) Montrer que cette fonction admet un zéro z, dans Iy, et qu’il est unique.

2) En utilisant la méthode de la bissection dans Iy, estimer le nombre minimal d’itérations
nécessaire pour calculer x, avec la tolérance € = 10~1 et 10710,

3) On considere la méthode du point fixe définie par sa fonction d’itération :
Pp(z) =z — (z+1)(In(z + 1) — 2). (1)

a) Vérifiez la consistance et la stabilité de cette méthode. La reconnaissez-vous ?

b) Trouvez une constante C' > 0 telle que
|Tps1 — 24| < Oy, — 2%

¢) Supposons que la méthode (1) soit initiée par z¢ € Iy tel que |zg — x| < 1071. En
utilisant la question précédente, trouvez le nombre minimal d’itérations nécessaire pour
obtenir une erreur inférieure & ¢ = 10719,

4) On applique maintenant la méthode de la bissection pour trouver une approximation = de
la racine, telle que |7 — x| < 107!, et ensuite la méthode du point fixe (1) & partir de la
condition initiale oy = =. Estimer, dans ce cas, le nombre minimal d’itérations nécessaire
pour obtenir une erreur inférieure & € = 10710,

Exercice 3. (Méthode de Newton modifiée pour les racines doubles)

Soit f(x) une fonction admettant une racine double z,.
1) En écrivant f sous la forme
fl@) = (z—2)%(x),  glz.) #0,
vérifiez que la convergence de la méthode de Newton est seulement linéaire.

2) On considere maintenant la méthode de Newton modifiée :

9 f(xr)

T = f/(xk).

Etudiez la consistance et la stabilité de cet algorithme. Montrez qu’il converge au second
ordre.



Figure 4: Courbes fi(z,y) = 0 et fo(x,y) = 0. Leurs intersections sont les solutions du systeme (1).

Exercice 4. (Systéme d’équations non linéaires)

On pose x = (x,%), et on considere le systéme non-linéaire dans R? :

filz,y) =2 +y* —1
f(x) =0, avec f(x) = , (1)

fa(z,y) =20 +y—1
dont les solutions sont xf = (0,1) et x5 = (4/5,—3/5), cf. Fig. 4.

1) Pour résoudre (1), on consideére la méthode du point fixe définie par sa fonction d’itération :

l-y
¢ xz, = 5
o= | VT | 2)

oz, y) = V1 —2?

Vérifiez la consistance et stabilité de cet algorithme lorsqu’on I’applique au calcul de 7.
Pouvez-vous I'utiliser pour calculer x5 ?

2) Proposez une modification de ¢(x) permettant de calculer 3. Montrez qu’elle est conver-
gente pour x( suffisamment proche de cette racine.

3) Décrivez la méthode de Newton-corde pour résoudre le systéme (1) en partant de xy =
(1/2,0).



Analyse Numérique - Licence de Mécanique

TD 3 - Equations Différentielles Ordinaires

Exercice 1. (Stabilité des schémas d’Euler)

On veut résoudre numériquement le probléme de Cauchy

avec les méthodes d’Euler.

1) Enoncez la condition de stabilité du schéma d’Euler progressif (EP1).

{ y(t) +0.5y(t) = 0,
y(0) =1,

t € [0,20],

Pour les pas de

temps h = 4.2, 3, et 1, établissez la formule de récurrence donnant la solution numérique a

I'instant ¢,, en fonction de la condition initiale. Pour ces valeurs de h, représentez la solution

numérique obtenue (complétez la figure 1). Commentez ces résultats.

-# Explicit Euler, h=1

~0- Explicit Euler, h=4.2
— Exact

Figure 1: Solution numérique obtenue avec le schéma EP1.

2) Méme question pour le schéma d’Euler rétrograde (ER1).

1.0 {.
-~ - Implicit Euler (h = 1.0)
Exact
m- Implicit Euler (h = 4.2)
05
0
0 5 10 15
t

Figure 2: Solution numérique obtenue avec le schéma ER1.




Exercice 2. (Résolution d’une E.D.O. non-linéaire)

On consideére le probleme
{ gt) = —ty*(t),  teo,1],
y(0) =2,

dont la solution exacte est y(t) = 2/(1 + t2).

1) Cette E.D.O. est elle linéaire ? Pour le schéma EP1, établir la relation de récurrence donnant
y"*1 en fonction de y". Pour h = 1/10, calculez la solution aux temps t; et ts.

2) Déterminez une condition nécessaire de stabilité pour EP1. Vérifiez que la méthode est
stable pour le pas de temps utilisé dans la question précédente.

3) Appliquez ER1 a la résolution de cette EDO. Montrez que ce schéma se met sous la forme
de récurrence :

G(tn+17 yn+1) - H(t'rn yn)»

et explicitez les fonctions G et H. Pouvez-vous facilement calculer y**! ? Pourquoi ?
Décrivez une méthode itérative permettant de calculer y™*1!.

Exercice 3. (Schéma de Crank-Nicolson)

On considere le probleme de Cauchy :

y(t) = f(t,yt),  te[0,T] (1a)
y(0) = yo. (1b)

1) En appliquant la quadrature du trapéze entre les instants ¢, et t,,.1 = t,, +h, montrez qu’'on
définit le schéma :

% = % [ty y™) + ftag, 9™ ] 2)

qui est connu sous le nom de schéma de Crank-Nicolson (C-N). Cette méthode est-elle
explicite ou implicite ?

2) En utilisant des développements de Taylor, montrez que le schéma ER1 est précis au premier
ordre, tandis que C-N est au second-ordre.

3) On applique le schéma C-N au probleme test
gt =dy(t),  A<o.

Calculez son facteur d’amplification. Vérifiez que la méthode est bien au second-ordre.
Etudiez la stabilité de la solution numérique.

4) On a utilisé deux schémas X et Y pour intégrer numériquement une E.D.O. de la forme (1).
Les résultats sont reportés dans le tableau 1. L’une de ces méthodes est ER1, I'autre C-N :
pouvez-vous les identifier 7

h Schéma X Schéma Y
1 3.05%x 1072 [ 5.22x 10~3
0.5 1.46 x 1072 | 1.03 x 1073

0.25 7.16 x 1073 | 2.50 x 10~*
0.125 | 3.55 x 1073 | 6.19 x 1075
0.0625 | 1.77 x 1073 | 1.54 x 10~°

Table 1: Erreurs commises a 'instant ¢ = t* pour différentes valeurs du pas de temps.



Exercice 4. (Systéme d’EDO linéaires : l’oscillateur mécanique)

A

Figure 3: Schéma de 'oscillateur mécanique linéaire.

On considere 'oscillateur mécanique représenté sur la figure 3, formé de :
e Masse m indéformable telle que x(t) représente son déplacement horizontal.

e Ressort sans masse de raideur k > 0, fournissant une force élastique proportionnelle et
opposée au sens du déplacement, soit : —kx(t).

e Amortisseur fournissant une force de freinage proportionnelle et opposée & la vitesse,
soit : —C'i(t), avec C' > 0 la constante d’amortissement visqueux.

e Une force extérieure f(t) agissant sur la masse m.
Au temps t = 0, la masse placée en xg est lachée a la vitesse vg.

1) Par application du principe fondamental de la dynamique, montrez que le déplacement de
la masse est régi par 'TEDO du second-ordre :

B(t) +2ya(t) +wa(t) = ﬁ, (1)

m

avec v = C/(2m) le coefficient d’amortissement et w, = /k/m la pulsation propre de
loscillateur.

2) Calculez 1’énergie mécanique E(t) du systeme. Dans le cas ol le systéme n’est pas forcé
(i.e. f(t) =0), utilisez 'EDO (1) pour montrer I'identité :

dE N2
&~ L.

En déduire le comportement du systeme lorsqu’il est freiné ou non freiné.
Dans la suite de I'exercice, les coefficients de raideur et d’amortissement sont choisis tels que v > w, > 0.
3) Formulez 'EDO (1) sous la forme du probléme de Cauchy :
{ X(t) = AX(t) + F(t), @)
X(0) = Xo.
Appliquez le schéma EP1 a la résolution de ce systeme.

4) Cette question concerne la stabilité du schéma de la question précédente.
a) A partir de la diagonalisation A = SDS™!, rappelez les étapes principales de 1’étude
de stabilité du schéma.
b) Calculez les valeurs propres A1, A2 de A en fonction de v et wy, et déterminez leur signe.

¢) En déduire la condition de stabilité du schéma. Application numérique : déterminez
cette condition dans le cas v =5, w, = 4.



Figure 4: Le pendule oscillant. La position de la masse est repérée par I’angle 6. L’origine 6 = 0
est fixée a la position de repos de la masse.

5)

Appliquez les schémas ER1 et CN & la résolution de (2) et énoncez leur condition de stabilité.

Exercice 5. (Pendule oscillant - Systéme d’équations non-linéaires - Diagrammes de
stabilité - Schéma RK/)

Considérons le pendule constitué d’une masse m attachée a une tige rigide de longueur I, qui se
meut dans un plan vertical (cf. Fig. 4).

1)

A partir de la loi de conservation de 1’énergie mécanique, montrez que le mouvement de la
masse est régi par 'EDO : )
0 = —w?sind, (1)

avec wy = 1/g/l, oll g est la constante de gravitation. Mettez cette équation sous la forme
du probléeme de Cauchy .
X(t) = F(t, X (1)), (2)

x1(t t,x1,x
X(t)z 1() ’ = fl(; 1 2) ]
o (t) fa(t,z1,2)
Par consistance avec la suite de I’énoncé, on aura défini 21 comme 'angle du pendule et x5
sa vitesse angulaire.

avec

On veut résoudre le systéme non-linéaire (2) par une méthode numérique. D’apres 1'exercice
précédent, rappelez les étapes principales de I'analyse de stabilité appliquée & (2).

Calculez la matrice jacobienne de F, soit :

_OF _ [(0f;
A= 0x (‘%Uj)i,j.

Montrez que ses valeurs propres s’écrivent :
A= £/ —COST| wy.

Déduire de la question précédente que pour des oscillations de faible amplitude (8 ~ 0),
I’équation du pendule s’écrit )
0= —wf@, (3)

et calculez ses valeurs propres. A quel systéeme physique correspond cette EDO ?

On souhaite utiliser les schémas classiques (EP1, ...) pour résoudre (1) ou (3). Pouvez-vous
appliquer les conditions de stabilité usuelles 7



Les systemes d’EDO a valeurs propres complexes sont souvent qualifiés de systemes oscillants.
Leur approximation numérique motive I’étude de la stabilité des schémas pour 'EDO (scalaire)
modele

y(t) = A\y(t), A=Ar+iA €C, Ar < 0. (4)

6) Montrez que le schéma EP1 appliqué a (4) est stable si le pas de temps h vérifie

V1 +2h)+ (Ah) < 1. (5)

Vérifiez que pour A € R™*, on retrouve la condition de stabilité usuelle. Qu’en est-il dans
le cas purement complexe ? Conseillerez-vous d’utiliser EP1 pour résoudre les systémes
oscillants ?

7) Effectuez 'analyse de stabilité des schémas ER1 et C-N.

Peut-on utiliser des schémas explicites pour résoudre des systemes oscillants 7 Tournons-nous
maintenant vers les schémas RK2-a (cf. cours), ainsi que le schéma RK4 définit par

Ky =hf(tn,y"), (6a)
Ky =hf(tn + 2, y" + 3K1), (6b)
Ks=hf(ta + 2, y" + 1K>), (6c)
Ky=hf(tn +h, y" + K3), (6d)

1
ynJrl = yn —+ 6 (Kl —+ 2K2 + 2K3 + K4) . (66)

8) A quelle classe de méthodes ce schéma appartient-il ? Est-il explicite ou implicite ?

9) Calculez son facteur d’amplification o et montrez que le schéma RK4 est précis au quatrieme
ordre.

2.83
4th order
Runge-Kutta
2nd order
Runge—Kutta
+—= Re(Ah)

Figure 5: Diagramme de stabilité des schémas de Runge-Kutta. Le schéma est stable pour les
valeurs de A\h situées a l'intérieur de la courbe fermée. On peut remarquer que la stabilité des
méthodes R-K croit avec leur ordre de précision.



Afin d’évaluer et comparer la stabilité des schémas numériques, il est trés courant de représenter
leur region de stabilité dans le plan complexe (Agh, A\ih), c’est-a-dire 'ensemble des complexes Ah
qui vérifient

|o(AR)] < 1.

Les zones de stabilité de RK2-« et de RK4 sont représentées! sur la figure 5.
10) Complétez la figure 5 en tragant la région de stabilité de EP1 (aidez-vous de la question 6).

11) A, laide des diagrammes de la figure 5, déterminez graphiquement les conditions de stabilité
de RK2-a et RK4 dans les cas purement réel et complexe.

12) Confirmez que RK2-« est instable pour les problemes oscillants en calculant |o(2 Ap)|.

13) Quel schéma conseillez vous pour résoudre les systémes (1) et (3) ? Pour chacun des systemes,
déterminez ses conditions de stabilité lorsque g = 9.81m/sec? et | = 0.6 m.

Stabilité pour y = Ay
Schémas Type | Ordre g o(Ah)
AeR™™ A €iR*
2
EP1 Expl. 1 1+ Ak h < Y
ER1 Impl 1 L Oui Oui
m 1=k " "
CN
RK2-a 2
2
(a = 1 : Préd./Corr., | Expl. 2 1+ A+ () h<—
17 2! -A
a =1 : Heun)
RK4

Table 2: Principales propriétés des schémas numériques pour EDO.

Exercice 6. Utilisez les exercices précédents pour compléter le tableau 2.

1Ces diagrammes sont réalisés en tracant la frontiére de ces courbes, correspondant aux points vérifiant
o(Ah) —e¥ =0,

en faisant varier ¢ dans [0,27[. Les diagrammes de stabilité compliqués, comme celui de RK4, nécessitent
I'utilisation de méthodes numériques pour extraire les racines d’une fonction & valeur complexe.
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TD 4 - Systeme d’Equations Linéaires

Exercice 1. (Algorithme de Thomas pour systémes tridiagonaux)

On considere le systéme linéaire AX = F d’ordre n, ot A est la matrice tridiagonale définie par

b1 C1

az by C2

An—1 bn—l Cn—1
an by

Le but de cet exercice est de construire la méthode de résolution directe connue sous le nom
d’algorithme de Thomas, qui est un cas particulier de la méthode d’élimination de Gauss pour
systemes tridiagonaux.

1) On cherche la décomposition A = LU avec L et U des matrices bidiagonales de la forme :

1 0 B oa
as 10 0 B2 ¢
Qp—1 10 0 ﬁnfl Cn—1
Qo 1 0 ﬁn
ou les coefficients {a;, i =2,...,n} et {B;, t =1,...,n} sont & déterminer.

a) En identifiant les éléments de la matrice A avec ceux du produit LU, montrez que les
«; et [B; s’écrivent : 51 = by et
a;

 Bia’

b) En posant X = (z;,i =1,...,n)T et F = (f;,i=1,...,n)T, résolvez le systeme par
la méthode LU. Plus précisément, on vous demande d’établir la formule de récurrence
progressive pour résoudre le systéme bidiagonal inférieur, puis la formule de récurrence
rétrograde pour résoudre le systeme bidiagonal supérieur.

Qg Bi =bi — oy ¢, pour i =2,...,n.

2) On appelle algorithme de Thomas les formules de récurrence de la question précédente : elles
sont destinées a étre programmeées sur un ordinateur. Vérifiez qu’elles sont correctes en les
appliquant au systéme d’ordre 3 défini par

2 -1 0 1
A=|-1 2 -1|, F=[o0],
0 -1 1 0

dont la solution est X = (1, 1, 1)T.

3) Donnez le nombre d’opérations algébriques élémentaires (flops) de I’algorithme de Thomas.
Comparez sa complexité algorithmique avec celle d'un algorithme de résolution directe pour
systéme quelconque (e.g., la méthode de Gauss).

Exercice 2. On considere le systéme linéaire AX = B avec

b ()



1) Montrez que le systéme admet une solution unique, et qu'il est symétrique défini posi-
tif (SPD). Que pouvez-vous dire sur la convergence des méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel (GS) ?

2) Construisez la matrice d’itération By de la méthode de Jacobi, et étudiez la convergence de
cette méthode.

3) Ecrivez la méthode GS pour résoudre ce systéme et calculez son facteur de réduction pgs.

4) Comparez la vitesse de convergence des deux méthodes. En utilisant la relation

1Ekll2 < plIEk-1ll2,

ou Ej, désigne 'erreur a la k™€ itération, établissez pour chaque méthode le nombre mini-
mum d’itérations nécessaire pour faire décroitre lerreur initiale ||Ep||2 d'un facteur de 1000.

Exercice 3. (Méthode de Richardson a pas stationnaire)

On considere le systeme linéaire d’ordre n :
AX =F. (1)

On note Ry = F — AX}, le résidu de cette équation a la k*®™¢ itération, et on définit la méthode
de Richardson
PXky1=PXy + aRy,

ou P une matrice inversible, et & un parametre d’accélération réel a déterminer de facon judicieuse.
1) Etudiez la consistance de la méthode suivant la valeur de a.
2) Ecrivez la méthode de Richardson sous la forme
Xiy1 = Bo Xy, + Fy,
et explicitez B, et F,.

3) On note A =D — L — U le “splitting” habituel de la matrice A. Pour a =1et P =D — L,
la méthode de Richardson correspond-elle & une méthode connue ?

4) On se place dans le cas n = 2, et on suppose que les valeurs propres de P~1 A, notées \;,
sont strictement positives, soit : Ay > Ao > 0.

a) Calculez les valeurs propres de B, et montrez que son rayon spectral est strictement
inférieur a 1 si
pila) =1 —al] <1, pour i =1,2.
b) En déduire que la méthode de Richardson converge si

0<OZ<2/)\1.

c¢) Tracez les p;(«) sur un méme graphe. Montrez graphiquement que le facteur de
réduction est minimal lorsque le parametre d’accélération est choisi tel que o = agR opt
avec
— 2 2)
QR opt = /\1 n )\2~ (
Calculez le facteur de réduction pgr opt correspondant.

5) Application : pour le systeme (1) avec la matrice
1 1
A=)

on va comparer les performances de la méthode de Gauss-Seidel et de la méthode de Richard-
son avec P =D — L et le pas ar opt donné par (2).



a) Calculez les valeurs propres de P! A. Déduisez-en le facteur de réduction de chacune
des 2 méthodes.

b) Pour ce systeéme linéaire, écrivez les deux méthodes et comparez leur coit numérique
et leur vitesse de convergence.

¢) Au vu des résultats de cette partie, justifiez 'assertion : “La méthode de Richardson
est un accélérateur de la convergence d’une méthode itérative de base”.

Exercice 4. (Performance des méthodes itératives pour les systémes mal conditionnés)

Soient a, b, ¢ trois réels. On défini A = Tridiagy|[a, b, c] la matrice tridiagonale de taille N x N
telle que :

On notera Dy son déterminant.
1) Montrez que Dy = b, Dy = b? — ac, et que pour N > 3 :

DN = bDN_1 - CLCDN_Q.

2) Utiliser la question précédente pour montrer que :

sin(N +1)0_y

pour N >1, Dy = -
sin 0

: (1)
avec r = y/ac, et 0 tel que 2rcosd = b. (on rappelle les formules : sin(x + y) = sinxz cosy +
coszsiny, cos(x £ y) = cosxcosy Fsinxsiny, sin(z —y) + sin(z + y) = 2sinz cosy.)

3) Montrez que les valeurs propres de A sont :

km

Ak:b_Q\/(ECOSN—i—l’

k=1,2,...,N.
(Suggestion : calculez les racines du déterminant de Tridiagy[a,b — A, c] en utilisant (1).)

On considére maintenant la matrice X = Tridiagy[—1,2,—1], et on pose h = 1/(N +1). On
souhaite comparer les performances des méthodes itératives classiques pour résoudre le systéeme
linéaire

KX =F, (2)
ou F est un RHS donné.

4) Déduire de la question précédente que les valeurs propres de K s’écrivent
Ar =2 —2coskrh, pour k=1,..., N, (3)

et que cette matrice est SDP. Que pouvez-vous dire sur la convergence des méthodes de
Jacobi, Gauss-Seidel et S.0.R. appliquées au systéme (2) ?

5) En remarquant que cos Nth = — cos wh, montrez que le nombre de conditionnement de K
s’écrit 1+ b
cosT
K)y=——.
X(K) 1 —cosmh

En déduire que le systeme (2) est mal conditionné lorsque N est grand.



6) On note D la partie diagonale de K. En calculant les valeurs propres de la matrice d’itération
By =7 — DK de la méthode de Jacobi, montrez que son facteur de réduction s’écrit :

py = cosTh, (4)

et que p; ~ 1 — (7h)?/2 lorsque h est petit. Commentez les performances de la méthode de
Jacobi pour les systemes mal conditionnés.

1
W
0s
06
04
0z
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Figure 1: Facteur de réduction de la méthode S.0.R. appliqué a la résolution du systéme (2) pour
N=2(p;=1/2) et N =31 (p; ~0.995).

7) Un fameux théoreme di & Young (1950) énonce que si les valeurs propres de By sont réelles
et que py < 1, alors la méthode S.O.R. est convergente pour le parametre de relaxation
w €]0,2[, avec le facteur de réduction

2.2 2,2

_ WPy _ WPy <
ps.or(w) = 1l—w+ 5 +wps\/l —w+ 1 pour 0 < w < wWopt, (5a)

w—1 pour wepy < w < 2,

tel que

(5b)

2
Wopt = ———— > 1.
Pl 1= 2

Le graphe de ps.o.r(w) en fonction de w est représenté sur la figure 1. On peut montrer que
pour toute valeur de py < 1, le minimum de pg.o r(w) est obtenu en w = wqps.

a) Montrez que le facteur de réduction de la méthode de Gauss-Seidel (G.S) s’écrit :

pGs = p3, (6)

et que pgs ~ 1 — (wh)? lorsque h est petit. Comparez les performances de G.S. avec
celle de Jacobi pour la résolution du systeme (2).

b) Pour ce méme systéme, montrez que le parametre de relaxation et le facteur de réduction
optimaux de la méthode S.0.R. sont :

2 ( ) 1 —sinwh
s .0.R(Wo = . P
1+ sinwh P8.0.RWopt 1+ sinwh

(7)

Wopt =



et que ps.0.R(Wopt) = 1 — 27h lorsque h est petit. Comparez avec les méthodes précédentes.

Pour le systeme (2) avec N = 31, calculez les facteurs de réduction des trois méthodes. En
utilisant la relation

[|Exll2 < pl|Ek=1ll2,

ol E), désigne lerreur & la k'®™€ itération, établissez pour chaque méthode le nombre mini-
mum d’itérations nécessaire pour faire décroitre 'erreur initiale ||Ep||2 d’un facteur de 1000.
Au vu de ces résultats, quelle méthode itérative recommandez-vous ?



Analyse Numérique - Licence 3 Mécanique des fluides
et Energie

Enoncés des TP - Analyse numérique avec PYTHON

olivier.botella@univ-lorraine.fr

1 Présentation des TP

Les travaux pratiques d’analyse numérique s’effectuent dans le langage de programmation Python
et sur I'environnement de développement Spyder’. Ils se déroulent sur 6 séances encadrées de 2h. Pour
réaliser ces TP, vous devez télécharger sur la page ARCHE du cours? I'archive tp_python_analyse_num_13mfe.zip
et Dextraire sur votre PC. Cette archive contient les programmes Python & utiliser et compléter lors
des séances.

1.1 L’environnement de développement intégré (IDE) Spyder

Preferences ? X

Display Graphics Startup Debugger Advanced settings

Support for graphics (Matplothib)

| Act

~ Graphics backend
D History

IPython console

Backend

Inline backend

Decide how to

Variable explorer

Working directory

Reset to defaults

Figure 1: Sélectionner Graphics backend = Automatic dans les préférences de Spyder pour afficher les
figures sur des fenétres graphiques indépendantes. Les préférences de Spyder sont disponibles dans
Ponglet Tools (ou Outils).

Le logiciel open-source Spyder est une IDE spécialement concue pour la programmation scientifique
en Python, qui inclus les bibliothéques les plus courantes du langage Python, telles que Matplotlib
et Numpy. Son interface graphique et ses fonctionnalités sont trés similaires a celles du logiciel Matlab,
cf. figure 1. Le logiciel Spyder est disponible au téléchargement gratuit https://www.spyder-ide.
org/. Tl est aussi inclus dans la suite de logiciels Anaconda (https://www.anaconda.com/download).

'Spyder: Scientific PYthon Developpement EnviRonment, https://www.spyder-ide.org/.
Lapageducoursest™:https://arche.univ-lorraine.fr/course/view.php?id=6384. Alternativement, vous pouvez
chercher les mots clefs botella analyse sur la page d’accueil de Arche: https://arche.univ-lorraine.fr/.


https://www.spyder-ide.org/
https://www.spyder-ide.org/
https://www.anaconda.com/download
https://www.spyder-ide.org/
La page du cours est~:https://arche.univ-lorraine.fr/course/view.php?id=6384
https://arche.univ-lorraine.fr/

Suivant les salles informatiques de la FST, Spyder est directement installé ou accessible a partir
d’Anaconda.

1.2 Notation des travaux pratiques

La note de TP d’analyse numeérique sera basée sur ’évaluation par ’encadrant de votre travail
et assiduité lors des séances, et sur les compte-rendus individuels que vous devez rendre a la fin du
semestre.

Vous devez rédiger un compte-rendu individuel pour chaque TP :

e Les compte-rendu devront répondre aux questions de I’énoncé, et comporter une dizaine de pages
au maximum. Les réponses doivent étre rédigées de fagon précise et succincte (ne recopiez pas
I’énonceé !), et seront illustrées par les programmes Python que vous écrirez et les figures que vous
avez réalisées.

e Les compte-rendu doivent étre rédigés avec le traitement de texte Word ou convertis en fichiers Pdf.
Ne rendez pas de fichiers Python. N’oubliez pas de mettre votre nom et U'intitulé du TP sur les
compte-rendu.

Les 3 compte-rendu de TP doivent étre déposés sur la page ARCHE du cours, avant la date limite
que vous fixera 'encadrant.

2 Travaux pratiques d’analyse numérique avec Python

Vous disposez de 6 séances pour réaliser les 4 travaux pratiques ci-dessous. Le plus long TP, celui
sur les EDO, peut nécessiter jusqu’a 2 séances.

2.1 Enoncés des TP

Travaux pratiques 0. (Les aide-mémoire Python)

Le répertoire AIDE_MEMOIRE_PYTHON contient des scripts qui résument 1’essentiel des fonctionnalités
Python utilisées pour réaliser les TPs d’analyse numérique, et donnent de nombreux exemples :

e Script aide_memoire_graphisme.py : pour réaliser des figures avec la bibliothéque Matplotlib
https://matplotlib.org/. Les fonctions tracées sont importées & partir du fichier fonctions_aide_memoire_g:

e Script aide_memoire_python.py : pour les bases du langage Python (boucles, tableaux Numpy
https://numpy.org/, manipulation de fichiers, ...)

Ces scripts incluent des références Web pour approfondir les différentes notions abordées. les
références les plus utilisées sont :

- https://courspython.com/
- https://www.w3schools.com/python/default.asp

- https://www.w3schools.com/python/numpy/default.asp


https://matplotlib.org/
https://numpy.org/
https://courspython.com/
https://www.w3schools.com/python/default.asp
https://www.w3schools.com/python/numpy/default.asp

Travaux pratiques 1. (Intégration numérique par méthode des trapézes)

Le but du TP est de calculer une approximation numérique I, de 'intégrale (vue en TD du L3 MFE) :

Tsinx
I= dxr ~ 0.198557 ... 1
| 55 , (1)
a 'aide de la méthode des trapézes, et de comparer la valeur numérique I avec la valeur exacte en

vérifiant que ’erreur numérique :
Ep = [I — I, (2)

tends vers zéro lorsque h — 0. Le répertoire de travail Spyder est TP1_L3_QUADRATURE, et le script
principal est main_TP_quadrature.py.

1) Ecrivez la fonction Python :

def trapeze(a, b, f, n):
# ...
return Ih

qui calcule l'intégrale I, = fab f(z)dx par la formule du trapéze composite avec n sous-intervalles
de taille uniforme h>.

2) Validez votre fonction trapeze en vérifiant qu’elle donne l'intégrale exacte d'une fonction linéaire
(polynome de degré 1).

3) Vous allez maintenant utiliser la fonction trapeze pour calculer I'intégrale I donnée par I’équation (1).

a) A l'aide de la bibliothéque de calcul symbolique Sympy?, calculez une valeur précise (notée
Iex) en tapant ces lignes dans votre programme Python :

import sympy as sp # Calcul symbolique avec sympy
t = sympy.symbols(’t’)

fex = sp.sin(t)/(2*t*%3)

Iex = sp.integrate(fex, (t, 1, sp.pi)).evalf()

b) Veérifiez que E, — 0, lorsque h — 0, c’est-a-dire lorsque n augmente. Pour des valeurs de
h suffisamment petites (n > 20), calculez le facteur de réduction FAR® de la méthode du
trapéze. Comparez-le avec sa valeur théorique®.

¢) Pour n > 50, représentez en échelle logarithmique l'erreur numérique F,, de la méthode du
trapéze (voir les exemples données dans le script aide_memoire_graphisme.py) et montrez
qu’elle est précise au second-ordre en tracant sur le méme graphe la fonction n +— 1/n?
comme sur la figure 2. Pour cela, il est conseillé d’écrire dans un fichier csv plusieurs
réalisations de la fonction trapeze sous la forme :

30n rappelle que, d’aprés le cours, cette formule s’écrit :

n—1
In =Y h(5f(z) + 5 f@rs))
k=0
avec h = (b—a)/n et xr = a + kh.
“La page web de Sympy est https://www.sympy.org/
’La définition du TD est FAR = E}/E},/» ot Ej, est donné par (2).
5D’apres le TD, si h est suffisamment petit alors FdR ~ 27 pour une méthode d’ordre de précision gq.


https://www.sympy.org/

Erreurs numériques pour la méthode du trapéze

1074
@ Erreur En = |In — lex|
—— Référence 1/n?
b -
107° 1 s
e
=1
g
L L 3
10-5 4 l
-
1077
102 2x102 3x10?24x10%2 6x10? 103

Nombre de sous-intervalles n

Figure 2: Résultats de la méthode du trapéze pour Uintégrale (1). Pour afficher les figures dans des
fenétres indépendantes de 'IDE, il faut sélectionner Graphics backend = Automatic dans les préférences
de Spyder (¢f. figure 1).

nl E_nil
n2 E_n2
n3 E_n3
etc ...

puis lire les données du fichier dans un script Python, et tracer les données lues (un exemple
est donné dans le script aide_memoire_python.py).

Travaux pratiques 2. (Résolution itérative d’équations non-linéaires)

Ce TP concerne la résolution de I’équation non-linéaire :
f(2) =0 pour x € [a,b], (1)

par les méthodes itératives de la bissection et de Newton qui ont été vues en cours et TD. Le répertoire
de travail Python est ‘TP2_L3_NEWTON_EQT_NON_LIN‘.

1) Le script main_TP_eqts_non_lin.py applique I'algorithme de la bissection (donné dans le fichier
fonctions_TP_quadrature.py) & la résolution du probléme (1) pour la fonction

f(x) =sin(2z) + = — 1,

que nous appellerons par la suite probléme test. Le critére d’arrét de 'algorithme est basé sur le
nombre d’itérations maximal kmax et le résidu de I’équation r, = | f(x) — 0|, et s’écrit :

k< kmax et 1 <e, kmax et € définis par 'utilisateur.



Le code Python appliquez I’algorithme de la bissection pour lintervalle de départ Iy = [—4,4] et
une tolérance e = 10719, Un exemple de tableau solution xB est donné sur la figure 3. Comprenez
bien ce programme, car les algorithmes itératifs que vous progammerez par la suite suivront le
méme principe. Exportez les graphes dans votre compte-rendu Word et commentez-les” .

xB[0] : condition initiale

351562

i
r~
"M
(1]
i
™M
o

©.355469
©.352539
©9.352295

9.

— L : indice de l'itération

Figure 3: Tableau solution B pour ’algorithme de la bissection, visible dans I’explorateur de variables
de Spyder.

2)

Ecrivez I’algorithme de Newton dans le méme esprit que celui de la bissection. Plus précisément,
créez la fonction Python :

def newton(fun, dfun, x0, eps, kmax):
return x[0:k+1], res[0:k+1]

qui retourne le résidu r; et la solution x; & chaque itération k, avec pour variable d’entrée la
fonction f(x), sa dérivée f’(x), la condition initiale zg, la tolérance e et le nombre maximal
d’itérations kmax.

a) Validez votre programme en l’appliquant au probléme test a partir de zg = 0.

b) Que se passe-t-il si on initialise I’algorithme loin de la racine a trouver, par exemple zy =
0.97

c) Comparez la vitesse de convergence de la méthode de Newton avec celle de 'algorithme de
la bissection.

Dans cette question vous allez combiner les algorithmes de la bissection et de Newton pour
résoudre le probléme des tiges (¢f. cours) avec al = 10, a2 = 13, a3 = 8 et a4 = 10. Pour une
valeur de 'angle w que vous choisirez, le but de la question est de déterminer la (ou les) racines
de l’équation f,(#) = 0 dans l'intervalle I = [—m, 7]

Afin de définir une condition initiale “suffisamment proche" pour que I'algorithme de Newton
converge, vous allez appliquer la stratégie de l'exercice 2 du TD 2 :
a) Pour chaque racine de lintervalle I, déterminez graphiquement un encadrement initial .

b) Faites quelques itérations avec l’algorithme de la bissection, pour obtenir une approxima-
tion 7 avec la tolérance e = 10~

c) A partir de Z, appliquez ensuite l'algorithme de Newton pour calculer la racine avec la
tolérance de e = 10714,

"Il est intéressant d’observer que les graphes du résidu et de Perreur ont le méme comportement : ainsi, lorsqu’on
ne connait pas la solution exacte (ce qui est le cas dans les problémes d’ingénierie), la valeur du résidu fournit un bon



Dans le compte-rendu, expliquez votre méthodologie (valeur de I’angle w, encadrement initial,
tolérance et nombre d’itérations pour chacun des algorithmes, résultat final) et montrez le graphe
des résidus.

Travaux pratiques 3. (Schémas numériques pour équations différentielles ordinaires)

Ce TP concerne la résolution du probléme & valeur initiale :

{ y(t) = f(ty(®), L€ [to, t,

y(to) = yo, (1)

par les schémas numeériques vus en cours et dans le TD 3 (schémas d’Euler progressif, Runge-Kutta,
... ). Le répertoire de travail Python est TP3_L3_SCHEMAS_EDO.

1) Le script main_TP_schemas_EDO.py applique le schéma EP1 & la résolution de 'EDO du premier
ordre (1) pour t € [0, 12], avec f(t,y) = —y(1/10 — sin(t)) et la condition initiale y(0) = 1, dont

la solution exacte est :
671/10t7cos(t)

y(t):T

Cette EDO sera appelée exemple 1 dans la suite de ’énoncé.

a) Tracez sur une méme figure la solution numeérique donnée par EP1 pour des valeurs de h de
plus en plus petite : A =1; 0.5; 0.1;etc .... Qu’observez-vous lorsque h — 0 7?7

b) Programmez le schéma de Heun, dénommé def Heun(f, tO, tf, yO, h):, dans le méme
esprit que la fonction Python EP1. Comparez sur une méme figure la solution donnée par
les schémas EP1 et de Heun pour un méme pas de temps, par exemple h = 0.4. Est-ce en
accord avec les propriétés théoriques de ces schémas 7

c¢) Déterminez analytiquement la condition de stabilité du schéma EP1® pour I'exemple 1.
Reportez sur une méme figure les solutions données par EP1 pour des valeurs de h choisies
au dessus et en dessous de la condition de stabilité”.

2) On considére maintenant 'EDO du second-ordre :

{ 6(t) = f(t,0(t),  t€ [to,t], (2)
0(to) = o, 0(to) = bo.

avec f(t,0) = —w?0, ott w > 0 est la pulsation propre. Les paramétres de 'EDO sont :
w=4, ty=0, tr=2m,

et les conditions initiales sont :
0p=1, 69=0.

renseignement sur la qualité de la solution numérique.
8Rappel de cours : le schéma EP1 est stable si
2 0
h< ————| avec)\:—f.
max {—A} Ay
t € [to, t]

9Pour observer au mieux la stabilité du schéma au temps long, il est recommandé d’augmenter le temps d’intégration,
par exemple tf=50, et de limiter ’axe des ordonnées, par exemple plt.ylim(-2, 10).



Ce probléme sera appelé dans la suite exemple 2, et sa solution exacte est :
Oexact (t) = cos(wt). (3)

Cette EDO est autonome (le second-membre f est indépendant du temps) et linéaire (sa solution
analytique est une combinaison linéaire de sinus et cosinus), et elle représente la modélisation
mathématique du pendule linéaire (tel que 6(t) représente angle du pendule et 6(t) sa vitesse an-
gulaire) ou de Poscillateur harmonique sans frottement du TD. Cette EDO est de type conservatif
car I’énergie mécanique est conservée au cours du mouvement (¢f. TD).

a) A partir de la fonction Python EP1, créez une version adaptée a la résolution d’EDO du sec-
ond ordre (nommez-la par exemple def EP1_2D(f, t0, tf, y0, h):). Conseil : réécrivez
I'EDO (2) en un systéme d’EDO du premier ordre (cf. cours et TD), de fagon que le second
membre s’écrive :

def fedo_2D(t, y):

# ... Second-membre pour 1’EDO de 1l’exemple 2
w=4
F = np.zeros(2)

F[0] = y[1]
F[1] = -wx*2xy[0]
return F

Dans le script principal, le vecteur yO= np.array([1, 0]) correspondra & la condition
initiale (6o, 90) = (1,0). Dans la function EP1_2D, le vecteur solution sera initialisé par le
tableau y = np.zeros((2,Nt + 1)). La condition initiale sera y[:, 0]= y0, et la sous-
matrice colonne y[:, nl= [y[0, n], y[1, nl] correspondra a la solution au temps ¢, =
nh : y[0, n] = 6(t,) et y[1, n] = 6(t,). Un exemple est donné sur la figure 4.

j : indice du temps y[0, 3]

-8.16 -0.32 -9.638976 -0.79744 -9.954882 } y[l, o= E)(f'ﬂ)

Figure 4: Exemple de tableau solution y pour la résolution d’EDO du second ordre.

1

7 0 1 2 3 4 5 6
l 0 1 2.9984 2.990403 ©.984013 2.976e38 }y[(l ;] = H(tn)
]
N

b) Utilisez le schéma EP1 pour résoudre I’exemple 2 et comparez la solution numérique 0(t,,) =y [0, n]
et la solution analytique (3) sur une méme figure'!’ : qu’observez-vous ? Est-ce en accord
avec les propriétés de stabilité théorique de EP1 pour ce type d’EDO (¢f. TD exercice 5) ?
Que penser de la stabilité du schéma de Heun pour cet exemple ?

c) Programmez le schéma RK4 (¢f. TD). Enoncez la condition de stabilité pour ce schéma,
et déterminez la valeur maximale de stabilité hmax du pas de temps. Utilisez RK4 avec un
pas de temps h légérement inférieur & hpayx, puis une valeur bien inférieure (ie., hpax/10).
Comment qualifiez-vous le type d’erreur donné par RK4 par rapport & ce qui est représenté
sur la figure 5 7

1971 est & noter que la solution analytique est telle que 0(t) € [—6o, 6o] donc restreignez les ordonnées de la figure avec
plt.ylim(-5, 5) par exemple.



Yy Phase lag
"‘ Amplitude .¢ .................... : .
Al . error — 4

Figure 5: Décomposition de Perreur numérique en une composante d’erreur d’amplitude (ou dissipation
numeérique) et une composante d’erreur de phase (ou dispersion numérique).

d) Dans le plan (6, 9) = [y[0, nl, y[1, nl] appelé espace des phases, tracez les solutions
numériques obtenues & partir de plusieurs conditions intitiales, par exemple yO=[1, 0],
yO=[2, 0] et y0=[4, 0]. Ce type de graphe est appelé portrait de phases de 'EDO, et on
appelle trajectoire une solution partant d’une condition initiale donnée. Pourquoi les tra-
jectoires de cette EDO correspondent-elles & des courbes fermées dans I’espace des phases 7

3) On considére maintenant 'EDO (2) avec f(t,0) = —gsin(6)/l, qui correspond a I’équation du
pendule non-linéaire de ’exercice 5 du TD. Les conditions initiales seront choisies telles que le
pendule est lancé avec une vitesse angulaire 6o non-nulle & partir de la position d’équilibre stable
o = 0. On se placera dans les conditions de I'exercice 5, soit : g = 9.81m/s? et [ = 0.6m.

a) Enoncez la condition de stabilité du schéma RK4 pour cette EDO.

b) Utilisez le schéma RK4 pour calculer plusieurs solutions numeériques de vitesse angulaire
initiale 6y choisie au dessous et au dessus de la valeur 65 = 24/¢/l, afin de construire un
portrait de phases semblable & celui représenté sur la figure 6.

Travaux pratiques 4. (Méthodes itératives pour systémes d’équations linéaires)

Ce TP concerne la résolution de systémes linéaires de taille n x n de la forme AX = F avec les
méthodes itératives vues en cours : algorithme de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation (ou S.O.R.). Ces
algorithmes seront appliqués a la résolution du probléme test :

KX =F, (1)

avec K la matrice tridiagonale K = Tridiag,[—1, 2, —1] (vue en cours et dans U'exercice 4 du TD 4),
et la solution exacte est choisie comme X = (1,...,1). Ce TP a pour but d’illustrer les propriétés
de convergence des algorithmes qui ont été vues théoriquement dans ’exercice 4, et il est donc im-
portant que cet exercice ait été entiérement fait et compris. Le répertoire de travail Python du TP
est TP4_L3_SYST_EQTS_LIN.

1) Le script principal main_TP_systemes_lineaires.py applique la méthode de Jacobi a la réso-
lution de (1). Comprenez et exécutez ce programme pour un systéme linéaire de petite taille, tel
que n = 2. La suite des questions a pour but de comparer la performance des divers algorithmes
pour le cas n = 2. Tous les tests seront effectués pour la méme condition initiale Xg = 0 et la
tolérance € = 10710,



y[O :] = Q(f")

Figure 6: Portrait de phases du pendule non-linéaire pour diverses trajectoires partant de la condition
initiale §p = 0 et 6. La trajectoire (3) de vitesse initiale 5 = 2,/g/l correspond a des solutions
joignant deux positions d’équilibre instable §(t) = © mod (), la trajectoire (2) de vitesse initiale
faible (telle que |6o| < |83]) correspond a des oscillations du pendule autour de la position d’équilibre
stable, les trajectoires (1) et (4) correspondent au cas ot le pendule est lancé avec une vitesse initiale
suffisamment grande (|dg| > |84|) pour lui permettre de faire des tours sur lui-meéme.

a) Programmez la méthode S.O.R. pour un parameétre de relaxation w quelconque. Conseil :
utilisez au maximum la maniére utilisée pour programmer la méthode de Jacobi.

b) Programmez la fonction def w_opt(n): qui donne la valeur du paramétre de relaxation
optimal pour le probléme test (1).

c¢) Utilisez ces fonctions pour résoudre le probléme test avec les méthodes de Gauss-Seidel et
S.0.R. avec paramétre de relaxation optimal wop.

d) Comparez sur le méme graphe les résultats donnés par les méthodes de Jacobi, G-S et S.O.R.
(résidu, erreur et facteur de réduction). Lorsque vous aurez confirmé les résultats théoriques
du cours sur la valeur asymptotique du facteur de réduction, les méthodes que vous avez
programmées seront considérées comme validées, et vous pourrez passer aux questions suiv-
antes.

2) On considére dans cette question le probléme test (1) avec n = 31.

a) Utilisez les trois méthodes itératives pour résoudre ce probléme avec la tolérance de e = 1075,

b) Comparez les divers résultats des méthodes sur les mémes graphes. Pourquoi observe-t-on
que l'erreur relative est-elle bien supérieure & la norme du résidu ?

¢) Pour chaque méthode, estimez le nombre minimal d’itérations pour que lerreur relative soit
inférieure & € = 1076, Est-ce en accord avec les résultats théoriques vus en TD ?
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