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Corrigé du TD3bis : variations, exponentielles et logarithmes
1. TRACES DE GRAPHES
Exercice 1. Déterminez les graphes des fonctions suivantes :
file)=2% -z +2; folx) =2 +32+6; fs(x) =23z
2. VALEUR ABSOLUE

Exercice 2. Montrez les formules suivantes pour tout z € R :

z+ |z
Ty —x_=2x; x4 +a_ = |2|; Ty = —5—
Solution : On rappelle que |z| = max{z, —z}, x4+ = max{z,0} et z_ = max{0, —x}.
(1) Pour montrer que z —x_ = z pour z € R, il faut distinguer les cas positifs
et négatifs :
(a) Siz>0,alorszy =x et z_ =0,donc x4 —x_ =2 — 0=z : la formule
est ok.
b) Sixz <0,alorsxzy =0etx_ =—x,doncz, —z_ =0—(—x) =z :la
+ +
formule est ok.
Dans tous les cas, on a donc prouvé que r4 —r_ = z.
(2) Pour montrer que x4 +z_ = |z| pour z € R, il faut distinguer les cas positifs
et négatifs :
a) Six >0,alors || =z, 2y =zetx_ =0,doncz, +x_ =x = |z|:la
+ +
formule est ok.
b) Six <0, alors || = -z, 2. =0etx_ = —z,doncxy +x_ =0+ (—x) =
+ +
—x = |z| : la formule est ok.
Dans tous les cas, on a donc prouvé que x4 + z_ = |z|.
(3) Pour montrer que x4 = %Izl pour z € R, il faut distinguer les cas positifs
et négatifs :
(a) Six >0, alors |z| = z et x4 = x, donc m‘;‘ml =282 — g = 2, : laformule
est ok.
(b) Siz <0, alors |z| = —z, z; = 0, donc x‘;‘xl =252 = 0 = x4 : la formule
est ok.
Dans tous les cas, on a donc prouvé que %Ix\ =z4.

Exercice 3. Pour z,y € R, que vaut
rt+y+lz—yl,
5 ?
Solution : La valeur de |z — y| dépend du signe de & — y. On va donc distinguer
deux cas :
— Premier cas : ¢ > y. Danscecasz —y > 0 et |z —y| =z — y. Ainsi,
ctytle—yl _rtytar—y
2 N 2 B
1




— Second cas : x < y.Danscecasx —y < 0Oet |z —y|l=—(r—y) =y — =z
Ainsi,
ctytle—yl _rtyty—w
2 B 2 B
Finalement, on récupére a chaque fois le plus grand des deux éléments, et donc

r+y+ |-yl
2

Exercice 4. Soit f(z) = |z + 2| + |z — 1| pour tout z € R.
— Déterminez une formule simple pour f(x) suivant que = est dans tel ou tel
intervalle.
— Dressez alors le tableau de variation de f et tracez son graphe.

= max{z, y}.

Solution : La valeur de |z 4 2| dépend du signe de z + 2, donc de la position de
x par rapport & —2. Pour |z — 1|, la valeur dépend si > 1 ou z < 1. On va donc
faire un tableau de signe pour nous aider :

—00 -2 1 ~+00
T+ 2 - 0 + +
|z + 2| -(x+2) 0  x+2 x+2
x—1 - - 0 +
|z — 1] -(x-1) -(x-1) 0 x+1
Ix + 2|+ |x — 1] —2x—1 3 2x +1

On a donc 3 graphes de fonctions affines aisés a tracer :

U

-2 -1

1
(0,0}

Exercice 5. Tracez le graphe de la fonction z +— f(z) = 2% + |z|.

Solution : La valeur de |z| dépend du signe de z. On va donc faire un tableau de
signe pour nous aider :

—00 0 +00
T - 0 +
|z] -z 0 x
x? + x| x2-x 0 x?2+x

2

On va donc faire les études séparées de & — 22 — x et de x — 2 + x puis les

regrouper sur le méme graphe.

FEtude de f : x + x? — z. La fonction f est dérivable sur R et f/(z) =2z — 1, on a
donc la tableau de variations :



i
—
E

I
Ol
+

+o00 +o00 | En bleu sur le dessin

=1
4

On note au passage que f(0) =0 et f/(0) = —1.

FEtude de g : x + x? + . La fonction g est dérivable sur R et ¢/(z) = 2z + 1, on a
donc la tableau de variations :

—00 %1 +00
g'(x) - 0 +
+0o0
g N\ /

-1

400 | En rouge sur le dessin

On note au passage que ¢g(0) = 0 et ¢’(0) = +1. On met tout le monde sur le méme
graphe :

g en rouge f en bleu

Sachant que pour x < 0, on prend f (en bleu) et pour z > 0, on prend g (en
rouge), le graphe de la fonction est alors :

il ¥ a une pointe ici

-1/2 1/2

Exercice 6. Tracez le graphe de la fonction = — f(z) = 22 + |z — 1|.

Solution : La valeur de |z — 1] dépend du signe de  — 1. On va donc faire un
tableau de signe pour nous aider :

—00 1 400
z—1 - 0 +
| — 1] —x4+1 0 x—1
x2 + [x — 1] x2—x+1 0 x2+x-1




On va donc faire les études séparées de z +— 22 — 2 + 1 et de = +— 22 + = — 1 puis
les regrouper sur le méme graphe.

Etude de f : x + x® — 2 + 1. La fonction f est dérivable sur R et f’(z) = 2z — 1,
on a donc la tableau de variations :

f'(z) -
+00 400 | En bleu sur le dessin

f p e

On note au passage que f(1)=1et f/(1) =1
FEtude de g : x v 2% + 2 — 1. La fonction g est dérivable sur R et ¢/(z) = 2z + 1,
on a donc la tableau de variations :

—00 _71 +o00
g'(z) - 0 +
400 400 | En rouge sur le dessin
g hY /
T
On note au passage que g(1) =1 et ¢’(1) = +3. On met tout le monde sur le méme
graphe : \
g en rouge

\L’ﬁl |
-5/4

Sachant que pour < 1, on prend f (en bleu) et pour z > 1, on prend g (en
rouge), le graphe de la fonctlon est alors :

. & iTyaune brisur

3. EXPONENTIELLE ET LOGARITHME

Exercice 7. Ensemble de définition de



(1) ¢t~ In(1+¢2).
Solution : 11 faut 1 4+ ¢2 > 0, ce qui est toujours vrai. Donc D; = R.
(2) x—In(dz+7) .
Solution : Il faut 4= + 7 > 0, donc = > —%. Donc Dy :}—%,—Foo[.
(3) x> In(—22 +3x 7).
Solution : 11 faut —22 + 3z — 7 > 0. Résolvons —22 + 32 -7 =0 : A =
32 —4x (=1) x (=7) = =19 < 0, donc pas de zéro et —z% + 3z — 7 a le signe
de —1, donc —2% + 3z — 7 < 0 pour tout € R. Donc D3 = (.
(4) x+— 27,
Solution : On écrit 2% = e*™2_ ce qui fait sens pour tout z € R. Donc Dy = R.
(5) z+— (—2)v.
Solution : on a x d’un coté, y de 'autre. La question n’a méme pas de sens.
In(—z243z
(6) &y mE
Solution : 11 faut :
— —22 432 > 0 & cause du In,
— x — 1 > 0 avec la racine,
— V& —1—2+# 0 avec le dénominateur.
Pour x — 1 > 0, il faut donc x > 1. On résoud maintenant vz —1—-2 =0 :

Ve—1-2=0&eVe-1=2c2-1=2=41=>"5

On doit donc exclure 5. Pour finir, il faut —z2 + 32 > 0. On factorise —2? 4 3z =
—z(xz — 3) (ou bien on repart sur le discriminant) et encore un tableau de signes :
—00 0 3 400

1 _ B

T - +
x—3 - - 0 +

—x(x — 3) + 0
Et donc Dg = [1,4+o0[N(R\ {5})N]0, 3[= [1, 3].

|
0
|
0

Exercice 8. Tableau de variation et graphes des fonctions suivantes :
o xi—+e ¥

o x> 271
o I+ ez2+21+7
[ ]

Les trois premiéres fonctions de I'exercice précédent.
4. FONCTION DE HEAVISIDE
Exercice 9. Montrez que H est croissante. Est-elle strictement croissante ?

Solution : Rappelons que

H: R — R
s 0 siz<O
r 1 siz>0

La fonction H n’étant pas dérivable, on va revenir a la définition. Soient xz,y € R
tels que = < y. Pour connaire la valeur de H en ces points, il faut déterminer leur
position par rapport a 0 :

— Premier cas : z <y < 0. Alors H(z) = H(y) =0, donc H(z) < H(y).



— Second cas : x < 0 < y. Alors H(x) =0 et H(y) =1, donc H(z) < H(y).

— Troisiéme cas : 0 <z < y. Alors H(xz) = H(y) =1, donc H(x) < H(y).
Dans tous les cas, lorsque « < y, on a H(z) < H(y), donc H est croissante. Comme
H(1) = H(2), elle n’est pas strictement croissante.

Exercice 10. Tracez le graphe de la fonction z — f(z) = cH(x).

Solution : Pour x < 0,ona H(z) =xx0=0.Pourxz >0,ona H(z) =xzx1=u.
On a alors le graphe suivant :

(0,0)

Remarquons d’ailleurs que xH (x) = x4 pour tout z € R.

5. PUISSANCES

Exercice 11. Déterminez les ensembles de définition des fonctions suivantes :

x + 2%, Solution : toujours défini si x € Z. Sinon on écrit 2% = *™2 qui impose
x > 0. DOnc défini pour x > 0 ou = € Z.

z +— (—2)Y. Solution : la variable est y ou z 7 Pas de sens.

y — (=2)¥. Solution : toujours défini si y € Z. Sinon on écrit (—2)¥ = e¥m(=2) .
n’a pas de sens. Donc défini pour y € Z.



