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TD6 : corrigé

1) Montrer que, en raison des hypotheses formulées, on peut postuler un
champ de déplacement de la forme : u(r,z)=u,(r,z)e,.

On part d'un champ de déplacement, dans le cas général :

u(xt)=u,(r,0,z)e +u,(r,0,z)e,+u,(r,0,z)e,

Le probléme est totalement axisymétrique, et sera donc indépendant de I’angle 6 :

g()_(,t):ur(r,ﬂ,z)e_r+u6,(r,ﬂ,z)e_9+uZ (r,%,z)i

Comme une section droite restera droit sous I’'HPP on aura :

u(5) =1, (1,208, +0, (120, 00, (r X)e,

Comme le rayon de I'arbre est constant sous I'HPP on aura :
u(x,t) = UXeade, +u,(r.z)e, +u,(r)e,
Comme la longueur de I'arbre est constante sous 'HPP on considérera enfin :

g()_(,t)=u9(r,z)e_g+M

Avec les hypotheses formulées on arrive donc a la forme demandée :

u(x,t)=u,(r,z)e,
2) Calculer le champ de déformations correspondant a ce déplacement.

Par définition le tenseur des déformations en HPP s’écrit :

£= %(Grad u+(Grad u)")

On doit donc calculer le gradient du champ de déplacements en coordonnées
cylindriques :

1
QZM+F(%§ ~U,)e, ®e, + —B<Be, +

ou, 1 %L%; ou
—e ®e +=( X +X)e ®e, +—Le, ®e, +
or 2 r( X)_H AP

®
=
QO
o
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Gradg:%eH(@e,—u—“’er®eg+aﬁeg®eZ
o— — r— — 07— —

On utilise volontairement tantdot les notations tensorielles, tantot les notations

matricielles. Utilisant la notation matricielle pour calculer le tenseur des déformations :

[g] = %([Grad g]+[Grad Q]T)

o U g T 0 1(%_&9)
r or 2\ or r

[e]=2| % o | % o o] 1(%1&) 0 1oy,
= 2|| or oz r 2 or r 2 0z

0 0 01, Moy 0 1ou, 0

oz 2 oz

3) Calculer le champ de contraintes correspondant a ce champ de
déformations.

Comme l'arbre est considéré élastique, linéaire et isotrope, on peut utiliser la loi de

Hooke (attention : loi vue pour l'instant seulement en autonomie, pas maitrisée) :

ag=ATr(g)l +2pe

Dans ce cas particulier la trace de ¢ estnulle et on écrit tout simplement :

ou, u
0 o _Ze |
'u( or r)
B B ou, u, ou,
[o]=2ulz]- ﬂ(E—Tj 0 H o
0 ,u% 0

4) On se propose de postuler que le couple est appliqué en z=Lde fagon
linéaire en r, de telle sorte que o, (z = L) =Cstexr . Justifier cette hypothese et

déterminer cette constante.

En vertu du théoréme de Saint-Venant, I’état de contraintes suffisamment loin de la
surface d’application du couple ne sera pas dépendant de la facon précise avec laquelle
ce couple est transmis, mais uniquement du torseur résultant. Ainsi, par exemple, ces
trois répartitions des efforts donneraient le méme état de contrainte suffisamment loin

de la surface d’application :

TD6 de Mécanique des Milieux Continus : corrigé ENSEM - 1¢re année



E—

Dans notre cas on se propose de faire la seconde hypothese.

Pour déterminer la constante, on peut chercher a écrire la condition sur la surface

Z=L, en écrivant que chacun des vecteur-contraintes crée un couple infinitésimal (on

appelle H le centre de la section et M le point d’application du vecteur-contrainte) :

Im/\g(r,e,z: L,e_z)dS :J'(re_r)/\[(r,e,z = L,e_z)dS =C
S S

On peut alors chercher a expliciter le vecteur-contrainte d’apres sa définition :

1(r,9,z= L,e_z)zg(r,e,z: L)-e,=0,(r.0,z=L)e +0,(r.0,z=L)e,+0,(r.0,z=L)e,

Lorsque I'on réécrit le produit vectoriel on a alors :

J'(re_r)/\(arz(r,e,z =L)e +o,(r.0,z=L)e,+0,(r.0,2= L)e_Z)dS =Ce,
S

I(agz (ri0,z=L)e,~0,(r.0,2= L)e_g)rdS =Ce,

S
[T(ea(r.0.2= )6, -0, (r.0.2=L)e,)rardo=ee,
00

En faisant I'’hypothése que GGZ(Z=L)=Cste><r on arrive par conséquent a

déterminer cette constante :

N

T

R
Jjaoz(r,6,2= L)r’drd6=¢
00

27 R

= Cstex _[ Irsdrdezé
00

R4
= CSte><27rxT=@

= Cste=—:
7R
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On peut alors fait intervenir une grandeur qui sera largement utilisée au semestre S6

en mécanique des solides appliquée : le moment quadratique de torsion qui s’écrit :
| = zD*
¢ 32

On peut alors réécrire la constante, et tomber sur une forme bien connue en

résistance des matériaux pour la contrainte due a un couple de torsion :
26er 2Cr ér

agz(z:L):Cstexr:ﬁR4 =N
Tl = G
)

Cette contrainte n’est valable que pour z =L pour l'instant.

En raison des hypotheses précédentes, on peut postuler que u, est linéaire

5)
en Z.En déduire le champ de contraintes dans tout I’'arbre de transmission.

Comme on a fait ’hypothése qu'une fibre droite en surface reste droite apres

transformation, il semble cohérent de postuler que u, estlinéaire en z

En revanche, nous n’avons fait jusqu’ici aucune hypothese sur la dépendance en r

de u,.On a donc la forme suivante : u, (r,z)=A(r)z+B(r).

En z =0 l'arbre est encastré et on a par conséquent: U, (r, z

On en déduit : u,(r,z)=A(r)z
Or, on a calculé précédemment le tenseur des contraintes suivant :

0 (%_U_HJ 0
or r
ou, u, ou
=yl =0 0 o
[g] ( or r j # 0z
0 y% 0

Par conséquent on peut écrire o, = ,uaaﬁ =uA(r) vz
z
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On constate alors que cette composante du tenseur des contraintes est indépendante
de z.Or, onI'a calculé précédemment pour z=1L:

agz(z:L):%(r,vZ):?

G

ou, o, Cr
ERETA

érz

mlg

On peut maintenant déterminer complétement le champ de contraintes :

On détermine au passage la fonction A(r)=

Et donc le champ de déplacement est connu : u,(r,z)=

0 O
[o]=| | Ze<t o Zlsjo o &
4 G G
0 er ol o &
IG

. , . Y T ) éCr
I1 est habituel en résistance des matériaux d’utiliser la notation 7 = — et donc:
G

o= (0@ re, ®e)=r(e @¢, ve, B¢,
G

On vérifie au passage que la grandeur 7 a bien la dimension d’'une contrainte :

m4

m
ér ~D*
T=—— avec I;=
IG

donc 7 est bien exprimé en Pascals (N.m2)

Elle est appelée contrainte de cisaillement ou de torsion, et elle est dans notre cas
dépendante du rayon. On retrouve les formules qui sont disponibles dans les tables des

qu’on cherche a dimensionner un arbre en torsion.

6) Vérifier que la condition de surface libre est satisfaite en r = R.
La surface latérale de l'arbre est une surface libre, et on a par conséquent la

condition :
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Cette condition est satisfaite d’apres la forme trouvée précédemment.

7) Déterminer les contraintes principales et la base principale
correspondante.

Pour déterminer la base principale, on doit diagonaliser la matrice représentative du

tenseur des contraintes :

(on prend bien soin de préciser le repere)

o O O
N O O
O = O

LA

Calculons dans ce cas les valeurs propres de cette matrice dans un premier temps :

0 0O
[a:l =0 0 7 (on prend bien soin de préciser le repere)
e PR
T
-2 0 0
det(c-41)=0 = | 0 -2 7 |=0
0 r -4

= (-A) +472=0
= A(*-4*)=0

Cette équation possede évidemment 3 solutions, qui sont les contraintes principales

organisées par convention de maniere décroissante :

o, =1
o, =0
Oy =-7

Par conséquent, le tenseur des contraintes peut également s’écrire dans la base

principale sous la forme :
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o O

ou encore o = r(e, e —¢, ®e,,,)

—
[|S
~—
|-
=
"m
N
Il
O O "N
o O O

Il est intéressant ici de calculer les directions principales associées a cette nouvelle

base :
oc—ol)-e =0
{(= 1) =0 avec ie{l, Il NI}
e -g=1
-z 0 0) (¢ —ta, =0 0
o=t = |0 — 7 ||B =0 = <{-16,+17,=0 = e =|p
0 T TT) A\ B, —1y, =0 B
2
€ e|=1 = :Bm:i_T
0 0 0)(e, a,
73, =0
c,=0 = |0 0 z||B, |=0 e, =0
77/”_0
0 = 0)\y, 0
e,¢,=1 = ¢,=%1
r 0 0) ta,, =0 0
oy=-1t = |0 ¢ B, =0 = (B, +, =0 = ¢, =| B,
0 7z 7)\yy Bty =0 B

On vient donc de déterminer les trois directions principales suivantes :

J =i§(e_a+e_z)

Dans cette nouvelle base e,,e,,e, , les contraintes sont normales. On peut

facilement réaliser I'interprétation physique en dessinant se nouveau repere :
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On comprend alors que le matériau subit un état de traction suivant e, et de

compression suivant e, .

8) Calculer la contrainte équivalente de Von-Mises, en en déduire le couple
maximal admissible pour un matériau et des dimensions données.

La contrainte équivalente de Von Mises permet de calculer une valeur scalaire
comparable avec la limite d’élasticité R, du matériau. On rappelle le moyen de

déterminer la limite d’élasticité a partir de I’essai de traction uniaxiale :

o
Rm
RE:‘.E
Re
E
0.2 % A £
: e 1 2 2 2
Cette contrainte a pour définition : o, "5 (0,-0,) +(o,—0y) +(on—0))

Ici on la calcule donc trés simplement :

Cum =% (6, >3<)2 +(>{—0'", )2 +(oy —a,)
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On notera bien que la contrainte de cisaillement 7 =¢r /| est dépendante de r. Le
matériau va étre sollicité en dehors de sa limite d’élasticité dans un premier lieu la ou

cette contrainte est maximale, c’est-a-direen r_, = R.A cetendroitona:

_GR_¢€D _32eD _16€
"™ 1g 2l 2zD* zD°

T

Le matériau sort de son comportement élastique lorsqu’on a la relation :

f(g)=0, ~R, =0

Cette condition s’écrit donc dans notre cas :
_ RzD’

1643

o™ -R =0 = Bz, =R = \/§16€D3 =R, = &™

T

On constate que cette valeur est dépendante de D®, qui joue donc un rdle
prépondérant dans le dimensionnement de I'arbre, mais pas de sa longueur. En réalité, si
la longueur est trop grande, on risque de sortir vite de I'HPP et donc toute la démarche
qui vient d’étre faite n’est plus valide...

Application numérique :

On considere un arbre de 10 cm de diametre en acier (R, =240MPa), quel est le

couple maximal transmissible ?
_ RzD®  240-10°x7zx0.0°

164/3 1643

em™ =28341N.m

Ce couple équivaut au moment créé par une masse de 2,8 tonnes au bout d'un bras

de levier d’'un meétre.
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