Université de Lorraine 2024-2025
Licence 1 PC
Mathématique 1 (S2)

Corrigé de ’épreuve de Seconde chance du 31 janvier
Durée : 2h

Sont interdits : Documents, calculatrices, ordinateurs, téléphones (voire plus, a la
discrétion des enseignants).
Les correcteurs seront attentifs au soin et & la qualité de la rédaction

Exercice 1. Calculez les intégrales suivantes :
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Solution : x? — 5z +6 = (x — 2)(x — 3) donc il existe A4, B € R tels que
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et donc A+ B=—-1et —34—2B =1, puis A=1et B=—2. Donc
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Exercice 2. Effectuez la résolution des équations différentielles suivantes :
() THte=3t—1t>—1,
z(0) =2

Solution : Equation homogeéne : z +tzy = 0 donc il existe A € R tel que zy(t) =
Ae=t*/2 pour tout t.



Solution particuliére sous forme de polynoéme : une constante ne marche pas, on
essaie z,(t) = at + b qui est solution si a + t(at +b) = at?> + bt + a = 3t —t? — 1
donc a = —1 et b= 3, puis z,(t) = 3 —t pour tout t.

Solution générale : z(t) = g (t) + zp(t) = Ae=*/2 43— t. Avec z(0) = 2, on a
A= —1 puis z(t) = —e /2 4+ 3 — t pour tout ¢.

b) { y/(t) + cos(t)y(t) = e=*®) }
Solution : Equation homogene : yh( ) + cos(t)yn(t) = 0, on a — cos = sin’ donc il
existe A € R tel que y,(t) = Ae™*™®) pour tout .
Solution particuliére par la var de la constante : y,(t) = A(t)e™ 5"(*) ce qui donne

—sin

y, +cosy, = Ne™ sin — ¢
donc N = 1 puis A(¢) = ¢ convient, puis y,(t) = te™ (),

Solution générale : y(t) = yp(t) + yp(t) = Ae™ s 4 pe=sin(®),

y' — 4y +13y =0,
(c) y(m) = e,
y'(m) =0

Solution : equation caractéristique r? — 4r + 13 = 0, les racine complexes sont
2 £ 3¢, donc

y(x) = e**(Asin(3z) + B cos(3x))
avec les conditions initiales, e?™ = y(7) = €2™ x (—B) donc B = —1. Et
0 =y/(7) = 2¢**(Asin(3z)+B cos(3z))+e**(3A cos(3z) —3 B sin(3x)) = 2e2™ x (— B)—3Ae*"
donc A = 2/3, ce qui donne

y(z) = 62””(% sin(3x) — cos(3x))

Exercice 3. Déterminez les limites suivantes :
sin(x
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Solution : avec f(x) =sinz, on a
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Solution : pour x > 0, on a
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donc lim, oo (V22 + ) —z = 1/2.
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(c) limites en +o00 et —oode x> 55—



Solution : En 400, c’est I’exponentielle qui va dominer :
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En —oo, ce sont les polynémes qui vont dominer :
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Exercice 4. En utilisant la représentation complexe, lindarisez (sin(2z))3.

Solution :
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Exercice 5. Tableau de variations et graphe de la fonction

| —x -2+ +1
Solution : 2> —x — 2 = (x + 1)(x — 2). C’est > 0 en dehors des racines, et < 0
sinon. Du coup :
Siz<-l:onaf(@)=@*-2-2)+x+1=2?-1, f(xr) = 22z < 0 donc
décroissante, f(—1) =0 et lim,_,_ f(z) = +o0.

Si—-l<z<2:onaf(r)=—(22—2-2)+2+1=—22+22+3, f'(z) = —22+2.
donc croissante sur [—1,1] avec f(1) = 4, et décroissante sur [1,2] avec f(2) = 3.

Siz>2:onaf(z)=(22—x—2)+x+1=22-1, f'(x) = 2x > 0 donc croissante,
f(2) =3 et limy 100 f(x) = +00.

Exercice 6. Dérivez deux fois z +— cos(x?) et x +— e® sin(3z).

Solution :

(cos(z?))" = (—2xsin(z?)) = —2sin(z?) — 422 cos(x?)

(e®sin(3z))” = (e"sin(3z) 4 3e” cos(3x))" = € sin(3z) + 3e” cos(3z) + 3e” cos(3x) — 9e” sin(3x)
= —8¢"sin(3z) + 6¢” cos(3x)
Exercice 7. On se donne o > 0. Le but de cet exercice est de démontrer que

lim,_,o+ 2*In2 = 0 (on ne pourra donc naturellement pas 1'utiliser dans cet exer-
cice). On pose = § et la fonction

f:]0,1] — R
x — 2%z

(1) Calculez la dérivée de f.
Solution : f'(z) = Bz 1Inz + 2/~ = 281 (BInz + 1).
(2) En étudiant les variations de f sur ]0, 1], montrez qu’il existe C' € R tel que

0> 2" Inz > C pour tout z €0, 1].



Solution : Pour 0 < = < e~Y# on a f'(z) < 0 donc f décroissante. Pour
e~V/# < x < 1,0n a f'(x) > 0 donc f croissante. Donc pour z €]0, 1], on
a f(x) > f(e=/b*). On pose alors C' = f(e~'/%®) Pour 0 < 2 < 1, on a
Inx < 0. L’inégalités est prouvée.

(3) Montrez que lim,_,o+ 2*Inz = 0.
Solution : En multipliant par 2, on a
0> 2?%Inz > C2® pour tout = €]0, 1].

a la limite x — 0 eten utilisant 23 = «, on a le résultat.



