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Equations différentielles ordinaires

F.Robert

TD5 : Systémes linéaires

Exercice 1. Intégrez le syséme différentiel suivant,

¥ = -3z +3y+e ()
y = —6x + 8y

Exercice 2. Intégrez le systéme suivant
' =-3r+3y+e @)
y = —6x+8y+et

Exercice 3. Intégrez le systéme suivant

=3x+3y—3z+1
y =2z +4y — 22 (3)
2= —x4y+2z+22%

Solution de l’exo 1 : Commengons par l’équation homogéne X' = AX avec
A= ( :2 2 ) Diagonalisons A. On a
-3-X 3

=(-3-X)8—X)+18=X?-5X -6 = (X +1)(X —6)

Xa = ‘ -6 8-X
donc deux valeurs propres —1 et 6 en dimension 2, la matrice est Dz.
Espace propre de —1. On a

T = X -3z +3y = —x B B - 5
A(y>__(y)<:){ —6x+8y:—y}<:>{ 20 +3y=0 } doncE_l_]R(2)

Espace propre de 6. On a

T\ T -3z + 3y = 6z . . 1
A(y)6<y><:>{—6x+8y:6y}<:>{y_3x } doncE6R<3>

et donc
_ -1 0 1 (31
A—P( 0 6>P auvecP-(2 3)

et donc pour t € R, on a

tA P tDpfl — P 67t 0 P71
€ = re = 0 eﬁt

Ainsi .
X' =AX & X =1X(0)=P ( 60 e%t ) P1X(0)

en posant P~1X(0) = ( gl ), ona
2

- — 6t
; A o (& O Cl o —t 3 6t 1 o 3018 + 026
X =4AX X =e¢ X(O)—P< 0 66t>(02>—016 (2>+C2e (3)_(201€t+30266t

Systéme avec second membre. On cherche des solution de (1) sous la forme
x(t) = 301 (t)e™t + Co(t)eb
y(t) = 2C1 (t)e™t + 3Cy(t)eb
Le couple (x,y) est alors solution de (1) si et seulement si
3CI(t)e ™t + Ch(t)ebt = et Ci(t)e ' = e Cl(t) = e Ci(t) = Ze* + A
{ 20 (e +3C(1)e% =0 [ T Oyttt = —2¢t [ T\ Cyt) = 2 [T 2
1



2

En choisissant A = B = 0, on obtient comme solution particuliére
z,(t) = 3C1(t)e™ " + Co(t)ebt = &egte_t —|— Ze Otebt = Tet
Yp(t) = 2C1 (t)e™ + 3Co ()l = 2et

donc

. z(t) = 5e' + 3Ae‘t + Be®t
(z,y) solution de (1) & JA, B € R tels que { y(t) = % of 49 Ae—t 4 3Bebt

Solution de l’exo 2 : L’équation homogéne a déja été résolue. Il suffit de trouver
une solution particuliére avec la variation de la constante. On cherche des solution

de (2) sous la forme
{ (t) = 3C(t)e” ()Gt }
y(t) = 201(15)6 + 302( )t

Le couple (x,y) est alors solution de (2) si et seulement si

3C1(t)e™t + Ch(t)eb = et - 7C1(t)e t =3et —et
20, (t)e ™t + 3C%(t)e® = et —7C5()ebt = 2et — et

Ci(t) =2e* -1 Ci(t) = e — t+A
& v 7 & L

{ Cé(t) — 7%67515 + %e—n Og(t) _ 3256—5t —7t + B
En choisissant A = B = 0, on obtient comme solution particuhere

{ xp(t) = 3C1(t)e™ + Co(t)ed = Let — (2t 4+ &) e }

yp(t) = Fe' — (3t + g5) e

donc
. a(t) = 5et — (3t + &) e~ +3Ae~! + Bebt
(z,y) solution de (2) < JA, B € R tels que { y(t) = %et (2t %3 et 49246~ 4 3RS
Solution de l’exo 8 : Commengons par l’équation homogéne X' = AX avec
3 3 -3
A= 2 4 -2 |]. Diagonalisons A. On a
-1 1 1
3—-X 3 -3
X4 = 2 4-X -2
-1 1 1-X

= B-X)(4-X)1-X)+2)—23(1-X)+3) —1x (-6+3(4— X)) = -X>+8X? — 12X
= —X(X?-8X+12)=-X(X —2)(X —6)

donc trois valeurs propres 0, 2 et 6 en dimension 3, la matrice est Dz.

Espace propre de 0. On a

T T 3z +3y—32=0 z+y—2=0 —0 1
Al y | =01 vy S 2r+4y—22=0 , &< z+2y—2=0 @{y_z}® donc Eg =R | 0
z z —r+y+2=0 —zr+y+z=0 o 1

Espace propre de 2. On a

x T 3z +3y — 32 =2z r+3y—32=0
Al y | =2 v & 20 + 4y — 22 =2y & 2042y —22=0
z z —zrz+y+z=2z —zrz+y—2=0
r+3y—32=0 =0 0
& r+y—2=0 @{ B }@ donc Eo =R | 1
y==z
Espace propre de 6. On a
T T 3z + 3y — 3z = 6z —3z+3y—32=0
Al y | =6| vy & 2z 4+ 4y — 2z = 6y & 20 — 2y —22=0

z z —z+y+z==6z2 —x+y—>5z=0



—r4+y—2=0 =0 1
& r—y—2=0 @{ m}(:) donc Eg =R | 1
—x+y—52=0 Y 0
et donc
0 0 0 1 0 1
A=P[ 0 2 0 |PlavecP=( 0 1 1
0 0 6 1 10
et donc pour t € R, on a
=1 0
A=pePpl=p 0 e o |P!
0 0 €5t
Ainsi
1 0
—AX e X=X0)=P| 0 ¢ 0 | P1X(0)
0 0 e
C1
en posant P71 X(0)= [ Cy |,ona
Cs
1 0 Ch 1 0
=AX X =eX0)=P[ 0 & 0 Co | =C1| 0 |+Ce® [ 1 |+C3e®
0 0 e Cs 1 1
et donc
x(t) = Ol + 0366t
y(t) = Cze? + C3ebt
2(t) = Cy + Cae*
Pour résoudre (3), on utilise la variation de la constante et on pose
xp(t) = C1(t) + Cs(t)e’
yp(t) = Ca(t)e* + Cs(t)eb
2(t) = Ca(t) + Co(t)e?
qui est solution de (3) si et seulement si
Ci(t) + C4(t)e® =
Ch(t)e* + Ci(t )th
Ci(t) + Ch(t)e* = 2€2t
en faisant Ly — Lo — L1, on obtient
Ci(t) — Cy(t)e* =
Cé (t)th + C/( )6615
Ci(t) + Cy(t)e* = 2e2t
puis en calculant L + L3 et Ls — Ly, et en réinjectant dans Lo on obtient
Ci(t) =e* +1/2 Cl(t)=§+§t+A
Ch(t)e? =e? —1/2 = Co(t)=t+ e+ B
Ch(t)ebt = —e* +1/2 Ci(t) =te M — Le ¥4+ C
en choisissant A = B = C =0 ceci donne la solution particuliére
xp(t) =32t 4 t - ?
Up(t) _t62t+ 12 o2t
zp(t) = & —|—t62t + t+ 3
Ainsi, en additionnant la solution partlcuhere et les solutions de I’équation homo-
géne, on obtient
z(t) =3e* + 1t — 5 + A+ Ceb
(x,y, 2) solution de (3) & JA, B,C € R tels que y(t) =te* + Le? 4+ 1 + Be? 4+ Cebt
2(t) = %—&—te%—i— %t—i—%—i—A—l—Bth




