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1. EXERCICES
Exercice 1. Déterminez toutes les solutions y € C1(R) de 3’ = 3. Que vaut y(0) ?

Exercice 2. soit f € C*(R). Soient deux fonctions yi,ys € C1(I), I intervalle,
solutions de y! = f(y;) sur I pour ¢ = 1,2. On suppose que ces deux fonctions
coincident en un point de maximum pour chacune. Montrez qu’elles coincident
partout. Que se passe-t’il si elles coincident en un point qui est maximum pour y;
et minimum pour yo ?

Exercice 3. (MFA) Rédigez la preuve du théoréme d’unicité : si deux fonctions sont
solutions de la méme EDO avec méme condition initiale (et qq autres hypothéses),
alors elles coincident sur lintersection de leurs domaines de définition. Dans le
cours, le résultat a été démontré dans un cas particulier (I = J = R), il faut traiter
le cas général.

2. CONFINEMENT DANS UNE BOULE

On se donne un champ de vecteur X € C'(R",R") et on note B = B(0,1) la
boule unité de R™ centrée en 0. On suppose que

(X (p),p) < 0 pour tout p € IB.

On se donne x € C!(I,R™) une solution de 2’(t) = X (z(t)) pour tout t € I, ot I
est un intervalle d’intérieur non-vide.

— Montrez que s'il existe to € I tel que x(tg) € OB, alors il existe § > 0 tel que
x(t) € B pour tout t €]tg, to + §[NI. On pourra utiliser ¢ — ||z(t)||? ou || - ||
est la norme Euclidienne usuelle.

— Montrez que s'il existe t; € I tel que z(t;) € B, alors z(t) € B pour tout
t €]y, +oo|Nl.

— On suppose qu'il existe T € I tel que z(T) € B. Montrez alors que x(t) € B
pour tout te I, t > T.

3. CONTINUITE PAR RAPPORT AUX CONDITIONS INITIALES

Soient I un intervalle de R d’intérieur non vide et U un ouvert non-vide de R™.
On se donne f : I x U — R"™ continue et localement Lipschitzienne en la seconde
variable. Pour tg € I et zg € U, il suit du théoréme de Cauchy-Lipschitz qu’il existe
§ > 0 tel qu'il existe une unique solution z € C([tg — 6,9 + ] NI, U) de

{ 2/ (t) = f(t,x(t)) sur [to—d,tg +0]NT
(E(t(]) = Xo.-

Le but de cet exercice est de montrer que :

— La taille § > 0 de l'intervalle peut étre choisie indépendamment de xg ;

— L’application zg + 2 € C! est continue (cet énoncé sera bien entendu pré-

cisé).

La preuve est proposée dans 3 cas, du plus restrictif au plus général. Il faut au
minimum traiter le ler cas. Les MFAs doivent faire au moins les Cas 1 et 2.

Cas 1 : Le plus simple, Cf I’exo de TD. On suppose que I =R, U = R" et il
existe K > 0 tel que

| £(t,2) — £t )l| < Kllz =yl pour tout ¢ € R et 2,y € R" =,

ol || - || est une norme sur R”™.



1.1. En reprenant la preuve du TD, montrez qu’il existe 4 > 0 tel que pour tout
p € R", il existe une unique fonction z, € C*([ty — d,to + ], R™) telle que
{ x,(t) = f(t,x,(t)) sur [to — 0,t0 + J]
zp(to) = p.
1.2. En utilisant la représentation intégrale x(t) = z(to) + ftto ..., montrez qu’il

existe 0 < 9; < d et C' > 0 tels que pour tous p,qg € R™, on a

sup 2p(t) — zq(@)| < Cllp — ql|-
te[to—d1,to+01]

(Avec un choix judicieux de ¢ a la question précédente, il est possible de prendre
5 =9.)
1.3. Montrez que

R* — (C%[to — &, t0 + 0], R™), || - [lco)

p Tp
est continue. Ici, pour u € C([a, b],R™) (a < b), on anoté |[ul|co = sup;e(q ) [[u(t)]-
1.4.Montrez que

R* — (C'([to — &, to + 0], R™), || - [lcv)

p zp
est continue. Ici, pour u € C1([a,b],R™) (a < b), on a noté |jul|c1 = |Jul|co+|]u||co-
Cas 2. On suppose que I = R, U = R"” et on suppose toujours que f : RxR" — R"
est continue et localement continue en la seconde variable. On fixe xy € R".
2.1. En reprenant la preuve du cours, montrez qu’il existe r > 0 et § > 0 tels
que pour tout p € B(xg,r), il existe une unique fonction x, € C*([ty — 6,9 +
4], B(zg, 2r)) telle que

{ xp,(t) = f(t,zp(t))  sur [to — 8,0 + 0]

zp(to) = p.
Attention, il va y avoir des subtilités entre B(xg, 2r) et B(zg, 2r).
2.2. En utilisant la représentation intégrale x(t) = z(to) + f; ..., montrez qu’il
existe 0 < §; < d et C > 0 tels que pour tous p,q € R™, on a

sup lzp(t) — 2] < Cllp — ql|-
te[to—01,t0+01]

(Avec un choix judicieux de ¢ & la question précédente, il est possible de prendre
51 =29.)
2.3. Montrez que
B(zo,r) — (C°([to = d,t0 + 3], R™), || - [[co)
p — Tp
est continue. Ici, pour u € C([a, b, R™) (a < b), on anoté |[ul|co = sup;e(q 4 [lu(t)]-
2.4.Montrez que
B(xo,7) — (C'([to — &, t0 + 3], R™), [| - ler)
p — Zp
est continue. Ici, pour u € C*([a, b],R™) (a < b), on a noté |lulc1 = ||ullco+]||u||co-

Cas 3. Le cas général. Débrouillez-vous.



