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1. EXERCICES

Exercice 1 de la feuille de TD4 (systémes proies-prédateurs)
Solution : Cf TD4.

2. FONCTION DE LIAPUNOV

Soit f € C1(U,R™) avec U ouvert non-vide de R™. On suppose qu’il existe p € U
tel que f(p) = 0. Le but ici est de démontrer le

Théoréme 1. Soit f € CY(U,R™) avec U ouvert non-vide de R™. On suppose qu’il
existe p € U tel que f(p) = 0. On suppose que

Re(X\) < 0 pour tout A valeur propre complexe de df, : R™ — R".

Il existe alors § > 0 tel que pour tout xg € B(p,d) C U, la solution maximale de
' = f(z) avec £(0) = o est définie sur [0, +00[ et limy_, o 2(t) = p.

Ce théoréme a été démontré en cours dans le cas ou f est C? et df, : R — R"
est un endomorphisme symétrique (R™ étant muni du produit scalaire usuel). Ce
probléme est consacré a la preuve du théoréme en toute généralité.

Pour simplifier, on note A := df, = dfp : R — R"™ qu’on considérera soit comme
un endomorphisme soit comme une matrice.

On dit que f € CY(U,R™) admet une fonction de Liapunov au point p € U tel
que f(p) = 0 sl existe une forme bilinéaire B : R — R™ — R telle que :

— B est bilinéaire symétrique,

— B est définie positive,

— Pour tout X € R™ non nul, on a B(AX, X) < 0.
On dit alors que Q(X) := B(X,X) pour X € R" est une fonction de Liapunov.
Attention : la définition varie d’un ouvrage & l'autre!!!!

2.1. Considérations générales sur les fonctions de Liapunov. 1. Montrez
que si f admet une fonction de Liapunov en un point p, alors les valeurs propres
réelles de df, sont toutes strictement négatives.

Solution : Soit A € R une valeur propre de A. Il existe donc X # 0 tel que AX = A\ X.
Donc 0 > B(AX,X) = AB(X,X). Or B est définie positive, donc B(X, X) > 0,
donc A < 0.

2. Déterminez une fonction de Liapunov dans le cas ot df), est symétrique & valeurs
propres négatives.

Solution : Posons B(X, X) = (X, Y)r, le produit scalaire usuel sur R™. Soit (eq, ..., €5,)
une base orthonormée de vecteurs propres, il existe donc Aq,..., A\, € R tels que
Ae; = Nje; pour i = 1,...,n. Soit X € R™ et soient x1, ..., z, € R ses coordonnées
dans (eq,...,e,). On a donc AX = >, \izse; et donc B(AX, X) = >, \z?. Or
A; < 0 pour tout i et (x1,...,2,) # 0, donc B(AX, X) < 0. Comme e plus B est un
produit scalaire, on a bien une fonction de Liapunov.

3. Montrez que si f admet une fonction de Liapunov en p, alors il existe o > 0 tel
que B(AX, X) < —aQ(X) pour tout X € R™.
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Solution : Soit
M :=sup{B(AX,X)/ X € Sg} ou Sg :={X e R"/Q(X) = 1}.

Comme Q provient d’un produit scalaire, alors /@ est une norme, donc continue.
Donc Sg est fermé borné dans R™ de dimension finie, donc compact. Soit Xy € R"
tel que X # 0, donc Q(Xp) # 0, puis /Q(Xo)~1/2Xy € Sg qui est donc non-vide.
Comme B est continue pour la topologie d’evn induite par @) et que Sg est compact
non-vide, alors M existe et est atteint en un vecteur X; € Sg. Donc Q(X;) =1
et X1 # 0. Il suit donc que M = B(AX;,X;1) < 0, et on pose o := —M > 0.
Pour X € R™ non nul, on pose X' = (Q(X))"'/2X € Sg. Donc B(AX,X) =
Q(X)B(X', X") < —aQ(X). Cette inégalité restant valable pour X = 0, le résultat
est prouvé.

2.2. Preuve du théoréme si une fonction de Liapunov existe. 4. On suppose
que f € C%(U,R") admet une fonction de Liapunov au point p. En vous inspirant
de la preuve du cours, montrez qu’il existe § > 0 tel que pour tout zy € B(p,d) C
U, la solution maximale de 2’ = f(z) avec 2(0) = x¢ est définie sur [0,4o0[ et
limy s 400 2(t) = p.

Solution : Pour simplifier, on suppose que p = 0. Toutes les normes étant équiva-
lentes, on prend la norme || - || := /@Q. Comme f est C?, il suit de la formule de
Taylor qu’il existe G : R™ — R", C' > 0 et r1 > 0 tels que

f(X) = AX + || X||?9(X) pour tout X € B(0,r) C B(0,r1) CU

avec ||g(X)|| < C pour tout X € B(0,71). Soit t € I tel que z(t) € B(0,71). On a
alors

%Q(m(t)) 2B(2'(1), x(t)) = 2B(f(x(t)), =(t))
2B(Ax(t),x(t)) + 2|2 (t)|[* B(g(=(t)), x(t)
—2aQ(z(t)) + 2|2 ()P CQ(x(1)) < (—2a +2CQ(x(1))) Q= (t))

On pose 79 := min{ry, a/2C}. On a alors

IN

%Q(z(t)) < —aQ(z(t)) lorsque z(t) € B(0,r2).

Rappelons qu’on a pris comme norme || - || := v/@Q.

Soit zg € B(0,72) et soit x € CY(I,U) solution maximale de 2’/ = f(x) avec
x(0) = x0, 0 € I. Montrons que z(t) € B(0,r2) pour tout t > 0, t € I. Sinon,
il existe T > 0 tel que z(T) /B(0,72). Soit alors ¢; := min{t > 0 tel que z(¢) €
R™\ B(0,72)}. On a t; > 0 bien défini et () € B(0,72) pour tout 0 < t < #;
et donc £Q(z(t)) < 0 pour tout t € [0,¢;]. Donc t — Q(z(t)) est décroissante et
Q(z(t1) < Q(x(0)) = Q(xp) < 12, ce qui est absurde. D’ou le résultat annoncé.

Done, pour tout t > 0, t € I, x(t) € B(0,72) C B(0,71) qui est un compact de
U. Comme z(t) reste dans un compact, alors la borne sup de I est infinie, donc
[0,400[C I. On a donc

d d

4 (e 1Q(t)) = e (Q( (1) + aQ(x(1))) < 0 pour tout ¢ > 0,

et donc e*Q(z(t)) < Q(zo) puis Q(z(t)) < Q(zo)e " pour tout ¢ > 0. Donc
lim; 4 oo Q(z(t)) = 0 puis limy_, o z(¢) = 0 car +/Q est une norme.

5. Méme question dans le cas f € CY(U,R"™)



3
Solution : 11 faut seulement modifier le début. Comme f est C, il suit de la formule
de Taylor qu’il existe € : R™ — R™, C' > 0 et r; > 0 tels que
f(X)=AX +||X||e(X) pour tout X € B(0,r1) C B(0,m) C U
avec limx_,0 €(X) = 0. Soit t € I tel que z(t) € B(0,71). On a alors

CQGt) = 2B (1), 2(0) = 2B (1), 2(1)
— 2B(Ax(t), 2(t)) + 2J2(t)|[B(e(x(t)), =(t))
—2aQ(x(t)) + 2|2 (1) | Plle(@(®))| < (~2a + 2 e(@(®)]) Q(x(®))
(

Soit 75 > 0 tel que |[e(X)|| < a/2 pour X € B(0,r3). On pose r4 := min{ry,r3}.
On a alors

IN

d
@Q(a?(t)) < —aQ(z(t)) lorsque x(t) € B(0,732).
et la suite fonctionne pareillement.

2.3. Existence d’une fonction de Liapunov sous les hypothéses du théo-
réme. Sans perdre en généralité, on prend p = 0 € U. On suppose que les valeurs
propres complexes de A = df,, sont toutes de partie réelle strictement négative

6. On suppose que A est diagonalisable dans C. Il existe donc P € GI,(C) et
D € M, (C) une matrice diagonale telles que A = PDP~!. On note

(2,2 )¢ = Z 22l pour z,2' € C"
J
le produit Hilbertien usuel sur C”, et || - ||c la norme associée. Montrez que Q(X) :=
| P71 X2 pour X € R™ est une fonction de Liapunov. Au cours du calcul, on pourra
avantageusement utiliser X = P~'X € C".
Solution : On écrit la forme polaire B comme
QX +Y)-QX)-QY) (P'X, P Y)c+ (PTY, P~ X)c
2 B 2
= Re(P'X,PY)ceR
pour X, Y € R™ On a B bilinéaire, symétrique (le corps de base est R). Pour
X eR", B(X,X) =Q(X) = ||P'X||Z > 0, avec égalité ssi P~'X = 0 (dans C")
ssi X = 0 (dans C") et donc dans R™ car X € R™. Donc B est bien un produit
scalaire.

Pour X € R”, notons X = P~1X € C" de sorte que
B(AX,X) = Re(P'AX,P7'X)c =Re(P'APX, X)c = Re(DX, X)¢
En notant X = (Z1,...,#1) € C" et D = Diag(\y, ..., \n) € M,,(C), on obtient

B(AX,X) = Re) N@iZ; =ReY \ili]* = Zé}te NEAR

B(X,Y)

Avec X # 0, on a aussi X # 0. Comme Re();) < 0 pour tout i, on a B(AX, X) <0
lorsque X # 0, ce qui donne une fonction de Liapunov.

7. Dans le cas général, on se donne une base (ey, ..., e,) de C™ dans laquelle A est
triangulaire supérieure. Pour x> 0 et i = 1,...,n, on définit é; := u'e;. Montrez
que pour tout € > 0, il existe 4 > 0 et P € GI,(C), D,N € M,(C) tels que
A = P(D + N)P~! avec D diagonale et |[N|crcn < € ol || - [[cnsen est la
norme d’opérateur subordonnée a || - ||c». Montrez que pour € > 0 assez petit,
Q(X) := ||P71X||Z pour X € R™ est une fonction de Liapunov.

Solution : On fait systématiquement ’analogie entre les morphismes et les matrices.
Comme A est triangulaire supérieure dans la base (eq, ..., e,), pour tout j = 1,....,n
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on écrit Ae; = Aje; + >, !
> i<j i’ '€ pour tout j. Et donc dans § := (é1,...,€n), on a A = D + N avec

njje; avec )\i,nij e Cm™. Ainsi, on a Aé] = )\jéj +

D = Diag(A1,...; \n) et Nijj = p?~'n;j si i < j et 0 sinon. Ainsi |N;;| < pln;;| pour

tous 4, j et u € [0,1]. En prenant p assez petit, pour tout € > 0, on trouve une base

telle que ||N||crn—cn < €. On reprend alors les notations de I’étape précédente, ce

qui donne pour X € R” :

B(AX,X) = Re(P7'AX,P7'X)c =Re(P'APX,X)c = Re((D + N)X, X)¢
= ?Re(DX,X)C + %e(N)Z',X)C

D Re(N)[E* + € X120 < (2maxRe(As) + €)|| X2

- i

IN

Pour € > 0 assez petit, on a B(AX, X) < 0 lorsque X # 0.
8. Concluez quant au théoréme.

Solution : Dans le cas général, A € M,(R) C M,(C) est trigonalisable dans C.
D’aprés 7., il existe une focntion de Liapunov. D’aprés 5., on a la stabilité et le
théoréme est prouvé.

3. RESOLUTIONS EXPLICITES

¥ =5x—y
{y'z—y+5:c} (1)
)

Solution : On écrit le systéme comme X’ = AX avec A = ( 5

:} > Diagonali-
sons A. On a

5—X -1
) -1-X

donc deux valeurs propres 0 et 4 en dimension 2, la matrice est Dz.

XA = =6-X)(-1-X)+5=X*-4X = X(X —4)

Espace propre de 0. On a

A(§>:OX(;> @{gi_izg}@{ym } donchzR(é)

Espace propre de 4. On a

a(v)=a(s)e{Eivsi ) e (v=s} dmemi—r( ]

et donc
_ 0 0 1 (11
A—P<0 4>P auvecP—(5 1)

et donc pour t € R, on a

Ainsi
X' = AX @Xze“‘X(O)zP(

en posant P~1X(0) = ( gl ), on a
2

I _ tA _ 1 O Cl _ ]. 4t ].
woarexooxo-r( W) (G ) oL e ()



et donc

2(t) = Cp + Cyet
y(t) = 5C + Cqe*t

(z,y) solution de (1) & 3C1,Cs € R tels que = {

(Pour celles et ceux qui n’ont pas remarqué la permutation de x et y dans la seconde

ligne...)
' =5x—y .
{ Y = —x + 5y } (1bis)

Solution : On écrit le systéme comme X' = AX avec A = ( _51 _51 ) Diagona-

lisons A. On a
5—X -

XA:‘ 1 s_x =b5-X)P2-1=X2-10X+24= (X —4)(X —6)

donc deux valeurs propres 4 et 6 en dimension 2, la matrice est Dz.

Espace propre de 4. On a

T\ T Sr —y =4x . _ 1
A<y>—4x<y>©{_m+5y:4y}@{y—x}doncE4—R(l)

Espace propre de 6. On a

T\ x dr —y = bz _ . 1
() mo(2) o (T b (e ) a1 )

et donc
- 4 0 1 (1 1
AP(O 6>P avecP(1 _1)

et donc pour t € R, on a

tA P tDP—l _ P e4t O P—l
e = re = 0 66t

Ainsi

At
X' =AX & X =e4X(0)=P ( 60 egt ) P71X(0)

en posant P~1X(0) = < gl ), on a
2

et 0 C 1 1
X' = AX @X—e“‘X(O)—P( 0 eﬁt)<cé)—cle4t<1>+0266f<_1)

et donc

(z,y) solution de (1bis) < IC1,Cy € R tels que = { Y

¥=xz+y
{ y' = —4r -3y } 2
Solution : On écrit X' = AX avec A = ( 714 33 ).Diagonalisons A.On a
1-X 1 5 )
Xa=| 4 a_x |mA-X)(B-X)+4=X"+2X+1=(X+1)

donc une seule valeur propre —1 en dimension 2 : on ne peut pas encore conclure.
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Espace propre de —1. On a

A(i):—(i)@{izxy_gyi_y}@){y—Qm } doncE_1=R<1_2)

Et donc A n’est pas diagonalisable. On pose e; := (1, —2) et on compléte avec un
vecteur quelconque non colinéaire & e; : par exemple es := (0,1). On a Ae; = —e;

e (B) () ()

-1 0
Mat(el,GQ)A = ( 1 1 )

Ainsi, en notant P la matrice de (e, ez) dans la base canonique de R?, on obtient

A:P(D—I—N)P_lavecDZ(l ! )7N:<O 1>etP:( : O>

et donc

0 -1 0 0

avec DN = ND et N2 = 0. Ainsi, pour t € R, on a
—t

otA — petD+tN p—1 _ ptD tN p—1 :PBtD(lthN)P’l P( 60 egt ) ( (1) i )P1

Ainsi
A et tet 4
X' =AX & X =¢ X(O)P< 0 e_t)P X(0)

en posant P~1X(0) = ( gl ), ona
2

—t —t —t —t
r_ _ tA _ e’ te Cr\ _ Cie™" + Cste
X = AX = X =€ X(O) - P < 0 €7t ) ( 02 ) - < _201€7t _|_ 02(1 _ Zt)eit

et donc

z(t) = Cre " + Caote™!
y(t) = —2C1e7t + Ca(1 — 2t)e™t

{x’:x—l-y—i—e_t} 3)

(z,y) solution de (2) & 3C1,Cs € R tels que = {

y = —4x — 3y
Solution : le systéme homogeéne a été résolu dans la question précédente. On utilise
la variation de la constante et on cherche des solutions sous la forme

{ zp(t) = Ci(t)et + Cao(t)te™t }
yp(t) = =201 (t)e " + Cao(t)(1 — 2t)e?

Le couple (x,y) est alors solution du systéme si et seulement si

Ci(t)e t +Ch(t)te t = et Cilt)+Cyt)t=1
{ —204 (e~ + CL(t)(1 — 2t)e™t = 0 } < { —20%(t) + CL(t)(1 — 2t) = 0 }

N Ci(t)+Cy(t)t =1 o Ci(t)y=1-2t - Cit) =t—t*+ A
Ch(t) =2 Ch(t) =2 Cy(t)=2t+ B
En choisissant A = B = 0, on obtient comme solution particuliére

{ z,p(t) = Ci(t)e ™t + Co(t)te™ = (t + t*)e™? }
yp(t) = =201 (t)e ™t + Ca(t)(1 — 2t)e ™t = —2t2e

donc

— 2),—t —t —t
(z,y) solution de (3) & JA, B € R tels que { y (#) = (¢ + e + Ae™ 4 Bte }

T
(t) = —2t%e7t —2A4e~ " + B(1 — 2t)e~*




