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1. DERIVABILITE

Exercice 1. Déterminez les dérivées des fonctions suivantes.

Notations : dans les solutions ci-dessous, f désignera toujours la fonction dont il
est question et Dy son ensemble de définition, Dy son ensemble de dérivation. On
n’alourdira pas le propos quand les définitions/notations sont assez explicites.

(a) z— 25

Solution. Il faut © — 3 # 0, donc Dy = R\ {3}, et f dérivable sur Dy. On a

, u\" vv—w' (2+1)(z-3)-(x+1)(xz-3) (x-3)—(z+1)
F@) = (5): vz (z — 3)2 T (2-3)2
_ —4
| (@-3)2

(b) N 423 —22+1

z2-3
Solution. 11 faut #2 — 3 # 0, donc Dy = R\ {—V/3,/3}, et f dérivable sur D;. On
a

f’(m‘) _ (E)/ _ u'v —uv’ _ (4333 —2x + 1)/(332 —3)— (4373 o+ 1)(332 _ 3y
v V2 (ng 73)2
_ (12302 _ 2)(:02 — 3) — (4x3 —2r + 1) N B Azt — 3822 — 22 4 6
= (x2 —3)2 - (22 — 3)2

(c) z— z\/x

Solution. Pour définir f, il faut « > 0 donc Dy = [0, +oo[. Pour dériver, il faut
x > 0 (rappelez-vous que (y/z)" = ﬁ) et on a

’ . ry R, ’ 1
f(z) = (wv) —uv—i—uv—x\/i—i—x(\/f)—\/f—}-mxﬁ

x 1 3
ﬁ+m:ﬁ+§\/§: 5\/E

Autre méthode : on écrit /z = z2. On a donc

: 3 3 1
J@) = (@xab) = (@h) = ot = Zad = 2Ua

nb : En fait, en utilisant directement la définition, on peut montrer que f est aussi
dérivable en 0.

(d) z— 3z —1




2

Solution. Pour définir f, il faut 3z —1 > 0 donc Dy = [%, ~+o0o[. Pour dériver, il faut

3z — 1> 0 (rappelez-vous que (/) = 2\1/5) , donc z > %
, B roou Bz —1) 3
fl@) = (Vu) = 2Vu  23r -1 |23z -1

(e) z+— (5z? + 3z — 1)2z + 1

Solution. Définie pour 2241 > 0, donc Dy = [_71, +oo] et dérivable pour 2z+1 > 0,

donc z > %1 On a donc lorsque = > %1

flz) = (w) =vv+w =522+ 3z —1)V2x + 1+ (522 + 3z — 1)(v2x + 1)
= (102 4 3)v2zx + 1+ (52% + 32 — 1)(Vw)’

/

= (102 +3)v2z + 1+ (52 + 3z — 1)2%

- (10x+3)m+(5w2+3$—1)2(?f%
- (10x+3)m+(5$2+3$—1)2\/%
= (101‘—&-3)\/@—&-(5%2—&-3%—1)\/%

Si on veut, on peut encore simplifier en mettant la racine au dénominateur pour
tout le monde :

10z + 3)v22 + 1 x 2z + 1 1

") = ( + (522 +3z — 1) ——

) V2z +1 ( )\/2$+1
10z +3)(2z+1) +52* + 3z —1 | 252 + 192 + 2
B V2r + 1 V2o f1

(f) @ s 22H

—x+3
Solution. Définie pour 2z +1 > 0 et —z + 3 # 0, donc Dy = [F},+00[\{3} et
dérivable pour 2x +1 > 0 et —x+ 3 # 0, donc = > %1 et x # 3. On a donc lorsque
z>Fteta#3:

f/(x) = (E)’ uw'v —uv’ (\/m)/<_$ +3)— V2 +1 % (—z + 3

v v2 (—x + 3)2
 (Va)(~z+3) + VI TT s (e 3+ Vel
N (—z+3)2 N (—z+3)2

Gt (—w+3)+V2rT1 | 2+ V2T 1
B (—z +3)? B (—z+3)2

Ici encore, on peut mettre sous une forme plus sympathique en écrivant

(—z+3)2 \V2r+1
(g) z+— 2z + lcosx

Fla) = — (x+3+m>_(1 ((x+3)+m>_

1 z+4
—x+3)?2 V2z +1 (—x+3)2 (\/230—&—1

)




Solution. Définie pour = > ’71, dérivable pour =z > ’71 On a alors
flz) = (w) =vv+u' =2z +1 cosz+ 2z + L(cosz)’

2z + 1) . 1 .
————cosr — V2r+ 1sinx =| ———=cosz — v2x + lsinx
2v2x +1 V2r+1

2sinz—1
(h) &= T

Solution. 1l faut cosx + 1 # 0, donc cosz # —1, donc z & {m + 2kn/ k € Z} : dans
ce cas f est définie et dérivable et on a

fla) = (E)I _ u'v ;uv’ _ (2sinz — 1)'(1 + cosz) — (2sinx — 1)(1 + cos x)’
v v (14 cosx)?
_ 2cosz(l+cosz)+ (2sinz — 1)sinz  2cosz + 2cos’ z + 2sin’z —sinw
N (14 cosx)? - (14 cosx)?
_ 2cosz —sinz + 2(cos’x + sin’x) | 2cosx —sinz + 2
(14 cosx)? N (14 cosz)?

(i) z+— (z-3)3(x+2)7
Solution. Définie et dérivable sur R. On a
) = (w) =v'v+u' =((x—-3)°) (z+2)"+ (x-3)°((z +2)7)
= 5z -3z +2)"+ (x-3°x7(x+2)°% = (z - 3)z +2)° (5(x +2) + 7(z — 3))

= |(z-3)*x+2)° (122 — 11)

() z — (sinz)™(cosx)P
Solution. Définie et dérivable sur R. On a pour p,n > 1 :

i) = (w) =vv+u = ((sinz)™) (cosz)? + (sinx)™((cosz)?)

= ncosz(sinz)" !(cos )P + (sinz)™ x p x (—sinz)(cosz)P

= n(sinz)" (cosz)PT! — p(sinz)" " (cos z)P~1 = | (sinz)"L(cos z)P " (ncos? x — psin? )

(k) 2 — V2 +sinx

Solution. 1l faut 2 + sinz > 0 pour que f soit définie, ce qui est toujours vrai car
24sinx >2—1=1> 0 pour tout z € R. Donc f est définie et dérivable sur R.
On a alors pour z € R

fliz) = V'

u’ (2 +sinz)’ cosx

- 2/u - 2v/2 +sinx - 2v/2 +sinx

(1) x — sin(x?)

Solution. Définie et dérivable sur R. On a alors pour z € R

fl(x) = (uow) =v xu ov=(x?)sin'(z?) :m

(m) z — In(cos z)

Solution.



f(x) = (uowv) =v xu ov=(cosz) In'(cosx) = —sinz = ST

cos T coS T
(n) o+ cos(x?)esin®
Solution. Définie et dérivable sur R. Pour x € R, on a

fl(x) = (w) =u'v+u = (cos(z?)) eP® + cos(x?)(e5n%)

On calcule les deux dérivées séparément :

(cos(z?)) = (uov) = v xu' ov = (2?) cos'(z?) = —2x sin(x?)
(MY = (uow) =v' xu ov = (sinz) exp/(sinz) = cos ze* "
et donc
f'(z) = —2zsin(z?)e*™® 4 cos(2?) cos ze"™® = | (—2zsin(x?) + cos(z?) cos )eS*

Exercice 2. Déterminez les limites suivantes :

m373z+2
z2—4

limm—>4 limm—>—2

JT—2
2 —5x+4
Solution.

Vie2  (fE-2(/E+2) x4 _ 1

22 —bx+4 (22-5x+4)(Vr+2) (z—4z-1)Kr+2) (r—1)(Vr+2)
donc

VT2 1 3

lim = 2
e—d 2?2 —5r+4  (4-1)(V4+2) 4

Pour le suivant, on a encore une forme indéterminée. On va faire apparaitre x + 2
au numérateur

33242 = ® —dr+a+2 = 2(2?—4)+(2+2) = v(2+2) (z—2)+(2+2) = (2+2)(z(x—2)+1).

Du coup

2 —3x+2 (z+2)(a?-22+1) 2*—-2z+1

22 —4 (x+2)(xz—2) x-2
puis
i et 3w +2  (=2)?-2x(=2)+1 _9
-2 g2 —4 —2-2 4

Exercice 3. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminez les dérivées jusqu’a
lordre n :

(a) f(z) =322 — 62 + 1, (n = 3). Solution. Infiniment dérivable sur R :
fl(x)=6z—6, f"(x) =6, fO(x) = 0 pour tout = € R.
(b) f(z) =22 -1, (n=2). Solution. f € C*(R\ {0}).
f(x) :2x+% et f7(z)=2- x% pour z # 0.
(©) f(x) = (@2 +1)2, (n = 3). Solution. f € C3(R).
f(z) = 2x22x (22 +1) = dx(2®+1) = 4o’ +4x, f"(2) = 122%+4, £ (2) = 24z pour tout z € R.

(d) z +— 2 + |z|, (n = 2) Solution. n’est pas dérivable en 0.



(e) f(z) =2F, neN.
Solution. Infiniment dérivable sur R. On a f'(x) = ka*~1, f(x) = k(k — 1)z*~2
tant que k > 2, etc. De proche en proche, tant que n < k, on a f("(z) = k(k —
D..(k —n + D)zF=. Ainsi f®)(z) = k(k —1)... x 2 x 1 est constante, et donc
fEED () =0, puis ) (2) = 0 pour n > k. Tout ceci est vrai pour z € R.
(f) f(z) = cos(2?), n = 2.
Solution.f € C*(R). On a
f'(x) = (2%) x (—sin)(2?) = —2zsin(x?)
et
f7(x) = (—2x) sin(2?) — 2z x (2?)’ cos(x?) = —2sin(2?) + 42 cos(x?)
pour tout x.
(g) f(z) = (sin(e®))?, n = 2. Solution. f € C*(R). On a
f'(x) = 2(sin(e”)) (sin(e”)) = 2((e”)" sin’(e”)) sin(e”) = 2e” cos(e”) sin(e”)
f(x) = 2(e") cos(e”)sin(e”) + 2e*(cos(e”))’ sin(e”) + 2¢€” cos(e”)(sin(e”))’
= 2% cos(e”) sin(e”) — 2e”e” sin?(e?) 4 2e”e” cos?(e”)
z2 .
(h) f(z) = 5535, (n=2).
Solution. Infiniment dérivable tant que z > 0 (pour Inz) et Inz # —1, donc x # e~ 1.
Donc f € C?(0,e ! {Ule™!, +00]) et
(e +sinz) (1 +Inz) — (2 +sinz) x (1 +Inz)
(14 Inz)?
(2ze”” + cosz)(1 +Inz) — (e + sina)zr
(1+Inx)?

fl@) =

(i) f(x) = BUEE 0 =2,
Solution. Définie et continue pour z > 0, dérivable et C? sur |0, +oo[. On a

fl(l') _ (In(1 + \/E))’e? —)1211(1 + VT)(e*) _ (In(1 + /@) — In(1 + \/z)

SR (VD) s — L+ VE)

B L CIn(1+@) T @)
- 2ea(1+/7) et 2ex(l+ /)
et donc
i 1 ' eeWEra)
e = (g 1) =G
BN o Ve R O (R
4e27 (\/x + x)?
(Vrta)te(zgz+1)
= -2 1T (Jr )2 — f(x)
B Vot t g+l 1 In(1 + /)

dev(Vz+1)2  2ez(l+ ) * et



2. EXTREMA

Exercice 4. Dans chacun des cas suivants, déterminez, s’ils existent, le minimum
global, le max global, et les min et max locaux.

(1) f(z) =22 — 3z + 7 sur R et sur [0, 1].
(2) f(z) =23 —42? + 2 + 1 sur R et sur [0,2].
(3) f(x) =|z|+ |z — 1| sur R.
4) f(x)=|z—1] — |z + 1| sur R.

(5) f(x) =]z% — 1| + 22 sur R et [-2,2].
Solution. Voir le fichier part2.pdf

Exercice 5. Montrez que = + % > 2 pour tout x > 0. Quand a-t-on égalité?

Solution. On pose f(z) = x +% pour z > 0. f dérivable et f'(z) = 1 — ?12
Pour 0 < z < 1, on a f/(x) < 0 et pour z > 1, on a f/(x) > 0. Donc f décroit
strictement sur ]0,1[ et croit strictement sur ]1,+oco[. Elle a donc un minimum
strict en 1, et donc z + 1 = f(z) > f(1) = 2 pour tout z > 0, x # 1. Alternative :

2 _1)2
p+log=asedl o ol 5

Exercice 6. Montrez que x — Inz > 1 pour tout x > 0. Quand a-t-on égalité?

Solution. On pose f(z) =z — Inz pour x > 0. f dérivable et f'(z) =1 — L. Pour
0<z<l,ona f'(z) <0etpourz >1,ona f'(z) > 0. Donc f décroit strictement
sur |0, 1[ et croit strictement sur |1, +oo[. Elle a donc un minimum strict en 1, et
donc zz —Inz = f(x) > f(1) =1 pour tout z > 0, z # 1.

Exercice 7. e Montrez que sinx < x pour tout x > 0.

Solution. On pose f(x) = sinz — z pour & > 0. f dérivable et f'(z) =
cosx —1 < 0. Donc f décroit sur [0, 4+00[ et donc sinx —x = f(x) < f(0) =0
pour tout z > 0.

e Déduisez-en que —z < sinx < x pour tout z > 0.
Solution. On pose f(x) = sinz + x pour x > 0. f dérivable et f'(z) =
cosx + 1 > 0. Donc f croit sur [0, 400 et donc sinx + a2 = f(x) < f(0) =0
pour tout x > 0. Avec la question précédente, on obtient le résultat annoncé

e Déduisez-en que |sinz| < |z| pour tout = € R.

Solution. Pour x > 0, la question précédente donne —|z| = —x <sinz < x = |z| et
donc |sinz| < |z| pour > 0. Pour z < 0, on pose y = —z. Du coup, |siny| < |y|.
Or |sinz| = |sin(—y)| = | — siny| = |siny| et || = | — y| = |y| et on obtient

I'inegalité attendue. Finalement, |sin x| < |z| pour tout = € R.

Exercice 8. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminez les points critiques.
Déterminez ensuite si ces points critiques sont des minimum locaux ou pas SANS
faire de tableau de variations.

(1) fi(z) =2?
Solution. fi(x) = 2x pour tout x dans R. f{(x) = 0 ssi z = 0 : c’est le seul
point critique. f1”(0) =2 > 0 donc min local strict.

(2) fo(z) =22 —22+3
Solution. fi(x) = 2z — 2 pour tout z dans R. fj(z) = 0ssiz =1: clest le
seul point critique. f3”(0) = 2 > 0 donc min local strict.



3)

(4)

f3(x) = —a?+3x+7

Solution. fi(x) = —2z + 3 pour tout = dans R. fi(z) =0 ssiz = 2 : c’est le
seul point critique. f3”(0) = —2 < 0 donc max local strict.

fa(x) =23 4+ 522 + 3z + 1

Solution. fi(x) = 3z% 4+ 10z + 3 pour tout = dans R. Poly du second degré
quon factorise : fi(z) = 3(z + 3)(z +3) =ssiz = —f oux = —3 : deux
points critiques. f4” () = 6x + 10. Ainsi, f4”(—3) =8 > 0 : min local strict.
Et f47(—3) = —8 < 0 : max local strict.

fs(x) = —23 + 422 + 32 — 2

Solution. fi(x) = —32% + 8z + 3 pour tout z dans R. Poly du second degré
qu'on factorise : fi(z) = —=3(z + 1)(z —3) = 0ssi # = —1 ou . = 3 : deux
points critiques. f5”(z) = —6z+8. Ainsi, f5”(—%) = 10 > 0 : min local strict.
Et f57(3) = =10 < 0 : max local strict.



