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Mathématiques 1 (S1)

Solution du TDS5 : Limites et intégrales élémentaires

Dans tous ces exercices, on demande de déterminer la limite si elle existe.

1. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

Exercice 1. Déterminez les limites suivantes :
(1) > 2t en +oo et en 1;
Solution : Pour  # 1, on a

1 a2 10l 140
= N 1 —z—doo T~ — 1
z—1 z(l-3) 1-3 1-0
(2) @+ Z=5 en Fo0 et en 2;
Solution : hmz%Q(x - 1) =1>0.0na liml._)2+ ({,U — 2) = 0+. Donc
lim, 5+ =5 = +00. De méme lim,_,5- =5 = —oc0

(3) x> -5 en £o0 et en 0;

Solution : limg_, 4o 22 = 400, donc limg_, 4 oo x% = 0. limg_,0 22 = 0%, donc
1

lim, ;0 -z = +o0.

(4) x— ﬁ aux bornes de I'ensemble de définition (ce qui peut inclure +o00)
Solution : Ensemble de définition D =] — oo, —1[U] — 1, +oo[. lim,_, _i+ (z +

1) = 0", donc lim,_, _;+ !

ﬁ = 4o0. lim,_, ;- (z+1) = 07, donc lim,_, ;- =T =
—00. limg_yyoo(x + 1) = 400, done limg_s 1 ﬁ =0. lim;, ooz +1) =

—00, donc lim,_,_ T-ls-l =0.

(5) z— o3z aux bornes de I'ensemble de définition (ce qui peut inclure +00)

Solution : Ensemble de définition D =] — o0, 3[U]3, +oo]. lim, 32 = 3 > 0.

lim,_,3(z — 3)? = 0%, donc lim,_,3 ﬁ = +00. En 400, on écrit

x _ T _ 1 1

(032 2(1-27 a(1_2)p

T

+oox1

(6) 2+ 2 — 22 en 0 et £o0
Solution : Le terme dominant est 2. Pour 2 # 0, on a z — 22 = —22 (1 — %)
Or lim, 4+ (1 — %) =1>0etlimy_,4o 22 = 400. Donc lim,_, 4o z—22 =
—00.

(7) x— 2% + 32 + 23 + z en +oo.
Solution : Le terme dominant est . Pour x # 0, on a

1 3 1
z2+3z+x3+x——m3<+2+1+2>.
r oz x

Orlimg 400 (% + ;‘0’2 + 1+ %) =1>0etlim,_, o 2> = +00. Donc lim,_, | oo 22+

3z + x2 + £ = +00. De méme lim,_, o 22 + 32 + 2% + 2 = —o0.
(8) z+ x— /T en +0o0;
Solution : Le terme dominant est . Pour z # 0, onaz—+/z = z (1 — ﬁ) Or

limg 4 oo (1 - ﬁ) =1>0etlim; oz =+00. Donc lim,_, oz — /2 =

—+00.
1



9) z+— 12141 en +00;

Solution : On écrit

r+4 x(l—i—%) 1+% . 140
= = z—+oo =
2+1 x2(1+x—12) x(1+w%) - 400 x 1
(10) = — izi% en +oo.
Solution : On écrit
at+l (14 4) 2 (14 ) +oo x 1
D =2 iy i eoto 7 = 10
241 2(1+%)  1+% 1

Exercice 2. (1) lim, ,4o0 2° —sinz + 27 — 22

Solution : Pour z # 0, on a
1 sin x 1
23 —sinx +2" — 2% =2 (4—7+1—5>
x x x

On alim,_ 440 z% = limg 400 x% =0.Ona|sinz| <1 puis |*3*| < ﬁ -0

lorsque & — +00, donc lim,_, 4. 852 = 0. Ainsi

$7
. 1 sin 1
lim [ — — +1——]=1>0.
z—too \ x4 27 25
On a lim,_, o 27 = 400, donc
. . . 1 sinx 1
lim 23 —sinz+2"—22= lim 2" | == - 4+1—- =] =4c0x 1=+
T—400 T— 400 x4 x7 zd
On alim,_, o 2" = —o0, donc
. . . 1 sinx 1
lim 2° —sinz+2" —2°= lim 27 (= - —“ 41— —)=—-00ox1=—00
T——00 T——00 xt x7 d

(2) Limites au bord de I'ensemble de définition de f(z) := 2° — 2% + 2® + 15
Solution : L’ensemble de définition est R \ {3} =] — oo, 3[U]3, +00].
Limite en +o00. Le terme dominant est 2°, on écrit alors

1 1 1 1
5 2 3 5
— —_— 1—— —_— —
T+ —i—z x ( x3+x2+z5(x3)>

. 1 1 1
xBTw(l—msw*mg))—“O-

et

On alimg; 4o 2% = 400, donc

) 1 1 1 1
lim z® — 2?2+ 2+ = lim 2°(1- =+ —-+—"—
Tr—+00 xr — 3 r— 400 .273 1‘2 .Z“)(Q? — 3)

)——|—oo><1—+oo

Limite en —oco. Méme stratégie. On obtient alors

1 n 1
x? 2% (x —3)

1 1
lim 2® — 2?2+ 22 + = lim z5<1—3+
T

T——00 Tz —3 T—>—00

):—ooxl:—oo

Limite en 3. On a lim,_,3 2° — 22 + 2% = 207 et le terme dominant est ﬁ
On a

1
lim — =4ooet lim — = —oc.
10+ o0 e 10_ (0.9]



3)

Donc
lim =+oo et lim = —00,
r—3t T — z—3— T —
puis
. 1 . 1
lim z° — 2% 4 2° —&—7 +oo|et| lim a® — 2% + 22 —&—7 —00
r—3t+ -3 r—3~ -3
hrn m275w+6
x—2 z—2
Solution : c’est une forme indéterminée 8. Factorisons le numérateur : on

trouve 2 et 3 comme zéros, donc 2% — 5z +6 = (z — 2)(x — 3) puis ﬂ =

z — 3 et donc

2 _
limm:2—3:—l
x—2 r—2

Ensemble de définition et limites aux bord de f(x) = ;z;gifg

Solution : 11 faut que le dénominteur ne s’annule pas. Les zéros de x2 + 2z — 3
sont 1 et —3 donc 2% + 2z — 3 = (z — 1)(x + 3). Pour que ¢a ne s’annule pas,
il faut donc « # 1 et x # —3 et Dy =R\ {-3,1}.

Limite en +00. On a

a2 —6r+5 22(1-%4%) 1-84+35
2 +20—-3 22(1+2-3) 1+2-3
et donc
x? —6x+5

1:~>:i:oo 2+ 20 — 3

Limite en —3. On a lim,_, 32?2 — 6z + 5 = 32 et lim,_, 32?4+ 22z — 3 = 0,

donc 32 = +o0, reste & déterminer le signe. On a 2%+ 2z —3 = (z —1)(z +3)
donc
22 —6x+5 :162—6304—5>< 1 ¢l 22 -6z +5 3
= et lim —— = —
x?2+2x—3 z—1 z—3 2=-3 zx-—1
comme
lim =+oo et lim = —00,
z—3+t 2 —3 =3 T — 3
on obtient
22 —6x+5 22 -6z +5
lim = 2P0 olet| lim LY T2
oot 22122 -3 0|0 22 1+ 22 — 3 oo

Limite en 1. On a lim,_,; 22 — 6z +5 = 0 et lim,_,; 22 + 22 — 3 = 0, donc
% : forme indéterminée. On va factoriser le numérateur : 2 — 6z + 5 admet
1 et 5 comme zéros, donc 2% — 6z +5 = (z — 1)(x — 5) puis

2 —6r+5 (z—1)(x—5) x—-5

24+2r—-3 (z—1)(x+3) z+3

et donc

x? —6zx+5 1-5

lim =1
z—>1x2—|—2x—3 1+3

NB : en fait, il est toujours préférable de factoriser dés le début. Cela simplifie
la recherche de limites, y compris en +o00 et en —3.



()

1-1—;32

hmz—)O T
Solution : Pour z # 0, on a % =1 4+ et donc
. 1+a? . 1+2?
lim + = +4oo|et| lim = —00.
z—0*t x z—0~ x

: 1+x2
hmw—H—oo T

1+x2

Solution : On a déja vu que pour x # 0, on a ~-* = % + x et donc, comme

limx — +oo% = 0, on obtient

. 1+ 22
lim = +o00
xr——+00 X
1- x373:c+2
1mw—>—2 2 -4
2
: r°42x—3
limg 3124;296,1

Solution : On a une forme indéterminée %. On factorise les deux polyndémes.
Les zéros de 22 +2x—3 sont —3 et 1, donc 22 +22x—3 = (z+3)(x—1). Les zéros
de 32 —2z—1sont 1 et 3}, donc 3z2—2z—1 = 3(z—1)(z+31) = (z—1)(3z+1).
Finalement, on a

??+20-3  (z+3)(z—1)  x+3

322 -2z -1 (v—1)(Bx+1) 3z+1

et on n’a plus d’indéterminée. Il suit alors que

22 +2x—3 143

z=51322 —2x —1 3x1+1

2
: r°42x
llng,l 3r2—2x—1

Solution : C’est une limite de type % = 400, il nous faut donc le signe. On
écrit

420 2 + 2z _a:2+2xx 1
322 —2r—1 (z—-1)@Bx+1) 3z+1 -1
avec
I 2+ 2x 3>0
im = -
z—1 3x+1 4
Or
lim =400 et lim = —00,
1t T — z—1- . —1
et donc
. 2 + 2z 3><+ n | 2 + 2z 3><
im ——— = — 00 = +o00|e im ————————— = — X —00= —00
1+ 322 -2 —1 4 zo1- 322 -2z —1 4

(10)

3
: x” —2x4x
hmz—>+oo T2 —x

Solution : jetons quand méme un ceil & 'ensemble de définition. 11 faut trouver
les zéros de 22 — 2 = x(x — 1), donc 0 et 1. Donc D = R\ {0,1}. Pour z > 1,
on a

=24z P(1-3Z+%) 1- 2+
= = X —
x? -z 22 (1-1) 1-1
et donc
. 2 —2r+z
lim ————— =toox 1= +oc0.
T—>+00 Tre —x




(11) Limites en —1 et —2 de f(z) e

T @) (@+2)
Solution : Commengons par —1. On écrit
2z —1 1
= X
f@) =203 X Grie
Onalim, , ; 2258 = —3 # 0. De plus, lim, 1 (z+1)? = 0T et limx_,o+ + =
+00. Donc lim,_,_1 ﬁ = 400, puis
2z -1 20 —1 1
lim ——————— = i X =(-3) x = -
x—l>H—11 ([E + 1)2(£E + 2) x—l>n—11 x4+ 2 ([,c + 1)2 ( ) oo e

2

Comme on a toujours (z + 1)* > 0, il n’y a pas a distinguer les limites a

droite et & gauche.

Traitons le cas de —2. On écrit

2 — 1 1
f) = (x+1)2 “Tr2

On alim,_,_» % = —5# 0. De plus

. . 1

lim =+ooet lim = —00,

z——2+ x + 2 z——2— T+ 2
et donc
2r —1 20 — 1
li — = (-5 = — t| i — = (-5 —00 = .

: m372x2+m72
(12) hmm_>2 m

Solution. Tout d’abord ’ensemble de définition : les zéros de 2 — 52 + 6 sont
2 et 3, donc D =R\ {2,3} et 22 — 5246 = (v — 2)(x — 3). On remarque que

c’est une forme indéterminée %. le mieux serait de factoriser le numérateur,
mais c’est du degré 3 et ce n’est pas toujours évident. On va faire plusieurs
méthodes.

Méthode 1 : factorisation. On sait que 23 — 222 +2 — 2 s’annule en 2, on peut
donc factoriser par x — 2. On va faire apparaitre assez naturellement x — 2 :

-2t —2=0%(z-2)+2x-2=2%(z—2)+1x (z—2) = (2® + 1)(z — 2).

Du coup
22024+ —-2 (2®*+D)(x-2) 22+1 |, 2*-222+x-2 2241
= = puis | lim = =-5
22 —5x+6 (x —2)(z — 3) x—3 -2 22 —-5x+46 2-3

Méthode 2 : utilisation de la dérivée. On écrit
22 —222 4+ -2 ¥ -22%2+2x-2 23 -22%2+2-2 1
22— bz+6 (x —2)(z — 3) - x—2 T3
on pose alors g(z) = 2® — 222 + 2 — 2, donc ¢/(z) = 322 — 42 + 1 de sorte que

3 222 -2 —g(2
P ta-2 L gl) -~ g(2)

. _ _
il_}HlZ x — 2 z—2 x — 2 _9(2)_5’
puis
Coxd =222+ —2 o=+ —2 1 1
lim = lim X =5 X =-5
T—2 .’32*51’4’6 Tx—2 x— 2 xr—3 2—-3

Exercice 3. Déterminez les limites suivantes :
(1) z+— 2% — 2%+ 1 en Fo0;




z—x+Inzen 0 et +oo
4

(2)
3)
(4)
(5) x+— (2 +sin+/x) en +o00;

2) =+ & + 73 aux bornes de 'ensemble de définition ;

x4+ ﬁ aux bornes de ’ensemble de définition ;

2. INTEGRALES

Exercice 4. Calculez les intégrales suivantes

1) [2(a2 +2)de

Solution :
2 3 272
9 T T 8 14
d = | — —_ = — 2 = —
/O(x+x)x {S—FZL 3+ 3
2 [". JpSintdt
Solution :
/ sintdt = [~ cost]” = —cosm+cos(—7/2) =1
—m/2
(3) ffﬂ/z(t —2cost)dt
Solution :
™ t2 ™ 2 —7/2 2 3 2
/ (t—2cost) dt = [ - QSint] =T 9 sinﬂ—((ﬂ-/) - 25in(—7r/2)) =27 9=
—7/2 2 —7/2 2 8

(4) ffl(:ﬁ — 82+ e%)dx

Solution : Attention, on intégre selon la variable x, donc s? est une constante.

Du coup
3 5 3
244
/ (x4—32+ew)dx:{x—32x+e“’] = 45t ed—e!
4 5 . 5
(5) [7 (e — 22 + e¥) da
3 5 3 3
244 2
/(x4x2+e””)d:c[xx+e””] _ 24 28 ed— et
. 5 3 ., 5 3
6) [73vidt
Solution :
2 L g3 ] 2 517
/3\/Edt:/ 3tzdt= |3x —| = [3x —{3xtz] =2x22 =42
0 0 L+3 0 2 ]o 3 o
3
(M) Jo gzt
Solution :
3 3 /
t 1 u'(t) 9
—_— = = dt avec u(t) =t“+1
/0 2 +1 2/0 Vou(t) v

V10




(8) f_“% te” dt

Solution :
vio, | Ve
/ te” dt = f/ u'e dt avec u(t) = t* + 1
—Vz 2)_»
E
= —e = | <€’ =0.
2 . 12 1.»

(9) foﬂ cos (%) dz
Solution :

' 2 m (E\© . (T . V3
/0 cos (g) dr = [3s1n (g)}o = 3sin <§> ~ 35in (0) = %

(10) OW/Q cos?®(z) sin(x) dz

Solution :
w/2 w/2 . /2
/ cos®(z)sin(z) dz = / cos®(z)(— cos(x)) dx = 7/ w3/ dx avec u(x) = cosz
0 0 0

L] [t _entorn) | i)
0

4, 4 4 4 4

1 t41/2
(11) [y e dt
Solution :

1 1,7

t+1/2 1

/ji/dt = 7/ L dt avec u(t) =2t + 1
0 t +t+1 2 0 u

1

1 Y In3
=1 = |-In|t? 1| ==
{2 n|u(t)|}0 {2 nlt +t+ ]0 5

5
(12) [, 7wz

Solution : On remarque que (In(t))’ = } pour ¢ > 0. Donc, en posant u(t) =
Int, on a

5 5,1
dt u'(t) 5 5
| Tt :/2 (D) dt = [In|u(t)[]; In|Int|]; =Inln5 —Inln2

(13) [7/3(2sint + 3cost) dt

/4
Solution :
w/3
/ (2sint + 3cost)dt = [—2cost+3sint]2ﬁ
/4

= —2(cos(m/3) — cos(w/4) + 3(sin(r/3) — sin(r/4))

Exercice 5. Déterminez
/3

5
/(|m—1\+|m|+|x+1|)dmet/ sin |¢] dt

_3 —7/2

Solution : Un tableau de signe va nous aider :



—00 -1 0 1 +00

x—1 - - - 0 +
| — 1] —(x—1) —(x—1) —(x—1) 0 z—1

x - - 0 + +

|z] -z —z 0 x x

z+1 - 0 + + +
|z + 1] —(z+1) 0 z+41 z+1 0 z+41

[x — 1| + |x| + |x — 1] —3x 2 -x 2+x 3x

Ainsi, via la relation de Chasles, on obtient

5 -1 0 1 5
/ (o — 1]+ |a| + |z + 1]) da / +/ +/ +/
—3 -3 —1 0 1
—1 0 1 5
= / (—3x)dx—|—/ (2—ac)d:1:—|—/ (2+x)daz+/ 3z dx
-3 —1 0 1

322771 221° 227! 3227°
e g2
2 _3 2 1 2 0 2 1
—3(1-9) 1 1. 3(25-1)
= 2 V(94 9 Ty N0 T
5 +( +2)+( +2)+ 5
= 1245436 =253



