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Solution du TD7 : Limites avancées
Dans tous ces exercices, on demande de déterminer la limite si elle existe.

1. UTILISATION DE LA DERIVEE

(1) lim,_yo Y=L,

Indication : posez f(x) =+/1+x et 29 =0
Solution. On a
Vitx—1  f(x)— f(0) 1

x z—0 et fl(z) = 2V1I+z

pour x > —1.

Donc
- — 1
lim@=limM:f’(0):;:7
x—0 x xz—0 x—0 Qm 2

(2) limy, 0 2=

Solution. Notons que /x impose de prendre x > 0. On utilise le résultat
précédent et on écrit

vi+tz—-1 1+xz-1 o T Vi+z—1
N T N T
En utilisant la limite ci-dessus, on obtient

itz-1 1
im V22—l 1020

z—0t \/5 2

x v/x pour x > 0.

(3) hmm—>0 1:21_1

Solution. On suit la méme stratégie et on écrit pour x > —1, x # 0 :

\/1+x71_\/1+x71 ><1

x2 T x
Ainsi
. Vi+z—1 1 .o V1I4+ax—1 1
Iim ——————=—-X-o00=-o0let| lm ——— = - X +00 = +00
z—0— 2 2 z—0+ 2 2

(1) lim, , 202

Solution :

sin(rz) _ f(x) = f(1)

= avec f(z) = sin(nz)

z—1 z—1
donc ) )
z—1 x—1 r—1 r—1
et f'(x) = wcos(mz). donc
lim sin(rz) =mcos(m) = —7
rx—1 I —

1



. sin(3
(5) hmw%% 172(C(;Cs)z

Indication : 1?;(3;)00 = Si;ﬁgf) 1:1:22%51'
3

Solution.
W _sin(3z) _ sin(3x) rT— 5

1—2cosz  x—% = 1—2cosz
@) _ sin(3x) — SiI;(S X %) y f_ 3

r—% 2cos(§) —2cosx
flx) = (%) T—3 '

3 = = sin(3
(3) T — g x 2cos(%) —2cosT avee f(z) = sin(3z)

on a

lim M = (%) et f'(z) = 3cos(3z) donc f'(%) = 3cos(35) = —3

On étudie maintenant

. 2cos(g) —2cosx
lim -
x—7/3 T—3
2cos(Z) — 2cosx cosz — cos(%) g(z) —g(%)
s) 2T ()RR (g
avec g(x) = cosz. donc
2cos(%) —2cosx
lim (5) — = —2¢'(n/3) = 2sin(n/3) = V3
Finalement
lim sin(3x) _ =3 _ 3
e—% 1—2cosz /3
(6) lim, o o
Solution : Pour x > 0, on a |x| = x et donc 7o = 1. Pourz <0,0na x| = —x
et donc % = —1. Ainsi
lim — =—let lim — =1
=0~ || a—0+ |z

2. COMPARAISON

Indication. On pose h(z) = m Encadrez h(x). c’est-a-dire trouvez
a,b > 0 tels que a < h(z) < b pour tout  # 0.

Solution : Onal=2—-1<2+sin(l/z) <241 =3 pour z # 0 donc, tout
le monde étant > 0, on inverse (en changeant le sens des inégalités) et on

obtient
1 1
s <575 =1
3~ 2+sin(l/x)
donc
m<L<|ﬂc|car|x|>0
3 7 2+sin(l/z) —



et donc
|z

3 = '2+sin(1/a:)
Comme lim,_,q |z| = 0, il suit du théoréeme d’encadrement que

< |z| pour tout z # 0.

. x o
2 e ()

€T

limy 400 +sinx
Solution : Por x e Ryonaz —1<z+sinz <z+1. Orlim, ,;x—1=
limg 400 ¢ + 1 = 400, donc

lim z+sinz = +oco
r—+o0

limg 0o ¥ + § sinw
Solution : On utilise que sinz > —1 et que x > 0 pour avoir
T . T
r+ —sinr>r——=—
2 2 2

Et donc

. T .
lim z+ —sinxz = +oo.
xr——+00 2

limm_>+oo Xr — \/.E
Solution : lorsque x — +00, c’est x qui domine y/z. On écrit donc

()=o)

. s 2
Pour vous en convaincre, soit utilisez © = 1/z~ et donc

lim =z —+z= lim x(1—>:+oox1:+oo

x—+00 T—+00

Puis limy, oo ¢ = 400

lim, o —2% —
Solution : La question n’a pas de sens car il faut z > 0 pour /z, donc pas
possible d’avoir z — —oo.

: sinx
hmz—>+oo =

Solution : On majore brutalement |sinz| < 1 pour tout € R de sorte que

sinx

1
< — pour tout x > 0.
x

0<
x




Comme lim,_, 1 o % = 0, on obtient

. sin x
lim =0.
r—+oo I

4
: " —2x+x
hmw—)-{-oo T3fe2r —x247

Solution : Au numérateur, c’est 2 qui domine & I'infini. Au dénominateur, il
faut garder en téte que I’exponentielle domine tout polynéme en +oc. Pour
x#0,o0n a

=2 +x at(1- 2+ )
- - -
x4 e — a2 47 e (Lo +1—- % + L)
e [ [
2 1
xt 1-=+=
= eQxX 3 1 2 7
6216—"_ _62m+62.77

En +o0, 'exponentielle domine tout polynéme : les théoremes de comparaison
donnent

3 2 4
lim — =0, lim — =0, lim — =0, lim — =0,
x—r+00 e2$ T—+00 eQz x—r+00 e2$ T—+00 621
et donc
. 2t =2+ 1-0+0
lim 3 5 5 =0X — =0
z——+oo x° 4 €T — 2 + 7 0+1—-0+0
3. COMPOSITION
lim, o€ e
Solution : On a
. sinx .
lim =1let lim eX:elze,
z—0 T X—1
donc par composition
. sinz
lime = =e.
x—0
. 2
lim,_,_o €
Solution : On a
lim 22 =+4ooet lim ¥ = 4o,
r——00 X —+oo
donc par composition
. :EQ
lim e¥ = +oo.
Tr— — 00
2
. e®
llmw_>+oo m
. . . X
Indication : limy o S = +00.
Solution : On écrit
2 2 2 2
e* e* x? e* x? er 1
= — X = — X —— = — X I X

z+1 2 r+1 T

N
=
—
+

!
8

[\
—_
+
8 |



. . X
Comme lim,_, 1 22 = 400 et limx 400 67 = +o00, 0on a
1;2
lim — =400,
z—+o0o 12

et donc

z2

i g = (o) X (o0 x 1= 4o

. e
(4) Timy o0 Cop

Solution : On a —z++/T qui est une forme indéterminée en +oco. Comme plus
haut, on écrit —x + /z = —x(1 — ﬁ) — —00 X 1 = —o0 lorsque © — +o0.
Or limx_,_o eX =0, donc

lim e *tVZ =
r—+00

Or limy 4 o0 3%5 =0, donc on a

7:13+\/5 1
lim © = lim —e ™V =0x0=0

T—+00 1‘5 T—+o00 T

(5) lim,_,o nOFsin V)

(6) lim, o 202

Indication : pour x < 1 et x # 0, on a
In(1 -2z) In(l—x)—In(1)
T N z—0

— f(0) quand z — 0 avec f(z) =In(1 — x)

4. UN PEU DE RACINES (ENCORE)
(1) limg_9 %
Solution : C’est une forme indéterminée.
r—9 _ (x —9)(vVx + 3) _ (z—9)(vz +3) i+
V=3 (Vz-3)x(/r+3) r—9

et donc

. r—9
i%ﬂ—\/g-‘r?)—ﬁ

(2) limg g 202

Solution : C’est une forme indéterminée. On multiplie par la quantité conjuguée
pour obtenir

Ve—2 (V-2 x(Vr+2) x—4
22 —5x+4 (22 -bx+4)x (Ve +2) (22 —5x+4)x (Vr+2)
A partir de 14, on a deux possibilités :
— Soit on factorise le polynéme : on a 2% — 5z +4 = (z — 1)(z — 4), et donc

vV —2 x—4 x—4 1

22— br+4 (22 -br+dx(Va+2) @-Da-4)x(vz+2) (@-1)x(z+2)

et donc

VT —2 1

im = —
esdx? —br+4  (4-1)x (V4+2) 12



— Soit on utilise la dérivée. On pose f(z) = 22 — bz +4 et f'(z) = 22 — 5,
de sorte que

2 4 4
lim < brtd lim f(@) = f(4) =f'(4)=3
r—4 x—4 x—4 x—4
et donc
i r—4 1
z—4 12 —br+4 3
puis
o VE—2 x—4 11 1
im im == =
v>402 —br+4 a—d (22 —br+4)x (Vz+2) 3 it 12
(3) limg_ oo Y542
Solution :
N ,/a:4 (1+ % \/1+ \/1+m4
= = = —_ = 1
2 +1 (1+ ) 2 (1+ % 14+ 2 T
(4) limg 400 V22 + 1 — x Indication : \/a — \[ = er\/ pour a,b > 0

Solution : Pour > 0, on a

T _x:\/x2+12—:r2: 1 L1
Vai+1l+zx Vaz+1l+z  +oo+ o0

Exercice 1. En utilisant les formules de trigonométrie, montrez que pour x # 0,

on a
1 —cosx (%)
22 2 5

. 1—coszx 1
lim —— =5
z—0 x 2

Solution : cos(2y) = 1 — 2sin?(y) pour tout y € R. Done, en posant = = 2y avec

x#0,o0n a
.2 . 2 . T 2
1—cosz 2sin’(y) 1 (sin(y)\~ 1 (sin(%)
x2 4qy2 2 Yy 2 z

Déduisez-en que

Avec les mémes notations,

lim 2 (%) gy S (y) _
x—0 1

[N

et on en déduit le résultat annoncé.



