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Solution du TD9 : Intégration avancée

Exercice 1. 1. Calculez tan’. Déduisez-en fﬁ/g(l + tan?(t)) dt.

/6

2. Calculez / tan™(t) dt pour n =0,1,2 et = € [0;7/2]
0

- . / __ (sinys __ sin’ cos — sin cos’ __ COSz+Si1’12 _ 2
Solution : tan’ = ()" = — = @3- =1+ tan”. Donc

Tl'/3 - 1
/ (1+tan®(t)) dt = [1 + tan®(t)] ;2 = z—z—l—tanQ(7r/3)—taun2(7r/6) =43
/o w6~ 3 6 673

Pour n =0, c’est . Pour n =1, on a

’ = * sin(t) = mf(—cos(t))’ =[—1In|cost|]s = —In|cos(x
/Otana)dt_/o dt—/o dt = [~ In| cos ]} = —In | cos(x)|

cos(t) cos(t)

Exercice 2. A ’aide d’une intégration par parties, calculez les intégrales suivantes :

(1) [i(t+1)etdt
Solution : u/(t) = e’ et v(t) =t + 1, donc u(t) = e et v/(t) = 1 conviennent.

Ainsi
1 1 1 1
/ (t+1)et dt / u'vdt = [uv]} —/ w' dt = [ef(t+1)]} —/ el dt
0 0 0 0
e1+1)—e0+1) —[ef)f=2—-1—(e—1)=e

(2) foﬂ/chosxdx
Solution : u'(x) = cosz et v(x) = z, donc u(xr) = sinz et v'(z) = 1
conviennent. Ainsi

/2 /2 w/2
/ recosrdr = / w'vde = [uv]]/? —/ w' dz
0 0 0

/2
= [msinx]g/Q _/ sinzdr = - — [~ Cosai]g/2 -2
0 2 2

(3) [y (z+3)sinzdr
Solution : u/(x) = sinz et v(z) = = + 3, donc u(x) = —cosz et v'(x) =1
conviennent. Ainsi

/(x—|—3)sinxd1: = /u’vd:c:[uv]g—/ w' dx
0 0

0

[—(z + 3) cos z]g +/ coszdr = (1 +6) + [sinz]j =7 +6
0

(4) fir/z xsin(2z — 1) dx
1

Solution : u'(x) = sin(2x — 1) et v(z) = z, donc u(z) = —3 cos(2x — 1) et
v'(x) = 1 conviennent. Ainsi

0 0 0
/ xsin(2z — 1)de = / w'vde = [uv]? - / w' dx

—7/2 —7/2 —7/2

B zcos(2x — 1) 4 C |

= [~ 5 Za2 /M2 5 cos(2x — 1) dx
—mcos(—m — 1 1 .

= T sine - 1)

sin(—m — 1) —sin(—1)  mcos(1) n sin(1)

4 4 2
1




(5) [y t*sintdt

Solution : u/'(t) = sint et v(t) = 2, donc u(t) = —cost et v'(t) = 2t
conviennent. Ainsi

xr x xT
/ t*sintdt = / wvdt = [uv]f — / wv' dt
0 0 0

x

= [—tQCost]g—/ —2t costdt
0
xT

= —x2005x+2/ tcostdt
0

Pour calculer foxtcostdt, on refait une intégration par parties. Ici w'(t) =
cost et v(t) = t, donc u(t) = sint et v'(¢) = 1 conviennent. Ainsi

x xr x
/ tcostdt = / wvdt = [uv]§ — / wv' dt
0 0 0

x
= [tsint]g—/ sint dt
0
= uxsinz —[—cost]y = zsinz +cosz — 1

et donc,

x
/ t?sintdt = —2” cosz 4 2(zsinz + cosz — 1) = —2? cos x + 2z sinz 4+ 2 cos & — 2
0

¢
(6) / Inzdx, out>1
1

Solution : u'(z) =1 et v(z) = Inz, donc u(z) = z et v'(z) = L conviennent.
Ainsi

¢ t t
/ Inzdr = / u'vdr = [uw]} — / wv’ dx
1 1 1

t ' 1
= [zlnz]; — | zx —dz
1

X

t
= tlntf/dz:tlntf[x]'i:tlnt—tJrl
1

t
(7)/xln(x+3)d:c, ount>1
1

Solution : en faisant une IPP puis le changement de variable y = = + 3, on
obtient

t t 22 ¢ 2
/1 x In(z + 3) dz /1 (x2/2) In(z + 3) dz = [? In(x + 3)]} — /1 ?(ln(x +3)) dw

2 t 2 2 t+3 2

- = P L L T R etV

= [21n(a:+3)]1 /12(x+3)dx—[21n(x+3)]1 /4 5 dy
2

1‘2 t+3 Y 9 xZ y 9 .
= Sl [ st Dy = (5 e 3 - (5 g+ Syl
4

2 2% 4 2
2 1 (t+3)? 9 22 9
= 51n(t+3)—§1n4—( 1 —3(t+3)+§ln(t+3))—(Z—12+§1n4)

(t+3)2
4

t2
= 51n(t+3)—( —3(t+3)+§1n(t+3))—|—8—101n2

(8) / te'dt, oix >0
0



3

Solution : u/(t) = et et v(t) = t, donc u(t) = €' et v'(t) = 1 conviennent.
Ainsi

T T x xz
/ teldt = / wodt = [uv]f — / w’ dt = [e't]f — / el dt
0 0 0 0

= xe® —[e"]F =xe® —e" +1

(9) / t2etdt, oz >0
0

Solution : u'(t) = et et v(t) = t2, donc u(t) = e’ et v'(t) = 2t conviennent.
Ainsi

/ tetdt = / u’vdtz[uv]g—/ uv’dt:[ett2]§—/ 2tet dt
0 0 0 0

= xze""/’f?/ 2tet dt
0

la derniere intégrale a été calculée au point précédent et du coup

/ t2el dt = z%e® — 2(ze” — e* + 1) = z%e® — 2xe® + 2e% — 2
0

(10) / (t3 = 1)etdt, ona >0
0

Solution : u/(t) = e' et v(t) = t3—1, donc u(t) = e’ et v'(t) = 3t* conviennent.
Ainsi

/ (3= etdt = / wvdt = [uv]f —/ w' dt = [e!(t* = 1)]¢ —/ 3t%et dt
0 0 0 0
x
= (@ —-1)e"+1-— 3/ 3t%et dt
0
la derniere intégrale a été calculée au point précédent et du coup
/ (3 —Detdt = (23 —1)e” +1—3(z%” — 2ze” + 2 — 2)
0

= 23¢® — 32%e% + 6xe® — Te® + 7

Exercice 3. Déterminez des primitives des fonctions suivantes : z + 3z —sin § +
5cos(3z) et x — tan?(2z)

Solution : Le calcul direct donne pour z € R

342 5 '
3z — sing + 5cos(3z) = <§ +2 cosg + 3 Sin(3x))

Pour = + tan?(2x), on commence par calculer la dérivée de tan :

. / ./ . / .2 2 . 2
, sin sin’ cos — sin cos sin” + cos sin 9
tan' = [ — | = = =1+ (— =1+ tan

cos cos? cos? cos
Du coup on a
(tan(2x)) = 2tan’(2z) = 2(1 + tan?(22)) = 2 + 2tan?(22)
et donc .
<; tan(2x)) =1+ tan?(2z) = 2’ + tan?(2z),
et donc

tan?(2z) = (; tan(2x) — x)l

Exercice 4. En écrivant sous forme d’exponentielle, déterminez une primitive de
x — a” pour a > 0. Déduisez-en

/3 <2t7t2+3t75\/f) dt.
1



zlna

Solution : On écrit a” = e pour tout x € R, donc une primitive est donnée par

_ 1zl
F(z) = -e” ™% Du coup,

/3(2t—t2+3t—5¢£) dt
1

3

e 372 30,

32 _ n2 93 _ 13 332 312 1Q

{6““2 3 32 10 375

_ _ Y 3/2_13/2
In2 5 2 3(3 )
2.2 8-1 27-3 10
= — S — -1
In2 3 T3 3(3\/3 )
6 7 10 6
- S 412-1 — = 4+13-1
3+ 0\/§+3 5 13 0v3

Exercice 5. On va déterminer une primitive de x — f(z) = e®sinz de deux
facons :
ein:

¢ =¢ — déterminez

(1) Méthode 1 : Nombres complexes. En écrivant sinz = ¢

une primitive de f par un calcul direct.

(2) Méthode 2 : Intégrations par parties. En intégrant deux fois par parties,
déterminez [ f(t) dt.

Solution : Méthode 1. On a
. ell‘
fl) = e€sinz=¢€" <

On remet 'expression sous forme réelle :
e(l—i—i):c e(l—i)z (1 _ Z‘)e(l+i)x (1 + i)e(l—i)x . (1 _ Z)ezx _ (1 + Z')e—iz

/

2% 2 -

_ el e(lJri)x e(lfi)m _ e(1+i)w e(lfi):v
“\2i0+i) " 200-9)

2i(1414)  2i(1 —4) - 2i(1+i)(1—14) 2i(1—4)(1+14) —° 4q
(L —i)(cosz +isinz) — (14 i)(cosx — isinx)
=e
41
_ LCOST +isinx —icosx +sinw —cosx +isinr —icosT —sinx
N 41
s2tsine — 2icosx LSinT —coszx . LSinT —cosw '
=e 5 =e 5 donc |e*sinz = (e —

Méthode 2 : pour z € R,

/ f@)dt = / (e") sintdt = [e' sint]& — / el costdt = e*sinx — / el costdt
0 0 0 0

Indépendamment,

xr x xr x
/ elcostdt = / (e') costdt = [e' cost]d +/ e'sintdt = e* cosx — 1+/ el sint dt
0 0 0 0

En regroupant tout, on obtient

/ f)ydt = e¥sinx— (ezcosx—l—l—/ etsintdt> :ezsinx—emcosx+1—/ f(t)dt
0 0 0
et donc

2/0$f(t)dt = e"(sinz —cosz)+1 :>/O$f(t)dt:e

sinx—cosx
2

LSinz —cosz +1
2

Une primitive de z — e®sinx est donc donnée par x — e

/2
Exercice 6. Soit I, = / cos™ tdt pour n € N.
0

(1) Calculez Iy, I, I
(2) En intégrant par parties, trouvez une relation entre I, et I, 1o
3) Déduisez-en Is, et Is,,1 pour p € N quelconque.

P P+

Exercice 7. Calculez les primitives des fonctions suivantes, en utilisant la décomposition
en éléments simples d’une fraction rationnelle



T+ 2

24+ 2z +1
24

72+ 31+ 2

423 4+ 62% + 1
2+ 223+ 2+ 5

1
2+ 4

14x + 5
T2 +4x +9




