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Solution du TD10 : Intégration 3. Fractions rationnelles et
changement de variables

1. FRACTIONS RATIONNELLES
Exercice 1. Calculez les intégrales suivantes :

2
(1) Jy g dt

Solution :
2 2 2
t (t+3)-3 (/ 3
——dt = 2 it = 1——— ) dt
[ = [t ()
= [t—3W|t+3)]7=1-3In5+3In4

24
2) fy Frdt
Solution :

2 2 2
t—1 -
l/ggwt: /ﬁﬁiLEﬁ:/ 1= 2\
L t+1 L t+1 L t+1

[t—2mn|t+1]]3=1-2In3+2In2

1 ¢
Solution : On écrit

(3) J7 R ar

2+20+2  (t+2-2%42(t+2-2)+2
t+2 B t+2
(22— A+ 2) A2t +2) —4+2  (E4+2)2 —2(t+2) +2
N t+2 B t+2
_ 2 2
= t+2—2+t+2_t+t+2
Et donc

2 4,2 2

2 42t +2 2
/ Lk e P / t+—— | dt
) L t+2

2 > 3
= |=4+2In|t+2|]| =-+2In4—-2In2
2 L2

Exercice 2 (Dénominateur avec une racine double). Calculez les intégrales sui-
vantes :
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Solution :
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Solution : En utilisant I’Exercice 1, on a
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Solution : Le polynéme t? — 2t + 1 admet une racine double, & savoir 1, donc
t2 —2t+1=(t—1)? et donc

/3 dt /3 a [ 17 1
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(5) J; t2+ét+9 dt
Solution : Le polynoéme t? 4 6t + 9 admet une racine double, & savoir —3,

donc 2 + 6t + 9 = (¢ + 3)? et donc on retrouve la premiere intégrale de cet
exercice.
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Ici, il faut 2 # 0, donc ¢ # 0, mais 0 est pile dans I'intervalle [—1, 2], donc vous
n’étes pas équipés pour calculer cela. Et justement, sachant que (_Tl)' = t%,
le calcul brut sans vérifier ’ensemble de définition donnerait

-17° 3

— =—-<0,
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or comme 1/t > 0, on a ffl f—zt > 0. Moralité : pensez toujours a l’ensemble
de définition.

Exercice 3 (Dénominateur & deux racines simples). (1) ff ﬁ dt
Solution : On va cherche A, B € R tels que
1 A B

tt+1) ¢ +t+1'
On multiplie tout le monde par ¢(t + 1) et on obtient

1= t(t+1) <?+1:+B1> _ A(t+1)+ Bt = (A+B)t+ A



en écrivant 1 = 0 x ¢ + 1, on obtient le systeme

A+B=0 _ _
{ A—1 }:>A—letB——1.
et donc
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Solution : On va cherche A, B € R tels que
t A B
G+00+2) 141 it2
On multiplie tout le monde par (¢ + 1)(¢ + 2) et on obtient

t+1 t+42

en écrivant t = 1 X ¢t 4+ 0, on obtient le systeme

A+B=1 B=1-4 B=1-4 B B
{2A+B:0 };‘{ 24+ (1—A) =0 };‘{ A= _1 };‘AletBZ-

t=(t+1)(t+1) <A+B) =Alt+2)+B(t+1)=(A+B)t+24+B

et donc
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Solution : On va cherche A, B € R tels que
t—7 A B
G-D(+2) -1 it+2
On multiplie tout le monde par (¢ — 1)(t 4+ 2) et on obtient

t—T=(t—1)(t+2) (A+B) — A(t+2)+B(t—1)= (A+B)t+24— B

t—1 t+42

on obtient alors le systeme

A+B=1 B=1-A B=1-A _ _
{2A+B7 }:{ 2A+(1—A)= -7 }:{ A—_8 }ﬁA——SetB_Q,

et donc
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fz [(=DIE)) 1)(t+2 dt
idem que le précédent

f4 3t— 1 dt

Solutwn : On commence par factoriser 2 — 1 = (¢t — 1)(¢ + 1), donc 2 racines
simples. On va cherche A, B € R tels que
3t—1 A B
GC—D0+D) -1 i1
On multiplie tout le monde par (¢t — 1)(¢ + 1) et on obtient

3t—1:(t—1)(t+1)< A4, B ):A(t+1)+B(t—1):(A+B)t+A—B

t—1 t+1

on obtient alors le systeme

{AA_+BB:—_1)>1}:>{ 1? )i‘_ }:{B;i_lA}ﬁAzletB:Q.

et donc
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Solution : On commence par factoriser #2 —4 = (x —2)(x +2), donc 2 racines
simples. On va cherche A, B € R tels que

1 _A B
(x—2)(z+2) 2-2 x+2
On multiplie tout le monde par (z — 2)(z + 2) et on obtient

A B
1l=(zx-2 2
-2+ (25 + 125
on obtient alors le systeme

et donc

> A(x+2)+B(zx—2)=(A+B)z+2A—-2B

puis
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() J5 7= % dt
Solution : On commence par factoriser t> —t — 6 = (¢ + 2)(t — 3), donc 2
racines simples. Et donc paf... le dénominateur s’annule en ¢ = 3 qui est dans

I'intervalle [3,5]. Donc vous n’avez pas a calculer l'intégrale.
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Histoire de ne pas perdre la main, on va quand méme chercher une primitive.
On va chercher A, B € R tels que
5t A B
Gr2(-3 t12 i-3
On multiplie tout le monde par (¢t — 1)(¢ 4+ 1) et on obtient
5t = (t+2)(t — 3) (tJrAQ—’—tBZS) —A(t—3)+B(t+2)=(A+B)t—3A+2B

on obtient alors le systeme

A+B=5 B=5-A B=5-A B B
{ —-3A+2B=0 }:{ —-3A+2(5—-A4)=0 }=>{ A=2 }=>A—2etB_3.

et donc
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b b

5t 2 3 b

——dt = —— 4+ —— | dt=_2In|t+2|+3In|t -3
/a (t+2)(t—3) /a (t+2+t—3> [2Inft 2]+ 3t =3[,
= 2In|b+2|+3In|b—3|— (2Inja+2|+3ln|a — 3|)

3

-3
®) [ mrem du
Solution : On commence par factoriser 2* + x — 2 = (z + 2)(z — 1), donc 2
racines simples. On va cherche A, B € R tels que

1 A N B
24+rx—-2 z+2 x-—1
On multiplie tout le monde par (x 4+ 2)(z — 1) et on obtient

1=(z+2)(z—1) <xf_2+x€1

>A(x1)+B(fU+2)(A+B)$A+2B

on obtient alors le systeme

{—A—i—QB:l };‘{ —A-24A=1 }é{ A==t }:>A3etB3,

et donc
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Moralité : les valeurs absolues servent a quelque chose dans la formule

u/

Inlul) = —...
(Inful) = =
Exercice 4. A 'aide d’une intégration par parties, calculez

¢
/ x In(x +3)dz, out>1
1



2. CHANGEMENTS DE VARIABLES

Exercice 5. Calculez les intégrales suivantes a I’aide d’un changement de variables
(vous pouvez comparer aux résultats de 'exo 1 du TD6) :

3 t )
(1)/Oﬁdt,(y=t +1)

Solution : On a dy = (t> +1)'dt = 2tdt. Comme v : 0 — 3, onay: 0%+ 1=
1 — 32 +1 =10, donc
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(2) / te!” dt, (y = t?)

Solution : On a dy = (t?)'dt = 2tdt. Comme 1z : —V2 = V2, onavy:
(—v2)?2 =2 = 2" = 2, donc

t=v2 =2 4 y=2 Ly y 72 2 _ 2
/ tet’ dt = / tey—y = / < dy = [e} _c-C _ 0
t=—/2 y=2 2t y=2 2 2], 2

(3) / (t3 —1)efdt, on x>0
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t
(4) / Inzde, out>1
1

(5) /0 tan(t) dt avec 0 <z < 7

(6) /OTr Ccos (%) de, (u= %)

Solution : On a du = (£)'dz = 3 dz. Comme t : 0 — 7, onau: 0 — %, donc

=7 u=m/3
/m . cos (g) de = /u:O (cosy) x 3du = [SSinu]g/3 = 3sin (g) —3sin(0) =

/2
(7) /0 cos®(x) sin(z) dz, (2 = cos )

Solution : On a dz = (cosz)'de = —sin(x)dz. Comme z : 0 — 7/2, on a
z: cos(0) = 1 — cos(w/2) = 0, donc

r=m/2 2z=0 dz
/ cos®(z) sin(z) dz = / 23 x sin(x) X ————
T z

0 -1 —sin(z)
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t+1/2
8 — T dt, (x=t>+t+1
()/0152+t+1 (z=t"+t+1)

Solution : On a dz = (t* +t+ 1)'dt = (2t + 1)dt. Comme t : 0 — 1, on a
2:024+0+1=1—-1241+1=3, donc

/t—l t+1/2 o /z_3t+1/2 da dt_/x_3d1:_ nz]® In3
o 2Ht+1 o Juer oz 20 +1 Jooqg 20 | 2], 2




(Q)Aﬁdm, neN, (y=2z-1)

Solution : On a dy = (2z — 1)'de = 2dx. Comme z: 1 — 2, onay:1— 3,
donc sin # 1, on a

=2 y=3 3 1-n 13
1 Y= dy 1 1 y "
——dr = / 72/ sy "d Z[' ]

/:c=1 (22 — 1) o 2gn 20 YT 2 1o,

3m—-1 1-3'"n

2(1—-n) 2(n—1)

Dansle casn =1, on a

/H 1, /y‘?’ dy [11 | |]3 In3
Y dr = Wy =22
o=1 (22-1) y=1 2y 2 1 2

5
dt
(10) /2' m, (U = lnt)

Solution : On a dv = (Int)’dt = %. Comme ¢ : 2 — 5, on a z : In2 — In5,

donc
t=>5 In5 Inb5
dt td d
/ —_— = / —U:/ —U:[lnvﬂggzlnln571nln2
t=2 tInt v=In2 1V m2 Y
w/4
(11) / tantdt, (x = cost)
/3
Solution : On a dx = (cost)'dt = —sin(t)dt. Comme ¢ : 7/3 — /4, on a
x:cos(m/3) = 1/2 — cos(m/4) = v/2/2, donc
t=m/4 V22 int  —dx V22 gy
/ tantdt = / = .= / -
t=n/3 w=1/2 COSt sint  J,_y/p @
_ v2/2 V2 1
= [—ln ]1/2 ——ln7+1n§

In2

1 1
= —ln\/§—1n5+ln§: ln\f———

Exercice 6. Dans chacun des cas suivants, calculez l'intégrale en trouvant un
changement de variables adapté

1
1 nvE
\/E
Solution : On choisit y = /z, de sorte que dy = (Vz)'dx = 2%. Comme
z:1—4, onay'\[—1—>\/41:2
T= 4lnf y= 21n\/* y=2 2
Z\fdy—/ 21n\/5dy:/ 2Inydy
r=1 \/> y=1 \/> y=1 1

On a vu dans les exercices d’intégration par parties que Iny = (ylny — y)’,
et donc

1 2
/ nf = 2Inydy = 2(ylny —y)]? =4In2 —44+2=4In2 — 2
1

2) [, cosze®sn* dy
Solution : On choisit y = 3sinz, de sorte que dy = (3sinz) dz = 3 cos(z) dz.
Comme z: 0 — 7, on a y : 3sin(0) = 0 — 3sin(w) =0

T=7 0 0 0
. d Y Y 1—-1
/ cos xe® S dy = / cosze¥ —2— = / £ dr = [e} =—=0
=0 y=0 3cosx y=0 3 3, 3




3)

2 tdt
1 1-3¢2

Solution : On choisit y = 1 — 3t2, de sorte que dy = (1 — 3t2)'dt = —6tdt.
Commet:1—2,onay:—2— —11et

=2 pdt y=—11¢ —1 [dy
Tos g Jwbt=m )
t=1 - y=—-2 Y —2 Y

1n11+ln2 1n11—1n2
6 6

[ln T

f2 t(lnt)2
Solution : On choisit y = Int, de sorte que dy = (Int)'dt = %. Comme
t:2—3,onay:In2—>1n3et

/t—?) dt B /y—1n3 tdy 7 /1n3 dy _ |: 1:|11'13 B 1 1
=2 t(Int)? y=ln2 1y? m2 Y Ylpe 2 In3
j""'/4 sint dt
—m/3 cosdt

Solution : On note que cost ne s’annule pas pour —7/3 < ¢t < 7/4. On choisit
y = cost, de sorte que dy = (cost)'dt = —sin(t) dt. Comme t : —7/3 — 7/4,
onay:cos(—m/3) =1/2 — cos(n/4) = \/2/2 et

t=7/4 gintdt v2/2 —dy v2/2 _a
— = — = -y dy
t=—m/3 COS°1 1/2 Y 1/2
oyt V2/2 1 V2/2
—3+1], 2y 112
f01/2 \/%, (Indication : quels a, b avez-vous tels que a? =1 — b2 ?)

Solution : On choisit ¢ = siny, de sorte que dt = (siny)'dy = cos(y) dy.
Comme t: 0 = sin( )= 1/2=sin(n/6),onay:0— 7/6 et

/t_l/Q /y /6 cos(y v= 7r/GCOS ) dy
— VI P /71_% Teoss]

Notons que pour 0 <y < 7/6,0n a 1/2 < cosy < 1, donc cosy > 0 et donc

/1/2 it /”/Gcos(y)dy_/”/ﬁd =T
o Vie o Teosyl o YT T




