Université de Lorraine 2024-2025
Licence 1 PC

Mathématiques 1 (S1)

F.Robert

Corrigé du TD12 : Exercices complémentaires sur les équations
différentielles

1. PREMIER ORDRE
Déterminez les solutions des ED suivantes :

(1)
{ y +2zy=1+222 surR, }

y(0) =1
Corrigé :
— Equation sans second membre (SSM) : 3/ 42zy = 0 = y(x) = he~ /" 2t =
A
— Sol particuliere : on essaie un polynéme. Constant : y,(z) = a, donc

Yy, + 2xy, = 2ax # 1+ 222, Degré 1 : y,(x) = ax + b, donc y), + 2zy, =
a+2z(ax+b) = 2ar? +2bx+a = 1+222 lorsque 2a = 2,2b=0¢et a = 1,
donc a =1et b=0, puis yp(z) =2
— Solution générale : y(z) = = + Ae (il faut vérifier que g marche bien).

Condition initiale : 1 = y(0) =04 A donc A =1 puis

y(z) =z + e pour tout z € R

y —3y=e> surR,
y(1) =1

Corrigé :

— Equation SSM : 3/ — 3y = 0 = y(z) = \e3®

— Sol particuliére : on essaie un polyndéme multiplié par une exponetielle.
Constant : y,(z) = ae3®, donc y' — 3y = 0 # €37. Degré 1 : y,(z) =
(az+b)e®, done y), —3y, = ae’ +3(ax+b)e*” —3(ax+b)e*” = ae’® = **
lorsque a = 1, puis y,(z) = xe3® convient.

— Solution générale : y(x) = re3® + \e3® (il faut vérifier que a marche bien).
Condition initiale : 1 =y(1) =1 x e3>+ Xe donc A =1/e3 —1=¢3 -1
puis

’y(m) =2 + (e7® — 1)e3* pour tout x € R‘

3)
{ (@+sinz)y’ + (1 +cosz)y =2z +xcosz +sinz  sur |0, +o0[ }

Corrigé :
— Equation SSM :

. 1+ cosz (x + sinx)’
‘41 =0=y =— = -
(z+sinz)y’ + (1 +cosz)y Y T +sinx r +sinz

= y(x) = Ae” I (tt-:?i[;tt)/ dt — e~ Inlztsinz] !

|z + sin z|



— Sol particuliere : on essaie un polynéme. Constant : y,(z) = a, donc
(z +sinx)y, + (1 + cosz)y, = a(l + cosz) # 2z + rcosx + sinz. Degré
1 : yp(x) = ax +b, donc (x +sinx)y, + (1 +cosx)y, = a(r +sinz) + (1 +
cosz)(ax +b) = 2ax + b+ asinz + (ax + b) cosz = 2z + xcosx + sinx
lorsque a =1 et b =0, puis y,(x) = = convient.

— Solution générale : y(z) = z+ m (il faut vérifier que g marche bien).

(4)
{ v +y=¢e"+e** surR, }
y(0) =0
Corrigé :
— Equation SSM : ¢/ +y =0 = y(z) = Xe™*
— Sol particuliere : on va séparer le second membre en deux. On va chercher
une solution y; de ¥} 4+ y; = €% et une solution yo de y4 + y2 = €2*.
— Pour y; : on essaie y1(z) = ae®, ce qui donne y] + y; = 2ae” = e*
avec a = 1/2. Donc y; (z) = $€”
— Pour y» : on essaie yo(x) = ae?*
avec a = 1/3. Donc yz(z) = e
Une solution particuliere du probleme est alors y,(x) = %em +
— Solution générale : y(x) = %e"’” + %e% + e~ (il faut vérifier que a marche
bien). Condition initiale 0 = y(0) = 3 + § + A donc A = —2. Ainsi

, ce qui donne y] + y; = 3ae?® = >*

2z
1 2z
3€

1 1 5
y(z) = 5@’3 + §e — ée_w pour tout z € R

{ y +y=sinz+cosz sur R, }
y(m) =0

Corrigé :

— Equation SSM : ¢/ +y =0 = y(z) = Xe™*

— Sol particuliere. Soit on utilise I'expression de sin et cos sous forme de
complexes cosz = eT;reT et sinx = 67'm2’iem , et on se retrouve avec un se-
cond membre sous forme d’exponentielles. Soit on essaie y,(z) = asinz +
beosz : il vient alors y, +y, = (a +b) cosz + (a — b) sinx = sinx + cos
avec a = 1 et b =0, donc y,(z) = sinz (vérifiez, ¢ca marche bien)

— Solution générale : y(x) = sinz + Ae~?. Condition initiale 0 = y(7w) =
sinm + Ae™™ = Ae” ™ donc A = —0. Ainsi

’y(m) = sinz pour tout = € R‘

{ Yy 4+ 3y =6sin(3z) sur R, }

y(0)=1

Indication : solution particuliere sous la forme y,(z) = a cos(3z) + bsin(3z).

— Equation SSM : ¢/ + 3y =0 = y(x) = Xe 3"

— Sol particuliere. On essaie y,(x) = acos(3z) + bsin(3z) : il vient alors
Y, +3yp = (a+3b) cos(3z) + (a — 3b) sin(3x) = 6sin(3z) avec a+3b = 6 et
a—3b=0onab=1eta=3, donc y,(r) = 3cos(3x) + sin(3z) (vérifiez,
¢a marche bien)

— Solution générale : y(x) = 3cos(3x) + sin(3z) + Ae~3%. Condition initiale
1=y(0) =3+ A donc A = —2. Ainsi

y(z) = 3cos(3z) + sin(3x) — 2¢73* pour tout = € R‘




2. VARIATION DE LA CONSTANTE

2

{ Y + 2y = <—  sur |0, 4o00| }

x

Corrigé :

— Equation sans second membre (SSM) : y/+2zy = 0 = y(z) = he~ /" 2tdt =
A=

— Sol particuliere : y,(x) = Mz)e=*", donc

2
- - —x 1
Y, + 2wy, = Ne ™ 4+ x (—2x) x e 4222 = Ne@" = & = N(z)=—
x x
et donc A(z) = Inz convient, ce qui donne y,(z) =e * Inz
— Solution générale :
y(x) = e Inz + Ae™® pour tout z > 0
(2)
o2
{ y +2ry=xze = surR }
Corrigé :
— Equation sans second membre (SSM) : /422y = 0 = y(z) = e~ J 2 =
A

— Sol particuliere : y,(x) = Maz)e=®", donc
2 2 2 Jj2 ! 22
y; +2zy, =Ne ™™ =ze2 = N(z)=xez = (2) e

1'2 . .
et donc A(z) = e’= convient, ce qui donne y,(z) = e~
— Solution générale :

1:2
y(z)=e 7 + )\6_7”2 pour tout z € R

{ (sinz)y’ — (cosz)y = (sinz)? sur]O,x[ }

Corrigé :
— Equation SSM :

, _cosx _ (sinz)’

(sina)y — (cosz)y =0 = o = =2 — &
Sinx ST

~z (sint)’ .
= y(z) = Ae/ St 4t = )elnlsine| _ Alsinz| = Asinx sur ]0, 7|

— Sol particuliere : y,(z) = A(z) sinz, puis
(sina)y’—(cosz)y = (sinz)(\ sinz+Acos s)—(cosxz)xAcosz = (sinz)?\N = (sinz)? = N =1

donc A(z) = x convient, puis y,(x) = zsinz convient
— Solution générale :

’y(a:) = rsinz + Asinz pour tout x 6]0,7?[‘




3. SECOND ORDRE

Déterminez les solutions des ED suivantes :

(1)
y'—y —2y=3e"" sur R,
y(0)=0
y'(0) =
(2)
y' =3y +2y=6e ¢ sur R, y' — 4y’ + 3y = 2e® sur R,
y(0) =2 y(0) =1

v(0)=0 v(0) =2



