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TD1 : Espaces de Sobolev et résolution de problémes elliptiques linéaires

1. A PROPOS DE LA DEFINITION

Montrez que dans la définition de WP, on peut indifféeremment prendre C2°(Q)
ou CL(Q).

2. DENSITE

Soit u € WHP(Q) avec 1 < p < oo. Soit p € C*(R") telle que p > 0 et
fRn pdx = 1. On pose p.(z) = e "p(e~1z) pour tout x € R" et tout € > 0. On pose
@ : R™ — R définie par @(z) = u(x) pour pp z € Q et 0 sinon. Montrez que

(pe xu),o — u dans LP(Q)
et que pour tout ¢t =1, ...,n,
(9 (pe x 1)), — Oju dans LP(w)

pour tout w CC 2 lorsque € — 0.

Déduisez-en qu’il existe une famille (v.)eso telle que ve € C°(R™) et

(ve)jo — u dans LP(Q2)
et que pour tout ¢ =1,...,n,
(05ve),, — Oju dans LP(w)

pour tout w CC 2 lorsque € — 0.

3. ProbDuIT

On se donne u,v € WP(Q) N L>°(Q2) pour un certain 1 < p < co. En utilisant
le théoréme de densité précédent, montrez que uv € W1P(Q) et que pour tout
t1=1,...,n,0n a

0i(uv) = (Ou)v + ud;v.

4. GRADIENT NUL

Le but est de prouver le résultat suivant :

Théoréme 1. Soit Q un ouvert connexe de R™. On se donne u € WHP(Q), p > 1,
telle que O;u = 0 pp pour touti = 1,....,n. Alors u est constante, au sens ot il existe
c € R tel que u(xz) = ¢ pour pp x € Q.



4.1. La dimension 1. On suppose ici que n = 1 et Q =0, 1[. Soit § € C1(]0, 1[)
telle que 0(t) =0sit <1/3 et (t) = 1sit > 2/3. On se donne ¢ € CL(]0,1[) et on
définit

T 1
Y(x) = / o(t)dt — Q(x)/ ©(t) dt pour tout z €]0,1[.
0 0
(1) Montrez que ¥ € C}(]0,1[) et déterminez v'.

(2) Déterminez fol uwyy’ dz de deux maniéres et déduisez-en l'existence de ¢ € R
tel que

| o) = oeta) e o
(3) Concluez.

4.2. La dimension n > 1 et Q =]0,1[". On se donne ¢ € C}(9).

(1) Montrez qu'il existe 0 < a < b < 1 tels que pour tout x € © =]0, 1[", si il
existe 7 tel que {z; < a} ou {z; > b}, alors p(z) = 0.

(2) On définit pour = = (z1,2') €]0,1[x]0, 1[*~!

T 1
P(zy,2") ::/0 go(t,a:’)dtf@(zl)/o o(t, 2’ dt.

Montrez que 1) € C}() et déterminez 9;1).

(3) Montrez que u € L(]0, 1[").

(4) En utilisant le théoréme de Fubini, montrez que pour presque tout z’ €
10, 1[*71, uyr € L]0, 1[) ot ug (t) = u(t, 2") pour pp t €]0,1].

(5) Concluez en vous inspirant du cas n =1

4.3. Le cas général Q2 connexe. Traitez le cas général en commencgant par mon-
trer que u est localement constante.

5. UNE FORME DE COMPACITE

On se donne Q un ouvert borné de R™ et p > 1. On se donne une suite (u;);en
telle que
— Pour tout 4, u; € LP(),
— Il existe M > 0 tel que ||u;]|, < M pour tout i,
— Tl existe u : Q — R telle que lim;_ 4 u;(x) = u(x) pour pp x € Q.
On va montrer que u € LP(Q) et que u; — u fortement dans L? pour tout 1 < ¢ < p.
(1) En utilisant le Lemme de Fatou, montrez que v € LP(2).

(2) Pour tout R > 0, montrez que
fQ |u; — ul?dx
/ |u; — u|?dx < T + /Q 1y, —u|<rlui — ul? dz.
(3) Concluez
Rappel du Lemme de Fatou : Soit (f;); une suite de fonction f; : Q@ — [0, 4+00]

mesurables définies presque partout. Alors

/ liminf f; de < liminf | f;dz.
Q Q

i—+o00 1—+00



6. UNE SOLUTION FAIBLE REGULIERE EST SOLUTION FORTE

On se donne 2 un ouvert borné régulier C*°. On se donne a € C*(R") et
f € C%Q). On se donne u € H}(Q) solution faible de

{ —Au+au=f dans

E
ujpo =0 (B)

(1) On suppose que u € C?(Q). En intégrant par parties la définition de la
solution faible, montrez que —Au + au = f dans € au sens classique.

(2) On suppose que u € C°(2). Montrez que u est une solution classique de ().

(3) En utilisant le théoréme de régularité du cours, Montrez que si f € C%(£)
pour « €]0, 1], alors w est une solution classique de (Ey).

7. PERTURBATION DU LAPLACIEN.

On se donne € R? un ouvert borné régulier et o, 3 > 0. On se donne f €
C%1/2(Q). On cherche a prouver l'existence de u € C?(Q) N C°(Q) de

{ —O0gpU — ﬁayzuo—l— 2u = f dans (E»)
Ul =
(1) Ecrivez une formulation faible de (E3).

(2) Trouvez une solution faible dans H} (). On pourra soit introduire un produit
scalaire spécifique sur H} soit utiliser le Théoréme de Lax-Milgram.

(3) En utilisant le théoréme de régularité, montrez 'existence d’une solution
classique u € C?*() N C°(Q) .

8. UN PROBLEME NON-HOMOGENE

On se donne 2 € R™ un ouvert borné régulier et A : R" — S, (R) (les matrices
symétriques) telle que A;; € C*(R") pour tous i,j € {1,...,n}, ainsi que a €
C*(R™). On se donne f € C%*(Q), 0 < a < 1. On cherche a prouver l'existence
de u € C3(Q)NCYQ) de

{ —div(A(z)Vu) + au=f dans Q

E
AR (Ex)

ici, div(A(z)Vu) = 3, 0:(32; Aij0ju). On suppose qu’il existe A > 0 tel que

ZXiAij(z)Xj > )\Z(Xi)2 pour tout x € R" et tout X € R"
i i

et a(x) > A pour tout x € Q.
(1) Ecrivez une formulation faible de (Ej3).

(2) Trouvez une solution faible dans H}(€2). On pourra soit introduire un produit
scalaire spécifique sur H} soit utiliser le Théoréme de Lax-Milgram.

(3) En utilisant le théoréme de régularité, montrez l'existence d’une solution
classique u € C?(Q2) N C°(Q) pour (E3).



9. UN PROBLEME NON-SYMETRIQUE

On se donne © € R™ un ouvert borné régulier a € C°°(R") et b!,..,b" € C(R").
On suppose qu’il existe § > 0 tel que a(z) > ¢ pour tout z € . On se donne
f €C%(Q),0 < a < 1. On cherche & prouver I'existence de u € C?(Q)NC%(Q) de

{ —Au+ Y, bPOpu+au=f dansQ

E
ujpo =0 (E4)
(1) Ecrivez une formulation faible de (Ey).

(2) Montrez que pour bl,...,b" "assez petits", on peut applique le théoréme de
Lax-Milgram pour trouver une solution faible dans H} ().

(3) En utilisant le théoréme de régularité, montrez l'existence d’une solution
classique u € C%(Q) N C°(Q) pour (E4) lorsque les b¥s sont petits.



