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TD2 : Résolution d’EDPs par minimisation et lemme du col

1. Minimisation en sous-critique

Soit Ω un ouvert borné régulier connexe de Rn, et soit a ∈ C0,α(Ω), 0 < α < 1.
Soit q ∈ [1, n+2

n−2 [ si n ≥ 3, et q ≥ 1 si n = 1, 2. On cherche à prouver l’existence de

u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) tel que −∆u+ au = uq in Ω
u > 0 in Ω
u = 0 on ∂Ω.

(E)

Dans toute la suite, on suppose que −∆+ a coercif. On pose

m := inf{I(v)/ v ∈ N} avec I(v) :=

∫
Ω

(|∇u|2 + au2) dx et

N := {u ∈ H1
0 (Ω)/

∫
Ω

|u|q+1 dx = 1}.

3. Soit

m := inf{
∫
Ω

(|∇u|2 + au2) dx/ u ∈ N}.

En utilisant les inégalités de Sobolev, montrez que m est bien défini et que m > 0.

4. Soit (ui)i une suite minimisante pour m. Montrez que (ui) est bornée dans
H1

0 (Ω).

5. Montrez qu’il existe une sous-suite (uj(i))i et u ∈ H1
0 (Ω) telle que{

uj(i) ⇀ u faiblement dans H1
0 (Ω) lorsque i → +∞

uj(i) → u fortement dans Lq+1(Ω) lorsque i → +∞

On pose θi := uj(i) − u pour tout k ∈ N.
6. En utilisant la convergence forte et la convergence faible dans les ”bons” espaces,
montrez que

I(uj(i) =

∫
Ω

(|∇u|2 + au2) dx+

∫
Ω

|∇θi|2 dx+ o(1) = m+ o(1)

lorsque k → +∞.

7. Montrez que
∫
Ω
|u|q+1 dx = 1. Déduisez-en que m ≤

∫
Ω
(|∇u|2 + au2) dx.

8. Déduisez des deux dernières questions que m =
∫
Ω
(|∇u|2 + au2) dx et donc que

u est un minimiseur de I.

9. Montrez que ũ := |u| ∈ H1
0 (Ω) est aussi un minimiseur de I.

10. En utilisant le théorème des extréma liés, montrez que u est solution faible de −∆u+ au = muq in Ω
u ≥ 0 in Ω
u = 0 on ∂Ω.
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7. Déduisez-en que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) et u > 0 dans Ω.

8. Déduisez-en une solution de (E) lorsque q > 1.

2. Coercivité et première valeur propre

Soit Ω un ouvert borné régulier de Rn, et soit a ∈ C∞(Rn). On note λ1(−∆+a,Ω)
la première valeur propre de −∆+ a sur Ω (avec condition de Dirichlet au bord).
Montrez que

−∆+ a coercif ⇔ λ1(−∆+ a,Ω) > 0.

3. Non-linéarité dépendant de la variable d’espace

Soit Ω un ouvert borné régulier connexe de Rn, et soit a ∈ C∞(Rn). On se donne
une fonction f ∈ C∞(Rn) telle que f ≥ 0 et f ̸≡ 0. Soit q ∈ [1, n+2

n−2 [ si n ≥ 3, et

q ≥ 1 si n = 1, 2. On cherche à prouver l’existence de u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) tel que −∆u+ au = fuq in Ω
u > 0 in Ω
u = 0 on ∂Ω.

(E)

1. On suppose qu’une telle solution u existe. On se donne une fonction propre
φ > 0 associée λ1(−∆+a,Ω) (la première valeur propre de −∆+a). Montrez alors
que λ1(−∆+a,Ω)

∫
Ω
uφdx =

∫
Ω
fuqφdx. Déduisez-en qu’une condition nécessaire

pour l’existence d’une solution de (E) est −∆+ a coercif.

Dans toute la suite, on suppose que −∆+ a coercif.

2. Soit Nf := {u ∈ H1
0 (Ω)/

∫
Ω
f |u|q+1 dx = 1}. Montrez que Nf ̸= ∅.

3. Soit

m := inf{
∫
Ω

(|∇u|2 + au2) dx/ u ∈ Nf}.

Montrez que m est bien défini et que m > 0.

4. Soit (ui)i une suite minimisante pour m. En utilisant la méthode du premier
exercice, montrez qu’il existe u ∈ Nf telle que, à extraction d’une sous-suite près,
ui → u dans H1

0 (Ω) lorsque i → +∞.

5. Montrez qu’on peut supposer que u ≥ 0.

6. En utilisant le théorème des extréma liés, montrez que u est solution faible de −∆u+ au = mfuq in Ω
u ≥ 0 in Ω
u = 0 on ∂Ω.

7. Déduisez-en que u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) et u > 0.

8. Déduisez-en une solution de (E).
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4. Un cas non-coercif

Soit Ω un ouvert borné régulier connexe de Rn, et soit a ∈ C∞(Rn). On se donne
une fonction f ∈ C∞(Rn) telle que f > 0. Soit q ∈]1, n+2

n−2 [ si n ≥ 3, et q > 1 si
n = 1, 2. En reprenant la méthode de la section précédente, montrez qu’il existe
u ∈ C2(Ω) tel qu’il existe ϵ ∈ {−1, 0,+1} tel que −∆u+ au = ϵfuq in Ω

u > 0 in Ω
u = 0 on ∂Ω.

On n’a pas supposé ici de coercivité.

5. Une application du lemme du col

Soit Ω un ouvert borné régulier connexe de R2, et soit a ∈ C∞(R2) tel que
−∆ + a est coercif. Soit q > 1. En utilisant le lemme du col, montrez qu’il existe
u ∈ C2(Ω) tel que  −∆u+ au = uq + u2

1+u2 in Ω

u > 0 in Ω
u = 0 on ∂Ω.

6. Minimisation en critique

Soit Ω un ouvert borné régulier connexe de Rn, n ≥ 3, et soient a, f ∈ C0,α(Ω),
0 < α < 1. On suppose que

• −∆+ a est coercif ;
• f(x) > 0 pour tout x ∈ Ω

On cherche à prouver l’existence de u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) tel que −∆u+ au = fu2⋆−1 in Ω
u > 0 in Ω
u = 0 on ∂Ω.

(E)

Pour cela, on va minimiser la fonctionnelle

If (u) :=

∫
Ω
(|∇u|2 + au2) dx(∫
Ω
f |u|2⋆ dx

) 2
2⋆

pour tout u ∈ H1
0 (Ω)− {0}.

On rappelle qu’il existe une constante

K(n) :=
4

n(n− 2)ω
1/n
n

telle que(∫
Rn

|u|2
⋆

dx

) 2
2⋆

≤ K(n)

∫
Rn

|∇u|2 dx pour tout u ∈ H1
0 (Ω)− {0}.

1. En suivant la méthode donnée en cours, donnez une condition suffisante pour
avoir une solution faible de (E) par minimisation.

2. On admet qu’une solution faible est en fait forte. Déduisez-en un théorème
d’existence de solutions de (E).
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7. Identité de Pohozaev

3. On rappelle l’identité de Pohozaev : pour tout ouvert U , x0 ∈ Rn et pour tout
v ∈ C2(Rn), on a∫

U

(
(x− x0)

i∂iv +
n− 2

2
v

)
(−∆v) dx

=

∫
∂U

[
(x− x0, ν)

(
|∇v|2

2

)]
dσ −

∫
∂U

[(
(x− x0)

i∂iv +
n− 2

2
v

)
∂νv

]
dσ.

En intégrant par parties, montrez que si en plus v ≥ 0, alors∫
U

(x− x0)
i∂ivfv

2⋆−1 dx =

∫
∂Ω

f(x− x0, ν)
v2

⋆

2⋆
dσ −

∫
Ω

(x,∇f(x))
v2

⋆

2⋆
dx.

Déduisez-en une condition suffisante de non-existence de solutions de (E).

8. Fonctions-test

On se donne x0 ∈ Ω et η ∈ C∞
c (Ω) telle que η ≡ 1 au voisinage de x0. En

dimension n > 4, en utilisant les fonctions-tests

Uϵ(x) = η(x)

(
ϵ

ϵ2 + |x− x0|2

)n−2
2

,

donnez une condition suffisante sur a, f pour avoir existence d’une solution de (E).


