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TD2 : Résolution dA’EDPs par minimisation et lemme du col

1. MINIMISATION EN SOUS-CRITIQUE

Soit Q un ouvert borné régulier connexe de R", et soit a € C%*(Q), 0 < a < 1.
Soit ¢ € [1,22[sin >3, et ¢ > 1 si n = 1,2. On cherche & prouver l'existence de

' n—2

u € C?(Q)NC°Q) tel que

—Au4+au=u? in
u>0 in Q (E)
u=20 on 0.

Dans toute la suite, on suppose que —A + a coercif. On pose

m = inf{I(v)/v € N} avec I(v) := /Q(|Vu|2 + au?) dx et

N :={ue H}(Q)/ / lu|T dx = 1}.
3. Soit ?
m = inf{/ (|Vul® + au®)dx/u € N}.
En utilisant les inégalités de Sob(g)zlev7 montrez que m est bien défini et que m > 0.

4. Soit (u;); une suite minimisante pour m. Montrez que (u;) est bornée dans
H ().

5. Montrez qu'il existe une sous-suite (u;(;)); et u € Hj(Q) telle que
uj;) — v faiblement dans H(€2) lorsque ¢ — +o00
uj;) — v fortement dans L7t (€2) lorsque i — +00
On pose 0; := u;(;) — u pour tout k € N.
6. En utilisant la convergence forte et la convergence faible dans les ”"bons” espaces,
montrez que

I(ujy = /Q(\Vu\Q + au?) dx + /Q |V0;|* dx + o(1) = m + o(1)

lorsque k — +oc.
7. Montrez que [, |u|?™! dz = 1. Déduisez-en que m < [,,(|Vul? + au?) dz.

8. Déduisez des deux dernieres questions que m = [,(|Vu|? + au?) dz et donc que
w est un minimiseur de 1.

9. Montrez que @ := |u| € H}(Q) est aussi un minimiseur de 1.
10. En utilisant le théoreme des extréma liés, montrez que u est solution faible de

—Au+au=mu? 1in§
u>0 in Q
u=20 on 0f).
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7. Déduisez-en que u € C?(Q) N C(Q) et u > 0 dans Q.

8. Déduisez-en une solution de (E) lorsque ¢ > 1.

2. COERCIVITE ET PREMIERE VALEUR PROPRE

Soit € un ouvert borné régulier de R, et soit a € C*°(R™). On note Ay (—A+a, )
la premiere valeur propre de —A + a sur  (avec condition de Dirichlet au bord).
Montrez que

—A +a coercif & A (—A+a,Q)>0.

3. NON-LINEARITE DEPENDANT DE LA VARIABLE D’ESPACE

Soit 2 un ouvert borné régulier connexe de R™, et soit a € C°°(R™). On se donne
une fonction f € C®(R") telle que f > 0 et f # 0. Soit ¢ € [1,2E2[si n > 3, et

T n—2

g > 1sin=1,2. On cherche & prouver I'existence de u € C%(Q) N C°(Q) tel que

—Au+au= fu? in
u>0 in Q (E)
u=0 on 0f.

1. On suppose qu’une telle solution u existe. On se donne une fonction propre
© > 0 associée A1 (—A+a, Q) (la premiere valeur propre de —A +a). Montrez alors
que A (—A+a,Q) [, updr = [, fulpdr. Déduisez-en qu'une condition nécessaire
pour lexistence d’une solution de (E) est —A + a coercif.

Dans toute la suite, on suppose que —A + a coercif.
2. Soit Ny :={u € H5(Q)/ [, flu|?t dz = 1}. Montrez que Ny # 0.
3. Soit

m = inf{/ﬂ(|Vu|2 + au?)dr/u € Ny}
Montrez que m est bien défini et que m > 0.

4. Soit (u;); une suite minimisante pour m. En utilisant la méthode du premier
exercice, montrez qu’il existe u € Ny telle que, & extraction d’une sous-suite pres,
u; — u dans HJ () lorsque i — +o00.

5. Montrez qu’on peut supposer que u > 0.

6. En utilisant le théoreme des extréma liés, montrez que u est solution faible de
—Au+au=mfu? inQ
u>0 in
u=20 on 0f.

7. Déduisez-en que u € C?(2) N C%(Q) et u > 0.

8. Déduisez-en une solution de (E).



4. UN CAS NON-COERCIF

Soit 2 un ouvert borné régulier connexe de R™, et soit a € C*°(R™). On se donne
une fonction f € C*°(R™) telle que £ > 0. Soit ¢ €]1,2£2[sin > 3, et ¢ > 1 si
n = 1,2. En reprenant la méthode de la section précédente, montrez qu’il existe
u € C%(Q) tel qu'il existe € € {—1,0,+1} tel que

—Au+au=¢cfu? in
u>0 in
u=20 on 0f).

On n’a pas supposé ici de coercivité.

5. UNE APPLICATION DU LEMME DU COL

Soit © un ouvert borné régulier connexe de R?, et soit a € C(R?) tel que
—A + a est coercif. Soit ¢ > 1. En utilisant le lemme du col, montrez qu'’il existe
u € C?(Q) tel que

fAquau:uqul_’ﬁ% in Q
u >0 in Q

u=20 on 0f2.

6. MINIMISATION EN CRITIQUE

Soit  un ouvert borné régulier connexe de R™, n > 3, et soient a, f € C%(Q),
0 < a < 1. On suppose que
e —A + a est coercif; -
e f(z) > 0 pour tout x € 2 B
On cherche & prouver l'existence de u € C2?(Q) N C°(Q) tel que
—Autau=fu* "' inQ
u>0 in Q (E)
u=20 on 0N).
Pour cela, on va minimiser la fonctionnelle
Vu|? 4+ au?) dx
I¢(u) := fQ(' | )l
(Jo flul? da)™

On rappelle qu'il existe une constante

pour tout u € Hy () — {0}.
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telle que

2
3

(/ lul? dI) < K(n)/ |Vu|? dx pour tout u € Hy(Q) — {0}.

1. En suivant la méthode donnée en cours, donnez une condition suffisante pour
avoir une solution faible de (F) par minimisation.

2. On admet qu'une solution faible est en fait forte. Déduisez-en un théoreme
d’existence de solutions de (E).



7. IDENTITE DE POHOZAEV

3. On rappelle I'identité de Pohozaev : pour tout ouvert U, xo € R™ et pour tout
v e C?R"), on a

/ ((w — @)+ 5 2v) (—Av) dx
U

:/[(x—xo,u)oV;QHda—/ [((m—xo)i&-v—i—n;2v) ayv] do.
oU ouU

En intégrant par parties, montrez que si en plus v > 0, alors

2 2
/(x—xo)iawfvT*l dr = f(:c—zo,y)v—* dcr—/(a:,Vf(x))v—* dz.
J o0 2 Q 2

Déduisez-en une condition suffisante de non-existence de solutions de (E).

8. FONCTIONS-TEST

On se donne g € Q et n € C°(Q) telle que n = 1 au voisinage de zo. En
dimension n > 4, en utilisant les fonctions-tests

n—2

i) =) ()

€2+ |z — xo]?

donnez une condition suffisante sur a, f pour avoir existence d’une solution de (E).



