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TD3: RESOLUTION D’EDP CRITIQUES

1. MINIMISATION EN SOUS-CRITIQUE

Soit  un ouvert borné régulier connexe de R™, n > 3, et soient a, f € C%(Q),
0 < a < 1. On suppose que
e —A + a est coercif;
e f(x) > 0 pour tout z € Q
On cherche & prouver Pexistence de u € C%(Q) N C°(Q) tel que

—Au+au=fu"' nQ
u>0 in Q (E)
u=20 on 0f).

Pour cela, on va minimiser la fonctionnelle

. Jo(IVul? 4+ au?) dx

= 2z
(Joo flul?* dz)™

On rappelle qu'il existe une constante

Ir(u) pour tout u € H} () — {0}.
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T

telle que

2
*

(/ > d:c) < K(n)/ |Vu|? dz pour tout u € Hy(Q) — {0}.
n Rﬂ.

1. En suivant la méthode donnée en cours, donnez une condition suffisante pour
avoir une solution faible de (E) par minimisation.

2. On admet qu’une solution faible est en fait forte. Déduisez-en un théoréme
d’existence de solutions de (E).

2. IDENTITE DE POHOZAEV

3. On rappelle I'identité de Pohozaev : pour tout ouvert U, xyg € R™ et pour tout
v € C?(R"), on a

/ ((x ~ )0+ 211) (—Av) dz
U
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En intégrant par parties, montrez que si en plus v > 0, alors
. . v2* IU2*
/(x—a:o)lawfv dx = f(x—a:o,ll)2—* dcr—/(a:,Vf(x))? dz.
E19) Q
U
Déduisez-en une condition suffisante de non-existence de solutions de (E).

3. FONCTIONS-TEST

On se donne g € Q et n € C(Q) telle que n = 1 au voisinage de zy. En
dimension n > 4, en utilisant les fonctions-tests

n—2

Ui =) ()

€2+ |z — xo)?

donnez une condition suffisante sur a, f pour avoir existence d’une solution de (E).



