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1 Fonctions complexes
On considere la fonction
filC\{-i} — C
Z=2
z b= »
zZ+1

Déterminer f~1 (R) et f~! (iR) et représenter ces ensembles dans le plan complexe.

Exercice 2 (Limites dans le plan complexe)

Les limites de fonctions suivantes existent-elles 7

:1\3
1. f:z=x+iy'—>wquandz—>0
3 + iy
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2. g:z=zx+1iy— — quand z — 0
x4y

3. h:z=zx+1iy— arctan(g) quand z — ia, a € R
T

Exercice 3

La fonction
22
— siz *
fiz— €C

|z
0

siz=0

est-elle continue sur C?

2 Séries entiéres

Exercice 4 (Séries entieres de la variable réelle)

Développer les fonctions suivantes de la variable réelle en séries entiéres :
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o:r—)le , x> In(x +a),a € R




Exercice 5

Donner les rayons de convergence des séries entiéres suivantes :

2" _ Z" 2"
PIEED DD DL R DD DE-t Db-~
n n n

n>0  n>0 n>0 n>0 n>1 n>1

Que dire du comportement des trois dernieres séries sur le bord de leur disque de convergence ?

Exercice 6

Soit v > 0 et Y, < an 2" une série entiére de rayon de convergence p > 0 , et telle que pour tout n € N, a,, € Rf. Donner
le rayon de convergence de la série entiere
D> ane”
anz™ .

n>0
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Exercice 7
Donner les rayons de convergence des séries entiéres suivantes :
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Exercice 8

Montrer que 1’on a
—+oo

% =3 (-1)"(z = 1) sur D(1,1) = {z € C*; |z~ 1| < 1}
n=0
et
1 =
== 1+E(n—|—1)(z+1)" sur D(=1,1) :={z€C"; |z+1| <1}
n=1
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Exercice 9

Soit Y, anz™ une série entiere de rayon de convergence r > 0. Déterminer le rayon de convergence de
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n>0

Exercice 10 (Principe du prolongement analytique, version faible)

Soit
+o00
f(z) = an(z—z)"
n=0
la somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0. On suppose qu’il existe 0 < r < R tel que f = 0 sur
D(zg,7):={2 € C; |z — 20| < r}. Montrer que
f=0

sur son disque de convergence D(zp, R).




