0.1. La partie positive. L’objectif est de montrer le théoréme suivant :

THEOREME 1. Soit u € WIP(Q) avec 1 < p < +oo. On définit uy(x) =
max{0,u(z)} et u_(z) = max{0, —u(z)} pp = € Q. Alors u,u_ € WHP(Q) et

Oiuy (2) = Liy@)>010iu(@) et Ou—_(x) = —Lu)<oydiu(z) pour pp x € Q
Ici, sachant que u(z) et d;u(x) sont définis pp z € 2,

DEMONSTRATION. Pour € > 0, on définit

0 sit<0
He(t) { V2 +e2—€e sit>0.
On a immédiatement H, € C1(R) et H.(t) = \/tt;ﬁ pour tout ¢t € R, de sorte

que |H.(t)| <1 pour tout ¢ € R. Il suit alors de la proposition XXX que Hcou €
WLP(Q). On se donne ¢ € C1(2). On a alors

(1) /(He ou)d;pdr = —/ 0;(He ou)pdx = —/ H!(u(z))0iu - pdx
Q Q Q
Pour presque tout = € 2, on a

0 siu(z)<0
1 siu(z) >0.

e—0

lim(H, ou)(z) = uy () et lim H!(u(x)) = {

Sachant que |H¢(u)| < |u| et |H/(u)| < 1, il suit alors du théoréme de convergence
dominée que le passage a la limite dans (1) donne

/ uyOipdr = —/ 1iu(z)>0y0iu - o d.
Q Q

Et ainsi, uy € WHP(Q) et Qjuy = 1u(z)>0y0su pour tout i. Montrons qu’on peut
prendre l'inégalité stricte dans l'indicatrice. Supposons que 2 est borné : ainsi
(u—a) € WHP(Q) pour tout a > 0 et

(2) /Q(U — Ck)JraigD dr = — /Q 1{u(r)2a}azu . QOdCE
pour tout ¢ € C}(Q). Remarquons que
Jim (u—a)i (@) =up(@) et i Iu@za) = Huw>o)-

En passant a la limite dans (2), on obtient alors

/ uyOipdr = —/ 1iu(z)>0y0iu - o d.
Q Q

Et donc Qjuy = 1gy()>010iu

0.2. Corollaire sur le gradient.
Proposition 2. Soit u € WHP(Q) avec 1 < p < +00. Soit c € R. Alors Vu(x) =0
ppx € {y € Q/uly) = c}.

Preuve : quitte & translater, on peut supposer ¢ = 0. Il suit de ’analyse pré-

cédente que Jjuy = 1y(2)>010iU = l{y(2)>0}0:u, et donc 1y, my—oy Vu(z) = 0 pp
x € Q. Du coup, si z € {y € Q/u(y) =0}, on a Vu(z) =0 pp x.



