
0.1. La partie positive. L’objectif est de montrer le théorème suivant :

Théorème 1. Soit u ∈ W 1,p(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞. On définit u+(x) =
max{0, u(x)} et u−(x) = max{0,−u(x)} pp x ∈ Ω. Alors u+, u− ∈ W 1,p(Ω) et

∂iu+(x) = 1{u(x)>0}∂iu(x) et ∂iu−(x) = −1{u(x)<0}∂iu(x) pour pp x ∈ Ω

Ici, sachant que u(x) et ∂iu(x) sont définis pp x ∈ Ω,

Démonstration. Pour ϵ > 0, on définit

Hϵ(t) :=

{
0 si t ≤ 0√

t2 + ϵ2 − ϵ si t ≥ 0.

On a immédiatement Hϵ ∈ C1(R) et H ′
ϵ(t) = t+√

t2+ϵ2
pour tout t ∈ R, de sorte

que |H ′
ϵ(t)| ≤ 1 pour tout t ∈ R. Il suit alors de la proposition XXX que Hϵ ◦ u ∈

W 1,p(Ω). On se donne φ ∈ C1
c (Ω). On a alors

(1)
∫
Ω

(Hϵ ◦ u)∂iφdx = −
∫
Ω

∂i(Hϵ ◦ u)φdx = −
∫
Ω

H ′
ϵ(u(x))∂iu · φdx

Pour presque tout x ∈ Ω, on a

lim
ϵ→0

(Hϵ ◦ u)(x) = u+(x) et lim
ϵ→0

H ′
ϵ(u(x)) =

{
0 si u(x) < 0
1 si u(x) ≥ 0.

Sachant que |Hϵ(u)| ≤ |u| et |H ′
ϵ(u)| ≤ 1, il suit alors du théorème de convergence

dominée que le passage à la limite dans (1) donne∫
Ω

u+∂iφdx = −
∫
Ω

1{u(x)≥0}∂iu · φdx.

Et ainsi, u+ ∈ W 1,p(Ω) et ∂iu+ = 1{u(x)≥0}∂iu pour tout i. Montrons qu’on peut
prendre l’inégalité stricte dans l’indicatrice. Supposons que Ω est borné : ainsi
(u− α) ∈ W 1,p(Ω) pour tout α > 0 et

(2)
∫
Ω

(u− α)+∂iφdx = −
∫
Ω

1{u(x)≥α}∂iu · φdx

pour tout φ ∈ C1
c (Ω). Remarquons que

lim
α→0+

(u− α)+(x) = u+(x) et lim
α→0+

1{u(x)≥α} = 1{u(x)>0}.

En passant à la limite dans (2), on obtient alors∫
Ω

u+∂iφdx = −
∫
Ω

1{u(x)>0}∂iu · φdx.

Et donc ∂iu+ = 1{u(x)>0}∂iu
□

0.2. Corollaire sur le gradient.

Proposition 2. Soit u ∈ W 1,p(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞. Soit c ∈ R. Alors ∇u(x) = 0
pp x ∈ {y ∈ Ω/ u(y) = c}.

Preuve : quitte à translater, on peut supposer c = 0. Il suit de l’analyse pré-
cédente que ∂iu+ = 1{u(x)≥0}∂iu = 1{u(x)>0}∂iu, et donc 1{u(x)=0}∇u(x) = 0 pp
x ∈ Ω. Du coup, si x ∈ {y ∈ Ω/ u(y) = 0}, on a ∇u(x) = 0 pp x.
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