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1 Analyse tensorielle (14 points)

La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est systématiquement adoptée (une indication
sera faite dans le cas contraire). On se place dans I’espace de dimension 3, les indices répétés sont sommés de 1
a 3 dans les formules développées (exemple, Uexpression développée de a;b; est a;b; = a1by + asbs + agbs). Tout
résultat introduit sans justification ne sera pas pris en compte.

1.1 Produits contractés
Calculer
J:JI, 1:I, 1:7J (1)
JoJ, 11, I:] (2)
Indication : pour les relations (1), exprimer la composante ijkl du tenseur d’ordre 4 obtenu par produit dou-
blement contracté (exemple [J : .,]]]ijkl = Jijop Jpoki, €tc.).
1.2 Etude des tenseurs du second ordre

Soit a un tenseur du second ordre, non supposé symétrique, démontrer 'identité

ara=i:(a-a) (3)
1.2.1 Projecteurs I, J, K
Calculer
I[:a, J:a (4)
en déduire K : a et commenter les résultats. Détailler le cas particulier d'un tenseur a symétrique (a = ‘a,
aji = aij)

1.2.2 Application

On suppose dans ce qui suit a tenseur du second ordre symétrique (a = ‘a, a;; = a;;). On note a** (partie
sphérique du tenseur du second ordre a) et ad®v (partie déviatorique du tenseur du second ordre a)

a'=J:a, al®=K:a (5)

Exprimer a*P" et a®V dans les cas particuliers suivants

a=ale ®er+e2®e) (6)
a=a(e;®e — e ®es) (7)
a=oa(e1®e +e2®er +e3@e3) (8)
a=a(e1®e +er®er —2e3® e3) (9)
a=ale ®er+ e ®e) (10)



1.3 Dérivation
1.3.1 Invariants I, I, I3

On suppose dans ce qui suit a tenseur du second ordre non nécessairement symétrique. Exprimer sous forme
indicielle les invariants de a

1
I1=i:a, I,=-a:a, Igzgi:(a-a-a) (11)
Exprimer sous forme développée I et I (expression développée de I3 non demandée).

1.3.2 Dérivation des invariants I, 5, I3

Calculer
o, 0I, 0I3
-, =, == 12
fa’ QPa’ Oa (12)
Rappel : exprimer la composante ij du tenseur d’ordre 2, exemple :

o6 ol ol ol

1 - = e . 13

|: Oa :| ij 8(1@‘ ’ Oda aaij &® & ( )

Donner les relations dans le cas général, et en déduire les relations particulieres dans le cas particulier d’'un
tenseur symétrique (a = ‘a, aj; = ;)
1.3.3 Exercice de dérivation

Soient a, b tenseurs du second ordre, démontrer la relation :
0 . t
%(tra trla-b]) =tr[a-b]i+ tra’b (14)

1.3.4 Application au modele plastique de Drucker Prager

Suggestion : traiter cet exercice en dernier, suivant le temps disponible. Il ne sera pas pris en compte pour
la validation de I’'UE, mais seulement pour départager les meilleures copies.
Soient o un tenseur du second ordre symétrique, et les fonctions f(o) et g(o)

f(O') = O¢q + BO (Um - CO) ) g(") = Oeq + apom (15)
avec
i
Om=—-0:1= % (16)
1 1 /3

Jg = §S .S = 58” Sjis s Ocq =V 3J2 = isij Sji (17)
o=0opi+s , opi=J:oc , s=K:0=0—0,i (18)

Calculer

0o o, Oo 0o.q OO

of  Of Oon Of 0oeq @7 dg Oom, 0g 00¢q
+ ' 9o o, Oo + 00eq 0o (19)

En déduire

—g'C'@, avec C=3kJ+2pK (20)

HO_(%" " do



2 Equations différentielles et aux dérivées partielles (6 points)

2.1 Equations différentielles d’Euler

Déterminer les solutions des équations différentielles d’Euler (poser dans chaque cas f(r) = r%)

d? df
ﬁ+2d——2ff0 (21)
L L (22)
dr? dr 7
4df+233f 326{2—f+3 df —3f=0 (23)
dr? dr3 dr?

2.2 Equation différentielle linéaire homogene a coefficients constants

Résoudre I'équation différentielle linéaire homogene d’ordre 3 & coefficients constants (poser f(x) = exp(ax))

FO@) =4 fP(2) +9 fD(z) — 10 f(z) =0 (24)

3 Formulaires et rappels

3.1 Formulaire et rappels pour I’analyse tensorielle

d;; représente le symbole de Kronecker (6;; = d;5), (0;; = 1 si i = j, ;; = 0 sinon)
Tenseur identité d’ordre 2

i= 6U e; ®ey, 1 = 51’]’ (25)

Produits contractés
a-b=apbye e, (26)
a:b=ua;bj, A:uB=A;k Biji, A:B= A Bpokie; ®e;@e,@¢ (27)
A:rb=Ajjubie; ®e; (28)
tra=a:i=i:a (29)

I, J, K=1-J tenseurs d’ordre quatre, de composantes

1 1
Lijr = 3 (0ik 051 + 0 Ojk) s Jijw = §5ij Ont, Kt = Lijr — Jiju (30)
Dérivation

of _ of of of
et — 1
da aam &®L {Ba i daij (31)

Oayy

g5 P
aaij 6zk6]l (3 )
0ik0jk = Okiljk = 0ikOkj = OkiOkj = 0yj (33)



3.2 Equation différentielle linéaire d’ordre N a coefficients constants
Soit I’équation différentielle linéaire a coefficients constants, d’ordre n
y ™ (@) + ary" V(@) + asy" P (@) + o+ an1y (@) + any(@) = 0 (34)
On en recherche des solutions particulieres sous la forme
y(x) = exp (ax) (35)
d’ou ’équation auxiliaire d’ordre n
a"+a o ' taa" %+ ... tap_1a+a,=0 (36)

Une discussion générale porte ensuite sur les n racines de I’équation 36, de leur ordre de multiplicité
[1 ] & chaque racine réelle a; simple correspond la solution particuliere exp (a;x)
[2 ] & chaque paire de racines complexes conjuguées a1 = A+ i et ag = A — i3 correspond deux solutions
particulieres exp (Az) cos (Sz) et exp (Az) sin (Bz)
[3 ] & chaque racine réelle a; d’ordre r, correspond r solutions particulieres indépendantes

exp (z) , wexp(ax) ..,2" texp (a;r) (37)

[4 ] & chaque paire de racines complexes conjuguées a; = A + if8 et ag = A — i3 d’ordre p correspond 2
solution particulieres

exp (Az)cos (Bxr) , xexp(Ax)cos(Bx) ,...,x" ' exp (A\x)cos (Br) (38)
exp (\z)sin (Bz) , wexp(A\x)sin(Bz) ,...,2" Lexp (A\z)sin (Bz) (39)

3.3 Equation différentielle d’Euler
Une équation différentielle d’Euler est du type

2"y ™ (@) + a1 2"y (@) + o ap ey (@) + any(z) =0 (40)
On cherche la solution sous la forme y(x) = 2® d’ou I'équation déterminante

ala=1)a=2).(a=n+1)+aa(la—1)(a—2)..(a—=n+2)+..
4+, 1+a,=0 (41)

La solution est (dans le cas de n racines réelles distinctes ;)
y(x) = C1z® 4+ Cox® 4 C32™® + ... + Cpa®" (42)

Si a; est une racine réelle d’ordre m, de I’équation caractéristique, les m solutions indépendantes relatives a «;
s’écrivent

y1=Crz%, yo=Crx% Inz, ..,ym=Cpz®(In x)mfl (43)
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1 Diffusion 1D linéaire transitoire : résolution par séparation de variable et
construction d’une série (8 points)

Résoudre le probleme aux dérivées partielles suivant, équation parabolique 1D avec conditions initiales et
aux limites, a ’aide de la méthode de séparation des variables et de la méthode de superposition des solutions.

o*p  Op

gp_ 9P _ P 1

52 Bt 0, O<z< (1)

plz,t=0")=kr, O<ax<?2 (2)
pe=0t>00=0 , pl=2t>0)=0 (3)

Démontrer I'orthogonalité des fonctions sin [(1+n) Zz] sur Iintervalle [0,2] et construire la solution sous la

2
forme d’une série. Rappel de 'orthogonalité

2
/w:O sin {(1 +n) gx} sin [(1 +n’) gm} de =0, si n#n (4)
/2 sin [(1 +n) zx} sin [(1 +n’) Ex] dr=a, si n=n' (5)
=0 2 2 ’
On utilisera cosacosb = 3 (cos(a — b) + cos(a + b)) ou sinasinb = 1 (cos(a — b) — cos(a + b)).

2 Analyse tensorielle (12 points)

La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est systématiquement adoptée (une indication
sera faite dans le cas contraire). On se place dans l'espace de dimension 3, les indices répétés sont sommés de 1
a 3 dans les formules développées (exemple, 'expression développée de a;b; est a;b; = a1b1 + asbs + agbs). Tout
résultat introduit sans justification ne sera pas pris en compte.

2.1 Produits contractés et produits tensoriels

Soient a, 3, v des tenseurs d’ordre deux, et C un tenseur d’ordre quatre. Préciser 'ordre et exprimer la
composante du tenseur

C:y®a:C): 3 (6)

2.2 Etude des tenseurs du second ordre

Soit a un tenseur du second ordre, non supposé symétrique, démontrer 'identité

ara=i:(a-a) (7)



2.2.1 Projecteurs I, J, K

Calculer
I:a, J:a (8)
en déduire K : a et commenter les résultats. Détailler le cas particulier d'un tenseur a symétrique (a = ‘a,
aji = ag;)

2.3 Dérivation
2.3.1 Invariants Iy, I, I3

On suppose dans ce qui suit a tenseur du second ordre non nécessairement symétrique. Exprimer sous forme
indicielle les invariants de a

1
L =i:a, Ig:ia:a, Igzgi:(a-a-a) (9)

Exprimer sous forme développée I et I (expression développée de I3 non demandée).

2.3.2 Dérivation des invariants I, I, I3

Calculer
o, 0, 0lI;
Pa’ 9’ Oa 10)
Rappel : exprimer la composante ij du tenseur d’ordre 2, exemple :
8[1 8[1 aIl a-[1
) = ; ; 11
|: Oa :| ij 6&1‘]‘ ’ Oa 8aij§ © & ( )

Donner les relations dans le cas général, et en déduire les relations particulieres dans le cas particulier d’un
tenseur symétrique (a = 'a, aj; = a;;)

2.3.3 Exercice de dérivation

Soient a, b tenseurs du second ordre, démontrer la relation :

0 . ¢
%(tra trla-b]) =tr[a-bli+ tra‘b (12)

2.3.4 Application au modeéle plastique de Drucker Prager

Soient o un tenseur du second ordre symétrique, et les fonctions f(o) et g(o)

f(O') = Ueq + 50 (Um - CO) B g(O’) = Jeq + agOm (13)
avec
_ o (14
1 1 /
J2 = §S .S = 551‘3‘ Sﬁ, ; Oeq = V 3J2 = %Sij Sji (15)
o=0opi+s , opi=J:oc , s=K:0=0—0,i (16)
Calculer
ﬁ_ af 80m+ Of 0oeq @_ dg 3am+ 0g 00eq (17)
do 9o, 0o  do., 0o ' do o, 0o Do, Oo
En déduire
of dg
Hy=—:C: == = 2K 1
0= 55 C 50 avec C=3kJ+2p (18)



3 Formulaires et rappels

3.1 Formulaire et rappels pour I’analyse tensorielle

d;; représente le symbole de Kronecker (6;; = 6;5), (6;; = 1 si i = j, 6;; = 0 sinon)
Tenseur identité d’ordre 2

i=dije,®e;, tij=20i (19)
Produits contractés
a-b=apbre Qe (20)
a:b=ua;jbji, A:uB=A;5 B, A:B=ApBrre; e ®e, D¢ (21)
A:tb= Ay bike; ®e; (22)
tra=a:i=i:a (23)

I, J, K=1-1J tenseurs d’ordre quatre, de composantes

1 1
Lijr = 3 (0i 051 + 0 6jk) s Jijw = 551']' Ont,  Kijr = Lijii — Jiju (24)
Dérivation
of  of of of
4 ) ) i — 2
Oa aai]‘ & ®Qj ’ {aa ij aaij ( 5)
6akl
g5 2
aaij 6zk6]l ( 6)
0ik0jk = Okiljk = 0ikOkj = Opilkj = 0ij (27)

3.2 Equation différentielle linéaire d’ordre N a coefficients constants

Soit I’équation différentielle linéaire a coefficients constants, d’ordre n
y ™ (@) + ary" (@) + agy" P (@) + o+ a1y (@) + any(z) = (28)
On en recherche des solutions particulieres sous la forme
y(x) = exp (ax) (29)
d’ou ’équation auxiliaire d’ordre n
a"+aa" ' taa" %+ . tan_1a+ta,=0 (30)

Une discussion générale porte ensuite sur les n racines de I’équation 30, de leur ordre de multiplicité
[1 ] & chaque racine réelle a; simple correspond la solution particuliere exp («;x)
[2 ] & chaque paire de racines complexes conjuguées a; = A + i3 et ag = A — i correspond deux solutions
particulieres exp (Ax) cos (Bx) et exp (Ax) sin (Bx)
[3 | a chaque racine réelle o; d’ordre r, correspond r solutions particulieres indépendantes

exp (ayz) , wexp(azx) ..,z 'exp () (31)

[4 ] & chaque paire de racines complexes conjuguées a; = A + if8 et g = A — i3 d’ordre p correspond 2
solution particulieres
exp (Ax)cos (Bxr) , xexp(Az)cos(Bz) ..., z" Lexp (A\x)cos (Br) (32)
exp (Az)sin (Bx) , xexp(\x)sin(Bz) ,..,2" 'exp (A\x)sin (Bx) (33)



3.3 Equation différentielle d’Euler
Une équation différentielle d’Euler est du type

2"y ™ (@) + a1 2"y (@) + o ag ey (@) + any(z) =0 (34)
On cherche la solution sous la forme y(x) = 2® d’ou I'équation déterminante

ala=1)(a=2).(a—n+1)+aa(la=-1)(a—2)..(a—=n+2)+..
+aan—1+a, =0 (35)

La solution est (dans le cas de n racines réelles distinctes ;)
y(z) = Craz 4 Coa®? + C5z™® + ... 4 Cpz®” (36)

Si «; est une racine réelle d’ordre m, de I’équation caractéristique, les m solutions indépendantes relatives a «;
s’écrivent

y1 =Crz%, yo=Crx% Inz, ..,ym=Cpz®(ln x)mfl (37)
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1 Equations différentielles (10 points)

1.1 Probleme
Résoudre ’équation différentielle d’Euler
2* g (@) =82 g (z) + 8g(x) = 0 (1)

Rappel : on recherche la solution sous la forme g(z) = x©.

1.2 Probléme

Résoudre 1'équation différentielle linéaire homogene d’ordre 4 & coefficients constants (on recherchera la
solution sous la forme f(z) = exp(ax))

FD () =8 fP () + 15 () + 8 fM)(2) — 16 f(x) = 0 (2)

1.3 Probléme

Résoudre 1'équation différentielle linéaire homogene d’ordre 3 & coefficients constants (on recherchera la
solution sous la forme f(z) = exp(ax))

F (@) =4 fP (@) +9fY () =10 f(z) =0 (3)

1.4 Probléeme

Soit I’équation différentielle d’Euler d’ordre 2

2?y? () + arzy™ (2) + azy(z) = 0 (4)
avec r; = 19 racine double de I’équation déterminante (obtenue avec y(x) = ")
rir—1)+air+ag=r*+ (a1 —1)r+ay=0 (5)
On a dans ce cas
r2 4+ (ay —1)ry + a9 =0, (a1—1)2:4a2, Ty =19 = 1—2a1 (6)

Soit y1 (z) = C1a™ solution de I'équation (4). Rechercher la deuxieéme solution sous la forme

ya(z) = u(z)a" (7)
2 Equation de diffusion 1D : résolution par transformation de Laplace (10
points)

2.1 Probléme 1

Soit le probleme aux dérivées partielles

ou_ o
ot Ox? (8)
u(z,t=0)=0, 0<z<o0 , ulx=0,t>0)=uy , ulz=00,t>0)=0



2.2 Résolution dans I’espace transformé de Laplace

Commenter le probleme physique posé. Appliquer la transformation de Laplace a I’ensemble des équations
du probleme. Exprimer 1'équation différentielle & résoudre pour la fonction @ et donner sa solution (on posera

q=/s).

ou

0 afas) —ulast = 0) (9

Llu(z,t)] =z, s) = / u(z,t) exp(—st)dt, rappel de formule utile : L]
0

2.3 Inversion de la transformée de Laplace

Exprimer la fonction u(z,t) , on utilisera la table d’inversion La table d’inversion

Fs) = SPEI) iy = 271 [F(s)] = enfe [M} (10)

S

Rappel :

erfc (z) =1 —erf(z) , erf(z)= % /Of exp(—&2) d¢ (11)

2.4 Probléme 2

Mémes questions avec

ou_ ot
ot 0Oa? (12)
u(z,t=0)=0, 0<z<oo , ulx=0,t>0)=uygexp(—wt) , ulrz=00,t>0)=0

2.5 Résolution dans I’espace transformé de Laplace (probléme 2)

Commenter le probléeme physique posé. Appliquer la transformation de Laplace a 'ensemble des équations
du probleme. Exprimer 1’équation différentielle & résoudre pour la fonction @ et donner sa solution (on posera

q=/s).
2.6 Inversion de la transformée de Laplace (probléme 2)
Exprimer la fonction u(x,t). On utilisera la table d’inversion
= [QXP( \fw)] _
S —

1

— esptat) (exp(-vavjrte (7

2 @) + exp(vax)erfc (”3

2\/E+\@>)

2Vt

avec les correspondances
a— —a , Vo = iva (14)
On introduit la fonction erreur complémentaire de la variable complexe :
erfc(z) =1— —/ exp(— (15)
dont on rappelle les propriétés (la barre de surlignement désigne le complexe conjugué dans la relation 17)

erfc (z) + erfc (—z) =2 (16)

erfc () = erfc (2) ) z=a+1b , Z=a—1ib (17)



3 Rappels

3.1 Equation différentielle linéaire d’ordre N a coefficients constants

Soit I’équation différentielle linéaire a coefficients constants, d’ordre n
y ™M (@) + ary" V(@) + asy" P (@) + o+ an1y (@) + any(@) = 0 (18)
On en recherche des solutions particulieres sous la forme
y(x) = exp (ax) (19)
d’ou ’équation auxiliaire d’ordre n
a"+aa" ' taa" %+ . tan_1a+a,=0 (20)

Une discussion générale porte ensuite sur les n racines de I’équation 20, de leur ordre de multiplicité
[1 ] & chaque racine réelle a; simple correspond la solution particuliere exp (a;x)
[2 ] & chaque paire de racines complexes conjuguées a; = A + i3 et ag = A — i correspond deux solutions
particulieres exp (Az) cos (Sz) et exp (Azx) sin (Bz)
[3 ] a chaque racine réelle o; d’ordre r, correspond r solutions particulieres indépendantes

exp (ayz) , wexp(azx) ..,z 'exp () (21)

[4 ] a chaque paire de racines complexes conjuguées a; = A + if8 et as = A — i3 d’ordre p correspond 2 i
solution particulieres

exp (Az)cos (Bxr) , xexp(Ax)cos(Bz) ,...,x" ' exp (A\x)cos (Br) (22)

exp (A\z)sin (Bz) , wexp(A\x)sin(Bz) ,...,2" exp (A\z)sin (Bz) (23)
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1 Diffusion 1D linéaire transitoire : résolution par séparation de variable et
construction d’une série (8 points)

Résoudre le probleme aux dérivées partielles suivant, équation parabolique 1D avec conditions initiales et
aux limites, a ’aide de la méthode de séparation des variables et de la méthode de superposition des solutions.

p 9p
plr,t=0")=kz, 0<x<2 (2)
pr=0,t>0)=0 , plx=2,t>0)=0 (3)

Démontrer 'orthogonalité des fonctions sin [(1 +n) ﬂx] sur lintervalle [0,2] et construire la solution sous la

2
forme d’une série. Rappel de I'orthogonalité

/:1:2—0 sin(14+n) Zo|sin |1 +n)) Za|de =0, si n#w (4)

/;_0 sin {(1 +n) gx} sin [(1 +n') gx} dr=a, si n=n' ®

On utilisera cosacosb = § (cos(a — b) + cos(a + b)) ou sinasinb = 1 (cos(a — b) — cos(a + b)).

2 Equations différentielles (5 points)
2.1 Probleme

Résoudre I'équation différentielle d’Euler
2? g®(z) — 622 g (2) + 122 ¢ (x) — 12g(2) =0 (6)

Rappel : on recherche la solution sous la forme g(x) = 2® (on recherchera aussi les racines évidentes).

2.2 Probléme

Résoudre 1'équation différentielle linéaire homogene d’ordre 4 & coefficients constants (on recherchera la
solution sous la forme f(z) = exp(ax), on recherchera aussi les racines évidentes)

fO@) + [ x) =7 D) = [P (@) + 6 f(2) =0 (7)



3 Analyse tensorielle (7 points)

3.1 Produits doublement contractés

La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est systématiquement adoptée (ici sommation
sur toutes les valeurs possibles des indices répétés, de 1 & 3), J;; représente le symbole de Kronecker, (d;; = 1 si
i =j, 0;; = 0 sinon). Soient les tenseurs d’ordre quatre I, J et K =1 — J de composantes

1 1
Liji = 5 (0 01 + S djk) Jijkt = 55@' O s Kijrr = Liji — Jijm (8)

Soit @ un tenseur d’ordre 2 quelconque de composantes a;j, calculer

I:

IS}

, J:g , K:g (9)

et interpréter le résultat. Donner les résultats dans le cas particulier d’un tenseur a symétrique (a;; = ag;).
Rappel, le produit doublement contracté d'un tenseur d’ordre 4 A par un tenseur d’ordre 2 g est un tenseur
d’ordre 2 dont la composante ij s’écrit

[A . g-|ij = Aijklalk (10)
3.2 Changement de base pour les composantes d’un tenseur d’ordre deux
Soit le tenseur d’ordre 2
a=ay(e ®e + ey ®ey) +azze; Deg (11)

et soit le changement de base caractérisé par la matrice (J7; de composantes non nulles

QY =1, Q3 =Q3;3=cos(a), Q33=—-0Q3 =—sin(a) (12)
telle que
Q»(LX: %QJ 7(31’5:1’273) ) Qk:Qlakgzx 7(kal:17273) (13)

(03

Développer les relations de changement de base pour les tenseurs d’ordre deux, et exprimer les composantes a;;

du tenseur g dans la base ef*. On rappelle les relations de changement de base dans le cas général

a = ape, ® e = ajef @ ef (14)
ai; = QuQiam ,  aij = QR Qrak (15)
Utiliser les relations
1 2 1-— 2
cos?(a) = “%(a) . sin2(a) = w ., 2sin(a)cos(a) = sin(2) (16)

pour exprimer le résultat en fonction de ’angle double 2 et commenter les utilisations pratiques de ces relations.
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1 Tenseurs : produits contractés (6 points)

1.1 Rappels

La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est systématiquement adoptée (ici sommation
sur toutes les valeurs possibles des indices répétés, de 1 a 3)
d;; représente le symbole de Kronecker, (6;; = 1si¢ = j, §;; = 0 sinon), on a d;; = J;; (et on rappelle 6,;0x; = 6;;)
. Le tenseur identité d’ordre deux ¢ s’écrit

%.:(Sijﬁi@)ﬁj (1)
Produits contractés
a:b=aijbji, A:B= A By (2)

Soient les tenseurs d’ordre quatre I, J et K =1 — J de composantes
Liju = %(52‘1@ 31 + dadjr), Jijkl = %5@' o s Kir = Lijii — Jijm (3)
1.2 Produits contractés
Calculer les produits doublement doublement contractés
izg, Ial, J:J, K=K (4)
Calculer les composantes A;jxi, Bijri, Cijl
Aijit = Lijoplpokt,  Bijki = JijopIpokt,  Cijki = LijopIpoki (5)
ou Ajjki, Bijri, Cijri sont respectivement les composantes 5kl des tenseurs d’ordre 4

A=1:1, B=J:J, C=1:] (6)

2 Changement de base (9 points)
21 Casl

Soit le tenseur d’ordre 2 symétrique (toutes les composantes sont donc nulles sauf a17 = —ag = 7)

=7(e1®e; — ey @ey) (7)

IS}

et soit le changement de base caractérisé par la matrice ()7, de composantes non nulles

Q33 =1, 71 = Q3 =cos(a), Qfy =—Q% = —sin(a) (8)



telle que
Q,?: ae 7(j7i:1a273) ) Qk:Q?kgfx 7(kal:]-7273) (9)

ij &
Développer les relations de changement de base pour les tenseurs d’ordre deux, et exprimer les composantes a}
du tenseur g dans la base ef*. On rappelle les relations de changement de base dans le cas général

a = ape, ® e = age @ef (10)
ag; = QiQfian ,  aij = Qp;Qrjay (11)
Utiliser les relations
1 2 1-— 2
cos?(a) = H%(a) , sin?(a) = w , 2sin(a) cos(a) = sin(2a) (12)
pour exprimer le résultat en fonction de ’angle double 2« et commenter les utilisations pratiques de ces relations.
Donner également les relations dans le cas particulier o = 7. On rappelle
T2 in-T)—msin T = Y2 cos(- D) —eos T = V2 (13)
sin— =cos— = —, sin(——)=—-sin— =—-——, cos(——)=cos— = —
4 4 2"’ 4 4 2’ 4 4 2
sing =1, cos% =0, sin(—g) = -1, cos(—%) =0 (14)
2.2 Cas 2
Meémes questions avec
a=aj1e ®e; +axne, ey (15)

3 Equation de diffusion 1D : résolution par transformation de Laplace (5
points)

3.1 Probléme 1

Soit le probléeme aux dérivées partielles

ou_
ot Ox? (16)
u(z,t=0)=0, 0<z<oc0 , ulx=0,t>0)=uy , ulz=00,t>0)=0

3.2 Résolution dans I’espace transformé de Laplace

Commenter le probléeme physique posé. Appliquer la transformation de Laplace a I’ensemble des équations
du probleme. Exprimer 1’équation différentielle a résoudre pour la fonction @ et donner sa solution (on posera

q=s)

Llu(x,t)] =z, s) = / u(z,t) exp(—st)dt, rappel de formule utile : E[au
0

5] = su(z,s) —u(x,t =0) (17)

3.3 Inversion de la transformée de Laplace

Exprimer la fonction u(z,t) , on utilisera la table d’inversion

76 = S i) — £ (7o) = e | S (15)
Rappel :
2 * 9
erfec(z) =1 —erf(x) , erf(z)= ﬁ/o exp(—¢&%) d¢ (19)
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1 Equations différentielles (12 points)

1.1 Probléeme

Résoudre I'équation différentielle
2 f(2) + 622 O (2) + 32 f P (2) = 3f D (x) = 0 (1)

Soit g(z) = f'(z) = fV)(z), résoudre dans un premier temps I’équation différentielle d’Euler déduite (rappel :
on recherche la solution sous la forme g(x) = x®). Une fois la fonction g(x) obtenue, en déduire par intégration
la fonction f(x) recherchée.

Equation déterminante

afla—1)(a—2)+6a(a—1)+3a—-3=(a—1)(a(a—2)+6a+3)=(a—1)(a®+4a+3) =0 (2)

(e —1)(a+1)(+3) =0, racinessimples a=-3,—1,1 (3)
A
o) = @) = S+ 2 (4)

Solution recherchée de la forme

f(x):%—i—blnx—}—cxz—i—d (5)

1.2 Probléeme

Résoudre 1'équation différentielle linéaire homogene d’ordre 4 & coefficients constants (on recherchera la
solution sous la forme f(z) = exp(azx))

FO @) +4fO (@) +2fP(2) - 4D (@) =3 f(2) =0 (6)
Racines : —1 racine double, 1 et —3 racines simples, solution

f(z) = Crexp(—z) + Coxexp(—x) + Cs exp(—3x) + Cyexp(x) (7)



1.3 Probléme

Résoudre 1'équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 & coefficients constants (on recherchera la
solution sous la forme f(z) = exp(ax))

f@ (@) = 6§ (x) +10f(x) =0 (8)
Racines : racines complexes conjuguées 3 + 2i, 3 — 27, solution
f(z) = Crexp(3x + 2ix) + Cyexp(3x — 2iz) = exp(3z) (C1 exp(2iz) + Cy exp(—2iz)) (9)
ou encore

f(z) = exp(3z) (Cy cos(2x) + Cysin(2x)) (10)

1.4 Probleme
Soit I’équation différentielle d’Euler d’ordre 2

2y @ (z) + aray™ () + agy(z) = 0 (11)
avec 11 = ro racine double de I'équation déterminante (obtenue avec y(z) = z")
rir—1)4+ar+ag=r*+ (a1 —1)r+ay=0 (12)

On a dans ce cas

1—0[1

r2 4+ (ay —1)ry + a9 =0, (a1—1)2=4a2, r=r2=— (13)

Soit y1 (z) = C1a™ solution de I’équation (11). Rechercher la deuxieme solution sous la forme
ya(r) = u(x)z™ (14)

Trouver ’équation différentielle
u@ (2)z 4/ (x) =0 (15)
u(z) =In(z) +a (16)
Solution

y(x) = (Cy + Coln (z)) 2™ (17)

11 fallait justifier la seconde solution In () z™ sur la base de 1'équation différentielle (se rapporter a vos notes
de cours/TD : nous l'avions fait & titre d’exercice ).

2 Diffusion 1D linéaire transitoire : résolution par séparation de
variable et construction d’une série (8 points)
Résoudre le probleme aux dérivées partielles suivant, équation parabolique 1D avec conditions initiales et aux

limites, & laide de la méthode de séparation des variables p(x,t) = f(x) g(¢) et de la méthode de superposition
des solutions.

o*p  Op

— — — =0 0 2 0<t 18

522~ B , <z <2, < (18)
plr,t=0")=kz, 0<x<2 (19)



p(r=0,t>0)=0 , plr=2,t>0)=0 (20)

Démontrer I'orthogonalité des fonctions sin [(1+n) Zz] sur Iintervalle [0,2] et construire la solution sous la

2
forme d’une série. Rappel de 'orthogonalité

2 m 7r
/I:O sin [(1 +n) 595} sin [(1 +n’) 596} de =0, si n#n (21)

2
/1-—0 sin [(1 +n) gx} sin [(1 +n') gx} dr=a, si n=n' (22)
On utilisera cosacosb = 3 (cos(a — b) + cos(a + b)) ou sinasinb = 1 (cos(a — b) — cos(a + b)).

3 Rappels

3.1 Equation différentielle linéaire d’ordre N a coefficients constants

Soit I'équation différentielle linéaire a coefficients constants, d’ordre n
Y™ (x) + a1y "V (@) + ay (@) + o+ a1y (2) + any(x) =0 (23)
On en recherche des solutions particulieres sous la forme
y(x) = exp (ax) (24)
d’ou I’équation auxiliaire d’ordre n
A"+ a0Vt ad™ %+ . 4 ap_1a+a, =0 (25)

Une discussion générale porte ensuite sur les n racines de ’équation 25, de leur ordre de multiplicité
[1 ] & chaque racine réelle ; simple correspond la solution particuliere exp (o;z)
[2 ] & chaque paire de racines complexes conjuguées a; = A + i3 et ag = A — i3 correspond deux solutions
particulieres exp (Az) cos (Bx) et exp (Ax) sin (Sz)
[3 ] & chaque racine réelle a; d’ordre r, correspond r solutions particulieres indépendantes

exp (yx) , wexp(ax) ,...,x" 'exp (ax) (26)

[4 ] & chaque paire de racines complexes conjuguées o = A+ i et ag = X\ — i3 d’ordre p correspond 2
solution particulieres

exp (Ax)cos (Bx) , wexp(\x)cos(Bzr) ,..,z" texp (A\x)cos (Bz) (27)

exp (A\z)sin (Bx) , xexp(\x)sin(Bz) ,..,x" 'exp (A\x)sin (Bx) (28)
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1 Equations différentielles (12 points)

1.1 Probléeme 1

Résoudre 1'équation différentielle linéaire homogene d’ordre 4 & coefficients constants (on recherchera la
solution sous la forme f(z) = exp(azx))

O () —13f3)(z) +36f(x) =0 (1)

1.2 Probleme 2
Soit I’équation différentielle linéaire homogene d’ordre 4 a coefficients constants
IO (@) + (02 + (a+2)") FD (o) + (a*(a+2)7) f(p) =0 (2)

En rechercher la solution sous la forme f(p) = exp(Byp).

1.3 Probleme 3
Soit ’équation différentielle non homogene

ka®
A2

2 O (@) + 22 f (x) — 2/ () = (3)

On en recherche la solution sous la forme

f(x) = fo(z) + F(z) (4)

ou fp est la solution de I’équation différentielle homogene et F'(z) la solution particuliere de 1’équation non
homogeéne. Rechercher fo(x) sous la forme fy(z) = 2* et F(x) sous la forme d’un polynéme de méme degré que
le second membre. Commenter le probleme posé et sa solution.

1.4 Probleme 4
Soit I’équation différentielle d’Euler d’ordre 2

22y () + arzy™ (z) + agy(z) =0 (5)
avec r; = 19 racine double de I’équation déterminante (obtenue avec y(x) = z")
rir—=1)+air+as=r*+(a1 —1)r+ay=0 (6)
On a dans ce cas
rf+(a1—1)r1+a2:0, (a1—1)2:4a2, T =Ty = 1—2a1 (7)
Soit y1 () = C1a™ solution de I'équation (5). Rechercher la deuxiéme solution sous la forme
ya(r) = u(x)z™ (8)



2 Equation de diffusion 1D : résolution par transformation de La-
place (8 points)

Soit le probléeme aux dérivées partielles

ou  H*u ou

o o ow o)
u(z,t=0)=0 , 0<z<1 , wulx=0,t>0)=1—exp(—pt) , ulz=1t>0)=0

2.1 Résolution dans ’espace transformé de Laplace

Commenter le probleme physique posé. Appliquer la transformation de Laplace a I’ensemble des équations
du probleme. Exprimer 1'équation différentielle & résoudre pour la fonction @ et donner sa solution (on posera

q=/s).

Llu(z,t)] =u(x,s) = /000 u(z,t) exp(—st)dt, rappel de formule utile : L]—=] = su(zx,s) — u(z,t =0) (10)

2.2 Inversion de la transformée de Laplace (facultatif)

Exprimer la fonction u(z,t) sous forme d’une série. Utiliser les développements en série entiere

k=00 iCk 1 k=00
exp (z) = - Yz ; 1 = zk, lz] <1 (11)
k=0 B i
ainsi que la table d’inversion
- exp(—qr) . [ r }
— - Y=L = erfc | — 12
Fs) = T2 pe) =7 [Fo)] = ente | 7T (12)

s —

£t {eXp [_x\/ﬂ - \/@} + exp [zv/a] erfe {x + \/&D (13)

_1 exp [ot] (e [—x o erfc [m
= —ex X
2 P 24/t

2Vt
Indication :
L [exp (—bt) v(t)] = v(s + b) (14)

Soit la fonction

T = ——15 (15)
que 'on ré-exprime sous la forme :
— A2 xp [—
Fls) =7(s +2), o) = H (16)
1
D’on la fonction inverse
1t N e | A A2 1| exp =5
L7 [f(s)] =Lt |:U(S—|— 4)] = exp {—415} o) , wt)=L"! S—(’\j—ﬂ)] (17)
Rappel :
erfc(z) =1 —erf(x) , erf(z)= %/0 exp(—&?) d¢ (18)
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1 Diffusion 1D linéaire transitoire : résolution par séparation de
variable et construction d’une série (8 points)

Résoudre le probleme aux dérivées partielles suivant, équation parabolique 1D avec conditions initiales et
aux limites, a ’aide de la méthode de séparation des variables et de la méthode de superposition des solutions.

*p  Op
plr,t=0")=kz, 0<x<2 (2)
p(r=0,t>0)=0 , plr=2,t>0)=0 (3)

Démontrer I'orthogonalité des fonctions sin [(1+n) Zz] sur I'intervalle [0,2] et construire la solution sous la

forme d’une série. Rappel de I'orthogonalité

2 _ i
/:E:O sin {(1 +n) 51’] sin [(1 +n) gx] dr =0, si n#n "
/;_0 sin [(1 +n) gx} sin [(1 +n’) gm} dr=a, si n=n' @

On utilisera cosacosb = § (cos(a — b) + cos(a + b)) ou sinasinb = 1 (cos(a — b) — cos(a + b)).

2 Diffusion 1D linéaire transitoire : transformation de Laplace (8
points)
Soit le probleme aux dérivées partielles caractérisé par ’équation de champ (0 <z <1et 0<1t)

ou  O%u

% = o )
Condition initiale
u(z,t=0)=0, 0<z<1 (7)
Conditions aux limites
ulrz=0,t>0)=1, ulx=1,t>0)=0 (8)



2.1 Poser le probleme a résoudre dans I’espace transformé de Laplace

Appliquer la transformation de Laplace
Llu(z,t)] =u(z,s) = /000 u(x,t) exp(—st)dt (9)
a I'ensemble des équations du probleme. On utilisera notamment
L[—] = su(x,s) — u(z,t = 0) (10)

2.2 Résolution dans ’espace transformé de Laplace

Exprimer la solution @(z, s) dans l'espace transformé de Laplace. On pourra poser ¢ = /s pour simplifier
les notations.

2.3 Inversion de la transformée de Laplace

Utiliser le développement en série entiere
1
_ 2 3 n __ n
1_x—1—|—a:+x +zi+ .+ —ng_oa: .zl <1 (11)

ainsi que la table d’inversion

o FXI’ (S_q‘”)] = erfe (2?/) (12)
Rappel :
erfc (z) =1 —erf(z) , erf(z)= % /096 exp(—&2) d¢ (13)

pour exprimer la solution u(z,t) sous la forme d’une série.

3 Equations différentielles (4 points)
3.1 Probleme 1
Exprimer la solution de 1’équation différentielle d’Euler (on recherchera la solution sous la forme g(r) = r%)

3 2
7"3M +2r2@ —97"@

dr3 dr? dr +99=0 (14)

3.2 Probleme 2

Exprimer la solution y(z) solution de I’équation différentielle d’Euler d’ordre 3

22y (z) + 207y (z) — 2/ (2) + y(z) = 0 (15)
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1 Equation de diffusion 1D : résolution par transformation de La-
place (8 points)

Soit le probleme de diffusion (0 < r < 1) unidimensionnel & symétrie radiale en géométrie sphérique

d*u 2 0u 43u

—— o 4= = <r<
8T2+r8r ot 0 ’ O<r<l (1)
u(r,t =0) =0 , 0<r<1 (2)
ou
E(T:O,t>0):0 R u(?":l,t>0):1 (3)

1.1 Poser le probleme a résoudre dans I’espace transformé de Laplace

Appliquer la transformation de Laplace
Clu(r, )] = a(r, s) = / w(ry 1) exp(—st)dt 4)
0
a 'ensemble des équations du probleme.

1.2 Résolution dans I’espace transformé de Laplace

Considérer dans ’espace transformé de Laplace la fonction v telle que

ﬂ:

RS

(5)

Exprimer I"équation différentielle & résoudre pour la fonction T et en déduire sa solution (on posera

q=1/s).

1.3 Inversion de la transformée de Laplace

Utiliser les développements en série entiere

o gk v 23 ot x™
exp (x) = -7 = 1+x+?—|—€+ﬂ+...+—‘+.... valable pour toute valeur de x  (6)
! n!
k=0
1 =1+ax+a*+2°+..+2"+ ... valable pour |z] <1 (7)
-



ainsi que la table d’inversion

F(s) = exp(s_q” . () =LV [f(s)] = erfe [QH (8)

pour exprimer la solution wu(r,t) sous la forme d’une série.
Formulaire : on rappelle

E[%] = su(r,s) —u(r,t =0) (9)

2 Analyse tensorielle (5 points)

2.1 Produits doublement contractés

La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est systématiquement
adoptée (ici sommation sur toutes les valeurs possibles des indices répétés, de 1 a 3), d;; représente
le symbole de Kronecker, (§;; = 1 si i = j, d;; = 0 sinon). Soient les tenseurs d’ordre quatre I, J et
K =1—J de composantes

1 1
Lijr = 5 (Oir 01 + 0 0jk) Jijkl = 55@7 o Kijr = Liju — Jijul (10)
Soit a un tenseur d’ordre 2 quelconque de composantes a;;, calculer
I:ia , J:a , K:a (11)

et interpréter le résultat. Donner les résultats dans le cas particulier d'un tenseur a symétrique (aj; =
al-j).

Rappel, le produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre 4 A par un tenseur d’ordre 2 g est un
tenseur d’ordre 2 dont la composante 75 s’écrit

[A:a] = Aijua, (12)

=1
2.2 Changement de base pour les composantes d’un tenseur d’ordre deux
Soit le tenseur d’ordre 2

a=a11(e; ®ey + ey ®ey) + aszes ® eg (13)

et soit le changement de base caractérisé par la matrice Q% de composantes non nulles

QY =1, Q% =Q33=cos(a), Q93 =—-Q5 = —sin(a) (14)
telle que
Qr?: %Qj a(jai:17273) 5 Qk:QﬁgQEX >(k>l: 1,2,3) (15)

Développer les relations de changement de base pour les tenseurs d’ordre deux, et exprimer les com-
posantes a% du tenseur g dans la base ef*. On rappelle les relations de changement de base dans le cas
général

a = age, @ ¢ = age; @ ef (16)
aj; = QQfam aiy; = QQliay (17)
Utiliser les relations
1 2 1-— 2
cos?(a) = W , sin?(a) = C;S(a) , 2sin(a) cos(a) = sin(2a)  (18)

pour exprimer le résultat en fonction de 'angle double 2« et commenter les utilisations pratiques de
ces relations.



3 Problémes d’équilibre élastique 1D en géométrie cylindrique ( dé-
formations planes) (7 points)

On s’intéresse a des problemes 1D a symétrie radiale, en géométrie cylindrique et déformations
planes tels que le vecteur déplacement &, les déformations ¢ et contraintes associées sont de la forme

_ d&,

=elr)= e ®e+ %Qe ® €g (19)

5 = §T(T‘)QT >

[

Contraintes (comportement élastique linéaire isotrope, avec une précontrainte hydrostatique gy = 00,
iij = i)

g—g,=Ar(e)i+2ue, i=¢ Qe +eRey+e e, (20)

3.1 Exprimer les contraintes

Exprimer les contraintes o, ggg, 0

3.2 Equation de Navier et solution en déplacement

En conditions 1D, symétrie radiale en géométrie cylindrique et déformations planes, les équations
d’équilibre mécanique se réduisent a 1’équation

) doq 1
div (o) = ( i Gl 099)) e, =0 (21)

Exprimer 'équation différentielle sur le déplacement radial &, (équation de Navier). En rechercher la
solution sous la forme &, = r®.

3.3 Déformations et contraintes

Exprimer les déformations et contraintes associées.

3.4 Résolution dans le cas d’une cavité cylindrique en milieu infini

Soit la contrainte initiale hydrostatique et uniforme g, = —Pol Résoudre le probleme d’équilibre
élastique dans le cas d’une cavité cylindrique de rayon r = r; dans un massif infini (r, — 00), soumise
a une pression intérieure p; en r = r; et une pression extérieure py en r = r.. Calculer les parties
sphériques et déviatoriques de ¢ et g — g, et commenter.

Il

YEL ek

1
gsph _ gTT(g) _ T% _ 7% ’ gdev sph (22)

=
Il

[
|

o)
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1 Equation de diffusion 1D : résolution par la construction d’une
série (7 points)
Résoudre le probleme aux dérivées partielles suivant, équation parabolique 1D avec conditions

initiales et aux limites, a 'aide de la méthode de séparation des variables et de la méthode de super-
position des solutions.

O’p  Op
ple,t=0")=kr , 0<z<2 (2)
p(r=0,t>0)=0 , plx=2,t>0)=0 (3)

Indication : on construira une série dont on calculera les coefficients en utilisant la propriété d’ortho-
gonalité des fonctions

sin [(1 +n) gx} (4)

sur I'intervalle [0, 2]

2 Equation différentielle d’Euler (3 points)
Exprimer la solution de ’équation différentielle d’Euler

d3 d? d
329 + or22 9 _ 97“—9

dr3 dr? dr +99=0 (5)

Indication : on recherchera la solution sous la forme g(r) = r¢

3 Produits contractés

La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est systématiquement
adoptée (ici sommation sur toutes les valeurs possibles des indices répétés, de 1 a 3), d;; représente
le symbole de Kronecker, (6;; = 1 si i = j, d;; = 0 sinon). Soient les tenseurs d’ordre quatre I, J et

K =1-1J de composantes
1 1
= (Ot + dadje) Jijl = 3

B 0ij Okt 5 Kigi = Lijrr — Jijr (6)

Lijr =



Soit a un tenseur d’ordre 2 quelconque de composantes a;;, calculer

I:

e

, J:g , K:g (7)

et interpréter le résultat. Donner les résultats dans le cas particulier d'un tenseur a symétrique (a;; =
a;j). Appliquer les résultats précédents au tenseur

a=ar (e;®e; +eDey) +aye; ey (8)
et calculer
eq = ,gdev gdev gdev =K:a (9)
Rappel :
[A : a] = A, (10)

=11

4 Relation de comportement élastique linéaire isotrope
Soit le tenseur d’élasticité linéaire isotrope
C=3kJ+2uK (11)
et le tenseur du second ordre symétrique € que I'on décompose sous la forme

Ev . Ev

gite . L=l

(12)

[
e
les.
[

, e=K:

1)

exprimer le tenseur

IS
I
@

lien

(13)

et le décomposer en parties sphérique et déviatorique (on notera o,, = oxr/3 la contrainte moyenne
et s la partie déviatorique de ). On définit oeq et Yeq

S48 Teg=\[57 0

respectivement la contrainte déviatorique équivalente et la distorsion équivalente. Etablir la relation
entre o, et €, d'une part, ¢4 et ., d’autre part.
Exprimer g, oy, et 0¢4 dans le cas particulier ¢ = €11€; ® e et commenter. On rappelle les relations

Ooq = =2 (14)

1=
[

N W
N

E E

k= — - -
Y G )

5(1—20) (15)

Soit €17 un parametre croissant, représenter schématiquement le trajet de contrainte dans le plan
Om — O¢q pour différentes valeurs de coefficient de Poisson v = 0,1/4,1/3,1/2.
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1 Equation de diffusion 1D : résolution par la construction d’une
série (7 points)
Résoudre le probléeme aux dérivées partielles suivant, équation parabolique 1D avec conditions

initiales et aux limites, a I’aide de la méthode de séparation des variables et de la méthode de super-
position des solutions.

&p  p
pla,t=0")=kr , 0<z<2 (2)
p(x=0,t>0)=0 , plx=2,t>0)=0 (3)

Indication : on construira une série dont on calculera les coefficients en utilisant la propriété d’ortho-
gonalité des fonctions

sin [(1 +n) gg;} (4)

sur l'intervalle [0, 2]

2 Equation différentielle d’Euler (3 points)

Exprimer la solution de I’équation différentielle d’Euler

d3 d? d
P38 + 0r22 9 _ g2

dr3 dr? dr +99=0 (5)

Indication : on recherchera la solution sous la forme g(r) = r¢

3 Analyse tensorielle (10 points)

3.1 Produits doublement contractés

La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est systématiquement
adoptée (ici sommation sur toutes les valeurs possibles des indices répétés, de 1 a 3), d;; représente



le symbole de Kronecker, (6;; = 1 si i = j, d;j = 0 sinon). Soient les tenseurs d’ordre quatre I, J et
K =1-—J de composantes

1 1
Lijk = B (Oir 01 + 0 0jk) Jijkl = g&'j O Kij = Lijn — Jijn (6)
Soit a un tenseur d’ordre 2 quelconque de composantes a;;, calculer

I:

IIS

, Jia , K:iga (7)

et interpréter le résultat. Donner les résultats dans le cas particulier d'un tenseur a symétrique (a;; =
aij).

Rappel, le produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre 4 A par un tenseur d’ordre 2 g est un
tenseur d’ordre 2 dont la composante 75 s’écrit

[A : g] ij = Aijklalk (8>

3.2 Relation de comportement élastique linéaire isotrope

Soit le tenseur d’élasticité linéaire isotrope
C=3kJ+2pK (9)
et le tenseur du second ordre symétrique € que I'on décompose sous la forme

Ey . Ev
- =7J: 10
3° "3 J (10)

loo
o
les.
[

, e=K:

1100

exprimer le tenseur

(11)

IS
I
a

lien

et le décomposer en parties sphérique et déviatorique (on notera o, = oxr/3 la contrainte moyenne
et s la partie déviatorique de g). On définit oy et Yeq

| wo

el =2e (12)

N
2
12

s S

O-eq = 2: = ’

Yeq =

respectivement la contrainte déviatorique équivalente et la distorsion équivalente. Etablir la relation
entre o, et €, d'une part, o4 et ., d’autre part.
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1 Equation de diffusion 1D : résolution par la construction d’une
série (7 points)
Résoudre le probléeme aux dérivées partielles suivant, équation parabolique 1D avec conditions

initiales et aux limites, a I’aide de la méthode de séparation des variables et de la méthode de super-
position des solutions.

&p  p
pla,t=0")=kr , 0<z<2 (2)
p(x=0,t>0)=0 , plx=2,t>0)=0 (3)

Indication : on construira une série dont on calculera les coefficients en utilisant la propriété d’ortho-
gonalité des fonctions

sin [(1 +n) gg;} (4)

sur l'intervalle [0, 2]

2 Equation différentielle d’Euler (3 points)

Exprimer la solution de I’équation différentielle d’Euler

d3 d? d
P38 + 0r22 9 _ g2

dr3 dr? dr +99=0 (5)

Indication : on recherchera la solution sous la forme g(r) = r¢

3 Analyse tensorielle (10 points)

3.1 Produits doublement contractés

La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés est systématiquement
adoptée (ici sommation sur toutes les valeurs possibles des indices répétés, de 1 a 3), d;; représente



le symbole de Kronecker, (6;; = 1 si i = j, d;j = 0 sinon). Soient les tenseurs d’ordre quatre I, J et
K =1-—J de composantes

1 1
Lijk = B (Oir 01 + 0 0jk) Jijkl = g&'j O Kij = Lijn — Jijn (6)
Soit a un tenseur d’ordre 2 quelconque de composantes a;;, calculer

I:

IIS

, Jia , K:iga (7)

et interpréter le résultat. Donner les résultats dans le cas particulier d'un tenseur a symétrique (a;; =
aij).

Rappel, le produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre 4 A par un tenseur d’ordre 2 g est un
tenseur d’ordre 2 dont la composante 75 s’écrit

[A : g] ij = Aijklalk (8>

3.2 Relation de comportement élastique linéaire isotrope

Soit le tenseur d’élasticité linéaire isotrope
C=3kJ+2pK (9)
et le tenseur du second ordre symétrique € que I'on décompose sous la forme

Ey . Ev
- =7J: 10
3° "3 J (10)

loo
o
les.
[

, e=K:

1100

exprimer le tenseur

(11)

IS
I
a

lien

et le décomposer en parties sphérique et déviatorique (on notera o, = oxr/3 la contrainte moyenne
et s la partie déviatorique de g). On définit oy et Yeq

| wo

el =2e (12)

N
2
12

s S

O-eq = 2: = ’

Yeq =

respectivement la contrainte déviatorique équivalente et la distorsion équivalente. Etablir la relation
entre o, et €, d'une part, o4 et ., d’autre part.
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1 Diffusion 1D linéaire transitoire : décomposition en série (8 points)

Soit le probleme adimensionnel d’une couche initialement & une température u uniforme, refroidie
sur un bord et isolée thermiquement sur 'autre

ou 9% (1)
ot Ox2
condition initiale
u(z,t=0)=1 , 0<z<1 (2)
conditions aux limites
0
8—“(x:0,t>0):0 . ulz=1t>0)=0 (3)
z

1.1 Solution de I’équation aux dérivées partielles et des conditions aux limites
Appliquer la méthode de séparation des variables de Fourier u(z,t) = f(x)g(t) et exprimer la

solution solution vérifiant les équations (1) et (3).

1.2 Orthogonalité des fonctions cosinus et condition initiale

Démontrer la propriété d’orthogonalité des fonctions

cos ((1 +2n) gw) (4)

sur l'intervalle [0, 1] (déterminer la constante c, rappel cosacosb = 3 (cos(a — b) + cos(a + b)))

/: cos ((1 + 2n) gw) cos ((1 +2n’) gzx) dx =0 , si n#n (5)

=0

1
/x:O cos ((1+2n)gaz> cos ((1+2n’)%x> dr = « : si n=n (6)

En déduire la solution du probléme posé.



2 Diffusion 1D linéaire transitoire : transformation de Laplace (8
points)

Soit le probleme aux dérivées partielles caractérisé par 1’équation de champ (0 <z <1 et 0 <t)

2
- ™
Condition initiale
u(z,t=0)=0, 0<z<1 (8)
Conditions aux limites
ulz=0,t>0)=1, ulx=1t>0)=0 9)

2.1 Poser le probleme a résoudre dans I’espace transformé de Laplace

Appliquer la transformation de Laplace
oo
Llu(z,t)] =u(x,s) = / u(z,t) exp(—st)dt (10)
0
a I'ensemble des équations du probleme. On utilisera notamment
L[—] = su(x,s) —u(xz,t =0) (11)

2.2 Résolution dans ’espace transformé de Laplace

Exprimer la solution u(x, s) dans I'espace transformé de Laplace. On pourra poser ¢ = /s pour
simplifier les notations.

2.3 Inversion de la transformée de Laplace

Utiliser le développement en série entiere

1 oo
:1+x+x2+x3+...+w"22x” .zl <1 (12)
1—=x =
ainsi que la table d’inversion
E—l |:eXp (_qu):| — el“fC <x) (13)
s 2/t
Rappel :
fo(@) =1-ert(@) . erf(e) = = [ exp(-¢?)dg (14)
erfc(z) =1—erf(x) , erf(x)=— exp(—
VT Jo

pour exprimer la solution u(z,t) sous la forme d’une série.

3 Analyse tensorielle (4 points)

Soit ¢ tenseur du second ordre symétrique (gj; = €45, i,j € 1,2,3)



3.1 Expressions développées des invariants D; et D,

Exprimer sous forme développée les invariants

1
Di=ite, Do=5((i:9)"~i:(e9)) (15)
3.2 Invariants ¢, et ¢
Exprimer les composantes ij des tenseurs du second ordre gSph et gde"
(16)

§Sph:J:§, §deV:]K:g

Lt € /3
Em = ?’ Eeq = 5gdev . gdev (17)

Appliquer ces résultats (exprimer e,,, £¢4) au tenseur
(18)

=er (e, Qe +ey@ey) +enes e

Exprimer les invariants

Il

1100

4 Rappels
d;; représente le symbole de Kronecker, (0;; = 1 si i = j, §;; = 0 sinon) Produits contractés
a:b=a;jbji, A:B= A By (19)
I, J, K tenseurs d’ordre quatre
(20)

1 1
Liji = = (00t + 0adjn),  Jijk = 551']' o, K=1-17
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