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CORRIGE DE L’EXAMEN: METHODES VARIATIONNELLES POUR LES
EDP ELLIPTIQUES

— Documents écrits a la main et feuilles de TD sont autorisés.

— En dehors des feuilles de TD, les documents imprimés sont interdits.

— Ordinateurs, téléphones ou autres appareil électroniques interdits.

— Vous pouvez admettre une ou plusieurs questions du probléme pour traiter les suivantes.

Soit © un ouvert borné régulier connexe de R™, n > 3, et soit a € C*°(R™). On se donne
0 < 6 < 2. On suppose que 0 € . Le but de ce probléme est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 1. En plus des hypothéses ci-dessus, on suppose que —/A + (IIQET") est coercif (définition

plus bas), que n > 4 — 0 et que a(0) < 0. Alors il existe une solution faible (définition plus bas)
u€ HHQ), u#0, de

—Au+ Tifg)u =421 dans Q
u >0 dans €} (Ea)
u=20 sur 002

2n_

N L
ot 2% 1= s

On va commencer par étudier un cas plus général. On se donne h € LP(f2) avec p > n/2, et on
consideére le probléme
—Au+hu=u*"1 dans Q
u>0 dans (E)
u=20 sur 0f).

1. NOTION DE SOLUTION FAIBLE

1. En utilisant l'inégalité de Holder (|[fgllx < ||fllpllglly pour tous f € L™, g € L®, r,s > 1 et
1/r+1/s = 1), montrez qu’il existe C > 0 tel que

’/ hu? dx
Q

Solution : Soit s > 0 tels que %—&—% = 1. Sachant que co > p > n/2, onal < s < 5. Pour
u € L?"(Q), Vinégalite de Holder donne

‘/ hu? dx
Q

Or 25 < 2* (et méme <) et 2 borné, donc il existe C(€,s) > 0 tel que |lullas < C(Q, s)|lull2 et

donc a
/ hu? dz
Q

ce qui prouve le résultat annoncé.
2. Déduisez-en que pour tous u, ¢ € L* (Q), hup € L*(Q).
1

< C|lu||?. pour tout u € L (Q).

< [rllpllw®lls = l1Allpllull3.

< (1R ]1,C (9, 5)*||ull3.
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Solution : C’est du Cauchy-Schwarz. On écrit |hup| = v/|h|u - v/|h|p. Comme |h| € LP, il suit de
la question précédente que /|h|u € L? et /|h|p € L?, et donc

/thwpldaf || hlUIIaII\/Ih<p||2=\/ /Qmu%mx\/ /th|¢2dw

Cllull2+[l¢]l2--
Et donc hup € L'(Q).
Alternative : tant dans cette question que dans la précédente, on aurait pu utiliser la mesure |h|dx
en lieu et place de dx. Une reécriture de la question précédente est L2 (Q,dx) € L2(Q, |h|dz),
I’injection étant continue.

Pour f € L%(Q), on dit que u € H}(Q) est une solution faible de

—Au+hu=f dans (L)
u=20 sur 0f).

IA

IA

si
/ ((Vu, V) + hup) de = / fodx pour tout ¢ € H(Q) (L)w
Q Q

3. Montrez que pour tous u, ¢ € H}(Q), le membre de gauche et le membre de droite de (L),, sont
bien défini. La définition d’une solution faible fait donc sens.

Solution : Pour u,p € Hj(Q), on a |Vul,|Vy| € L?, donc [,(Vu, V) dx fait sens par Cauchy-
Schwarz. Il suit du plongement de Sobolev H} — L? queu,p e L* (Q), puis fQ hug dx fait sens
par la question précédente. Enfin, comme f € L%, p e L¥ et "2—';2 + 2% =1, le membre de droite
fait sens par Holder.

2. LE PROBLEME LINEAIRE
On suppose que —A + h est coercif, c’est-a-dire qu’il existe ¢ > 0 tel que
/ (Vo> + hv?) dz > c|jv||3; pour tout v € H{ () @)
Q
o [|v]|3: = [ (IVv|* +v?) dz. On se donne f € Ltz (Q).

4. Montrez qu’il existe une unique solution faible de (L).
Solution : On va utiliser le théoréme de Lax-Milgram. On introduit la forme bilinéaire

B(u,v) := /Q (Vu, Vo) + hup) dx pour u,v € Hy(Q).

Il suit des questions précédentes que cette forme est bien définie et bilinéaire. De plus, pour u,v €
H}, on a

|B(u,v)]

IN

[ 1vul19oldo+] [ huvldo < [Vulal Vol + Cllula ol
Q Q

IN

ull sz ull g+ C x C&llull g o]l e

ot Cs > 0 est telle que ||w]|a+ < Cgllw| g pour tout w € H}. Ceci montre la continuité de B. La
coercivité est donnée par hypothése.

On pose T(v) := [, fvdz pour tout v € H(2). On a déja remarqué que ceci est bien défini.
L’inégalité de Holder et I'inégalitee de Sobolev donnent

T(v)] = | / foda| < || fllzan + 2]l 2, < Csllfllann + 2lolm

pour tout v € Hg. Donc T : H} — R est linéaire continue.
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Comme H} muni de son produit scalaire est un Hilbert, il suit du théoréme de Lax-Milgram qu’il
existe une unique fonction u € Hg () telle que B(u,v) = T(v) pour tout v € H(Q), ce qui revient
a dire que u est solution faible de (L),,.

3. MINIMISATION GENERALE

On suppose toujours que —A + h est coercif,

On se donne maintenant un réel g tel que 1 < q < 2* — 1. Pour v € H}(Q), v # 0, on définit
Jo (IVuP? + ho?) da
(Jq lvfatt dx) =

I, (v

5. Montrez que pour tout v € Hg(Q) — {0}, la quantité I,(v) est bien définie et que
m = inf{I,(v)/v € Hy(Q) — {0}}
est définie et m > 0.

Solution : Il suit des plongements de Sobolev que pour g < 2* — 1, comme 2 est borné, il existe
Cy(92) > 0 tel que

(1) [V]lgr1 < Cq()||v]| 1 pour tout v € Hy.
Avec la coercivité, on obtient donc
2
0z oy

T Co(Q?vllF Ce()?
pour tout v € H{, v # 0. Comme Hg — {0} est non vide, I'infimum m est défini et m > W > 0.

6. Montrez qu'il existe une suite minimisante (u;);en telle que u; € H}(Q) — {0} pour tout n € N
et

/ |ug| 9Tt dz = 1 pour tout i € Net lim / (IVui|* + hu?) dz =m.

Q 1—=+00 [0

Solution : On en déduit donc I'existence d'une suite (4;); telle que 4; € HI(Q) — {0} pour tout

i € N et lim; 4o I(4;) =m. En posant u; := Hu’fﬁ, on obtient
illg

Ui € H&(Q)7 ||uin+1 =1let qulloo I(uz) =1m.

7. Montrez qu’il existe une sous-suite (u;(;); et u € Hj(Q) tels que

Uj(s) — U faiblement dans H} () lorsque i — +o00
Uiy = U fortement dans L°(2) lorsque i — +o0o et 1 < s < 2*
ujiy(z) = u(z) pp z € Q lorsque i — +o0

Solution :Montrons d’abord que la suite (u;) est bornée dans H{ (€2). En effet, il existe ig € N tel
que I(u;) < m+ 1 pour tout i > io. Il suit de la coercivité que [u;[|%: < ¢~ *(m + 1) pour tout
i > g, ce qui prouve le résultat. Il suit alors du Théoréme d’extraction (compacité faible de la
boule fermée et Relich-Kondrakov) qu'il existe une sous-suite (u;(;)); et u € Hj(€) tels que

wj(;y — u faiblement dans H{ ()
u;(;) — u fortement dans L*(€2) pour tout 1 < s < 2*

La convergence étant forte dans L', quitte & extraire de nouveau, on peut supposer que la conver-
gence a lieu pp = € Q).

On pose 0; := uji) —u
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8. Montrez que

(2) Iy(ujy) = / (IVul* + hu?) dz —|—/ |V0;|? dz + o(1) quand i — +oo.
Q Q

Solution : En développant, on a

I(ujiy) = /Q(|Vuj(i)|2 +hu5(i)) dr = /Q (|V(u+0i)\2 +h(u+9i)2) dx

/ (IVul® + au?) d:v+2/((Vu, VGi)+hu9i)d:ﬂ+/ (IVOi|* + ho?) da
Q Q Q

On va réduire cette expression grice a la convergence faible. On pose

T: HNQ) — R
© = Jo(Vu, Vo) + huyp) d

En remarquant que T'(¢) = B(u, ), en utilisant les inégalités obtenues dans la question 4, la
fonction T est trivialement linéaire et pour ¢ € Hi(£2), on a

T()| < Cllullzllll -

Ainsi T est linéaire continue sur Hg(€2). Comme on a convergence faible ; — 0 dans Hg(£2), on
obtient lim;_, 1, T(6;) = 0. On récupére ainsi

3) (uy) = /Q(|Vu|2+hu2) dac+/9(|V9i|2—|—h93) de + o(1).

D’aprés la question 1, il existe 1 < s < "5 tel que

‘/ ho? da
Q

Or 2s < 2*, donc #; — 0 fortement dans L?®, puis fQ h6? dz — 0 lorsque i — +o0o. On obtient
alors le résultat attendu.

< |1l 016513,-

4. LE CAS SOUS-CRITIQUE q < 2* — 1
Dans toute cette section, on suppose que g < 2* — 1.
9. Montrez que [, [u?"! dx = 1.

Solution : Comme g+ 1 < 2*, on a u;(;y — u fortement dans L9, puis 1 = [[u;(;)llg+1 — [[ullg+1,
ce qui donne le résultat.

10. Montrez que u € H}(Q) — {0} est un minimiseur de .
Solution : Sachant que [ullg41 =1, on a u# 0 et I(u) = [, (|Vu* + hu?) dz. On obtient donc

m+o1) = I (us) = 1) + [ (98, dz+ 0(1) > 1(u) + o(1).

Ainsi, I(u) < m. Or par définition de linfimum, I(u) > m. Donc I(u) = m et donc Iinfimum est
atteint en u € Hi(Q) — {0}.
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5. LE CAS CRITIQUE ¢ = 2* — 1.

11. En utilisant le Lemme de Brezis-Lieb, et une inégalité, montrez que

1< </ uf? dm) +</ 02" dm) +o(1)
Q Q

Solution : On a déja u;(;)(x) — u(x) pp. Pour appliquer le Lemme, montrons que la convergence
a lieu faiblement dans L?".

Cela vient du plongement continu H} () ¢ L?". Soit T : L? — R linéaire continue. Donc I1
existe C' > 0 tel que |T(p)| < C|¢llz» pour tout ¢ € L?". Donc, pour ¢ € H}(Q) € L?", on a
IT(p)| < C-Csll¢|lur pour tout ¢ € H} (). Sachant que u;(;y — u dans Hg(€2) faiblement, alors
T'(uj()) — T(u). Donc uj;y — u dans L?" faiblement.
Il suit donc du Lemme de Brezis-Lieb que

1—/|u](l 1> dx—/|u\2*dx+/|9 2" da + o(1).

Comme £ < 1,ona (a+b)? )z= < |a|?* 4 |b|z* pour tous a,b € R, et donc

2
5%

(/ uf?” dz + o /|e 2 dm) (/ [l dz + o )) +( Q|ei2*dx)2

< Jlull3e + 116:)3 +o(1)
On admet qu’il existe K(n) > 0 ne dépendant que de n > 3 tel que

1 o Jan [Vw]? da:
= in —x
K(n)  weH}(©Q)—{0} (Joon w]?" dz)*

On suppose dans la suite de cette partie que
m< —-—.

K(n)

12. En reprenant la méthode vue en cours et en TD, montrez que lim;_, ;. [|V0;||2 = 0 puis que

Jo lul? dz =1 et que u € H}(Q) — {0} est un minimiseur de Io«_;.

Solution : En reprenant (2), on a

1) mto(l) = Dpe_s(w)ull + / V0:2 di + o(1) > mlful}3. + / V0: 2 di + o(1)

) > (L 6:03) + [ (98 do + (1)
Q
En utilisant I'inégalité de Sobolev (1), on obtient alors
m|0:]3 > K (n)~|0:]13-

(2 ) 16413 <o)

Avec m < ﬁ, on obtient alors ||0;]|2. = o(1). Il suit donc de (5) que ||ul|2- = 1. En réinjectant

puis

cette identité dans (2) et en raisonnant comme en sous-critique, on obtient le résultat.
13. Montrez qu’on peut supposer que u > 0.

Solution : Comme u € H(2), on a |u] € H(Q) et |V]u|| = |[Vu| pp € Q. On obtient ainsi
Iov_1(Ju]) = Izx—1(u) = m et donc u est aussi un minimiseur.
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6. LE CAS PARTICULIER h(x) =

On suppose ici qu'il existe a € C°(Q) et 0 < 6 < 2 tels que h(x) = I(\e) pour tout x € Q.

14. Montrez qu'il existe p > n/2 tel que h € LP(2).
Solution : Comme 0 < 6 < 2,0na § < 7 et on se donne p > 1 tel que § < p < 7. Comme pf < n,

on a |z|~? € LP(B(0, R)) pour tout R > 0. Comme € est borné, on a donc |z|~% € LP(Q) et le
résultat suit.

On pose U(x) := (ﬁ)

n—2
2

. On admet que |VU| € L*(R™), U € L* (R") et que
Jon IVUPdz 1

(o U da) K0

On se donne ¢ > 0 tel que B(0,25) C Q et n € C(Q) telle que n(z) = 1 pour x € B(0,0) et
n(z) =0 pour z € 2\ B(0,25). On définit

n—2

2
) pour tout = € €.

¢
62 + |IE|2

wlo) = (o)

15. En vous inspirant des calculs faits en cours, montrez que pour n >4 — 6, on a

a(z) , 2— 9/ U?
—Zu?dr = a(0)e —— dx + o(e27%) lorsque € — 0.
/Q |z e |]?
Solution : On rappelle que § > 0 a été défini plus haut. On obtient alors
a(e) 2d — / a(a) 2d _|_/ Cl(0> 2d
o |zl B(0,6) || Q—B(0,5) ||
= / a(ey@) ue(ey)?e™ dy + O(e" )
B(0,e=16) ley]
CL(Ey) 2. n n—2
- uc(ey)“e dy + O(e" )
/B(O,elé) leyl®

2‘71—2
2-6 a(ey) 1 2 n—2
= —— d 0]
‘ /g(o,eus) ly|? (1+yl2> dy + 0L

n—2
Comme a est bornée sur R" et y +— \yl" (ﬁ) € LY(R™) pour n > 46 (en 0, c’est ~ |y|~¢

intégrable en 0 car § < 2 < n; en l'infini c’est ~ |y[?" =% intégrable car 2n + 0 — 4 > n), il suit
du théoréeme de convergence dominée que

/I\‘) i = @ [ SRURaro)

Le résultat suit car n — 2 > 2 —
On rappelle qu’on a vu en cours que pour n > 3, on a

/|Vu€|2dx=/ |VU|? dz + O(e"?)

Q R"

et/|u6\2*dx:/ |UI>" dz + O(e"2).
Q R™

16. Montrez que pour n > 4 — 6, il existe une constante «,, > 0 telle que

(6) I 1 () = —

— — a(0)aned? + o(e279).
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Solution : On a

Jo (IVI2 + $592) do

N

(fq luc|? da)®
VU2 dz + a(0)e*7? [, % dz + o(e27%)
(w12 di + o(20))

Jan IVU 2 dz + a(0)e*7? [, % dx
— = + 0(6
(Jn IU?* d)) >
29 U?
_ fR" |VU|2dCC 4 a(0 fRn Tz? dz +0(€2_9)
(fRn U?" dz) )7* (fR" U dm) =

— L aa 62_0 o 62_9

1—2*71(115) =

Jn

2—0

fLR" |9 dz
(fen 10" d) 27
17. On admet qu’un minimiseur positif de Io+_1 est solution faible de (F,) & multiplication par
une constante prés. Montrez le théoréme.

avec (u, 1=

Solution : Supposons que a(0) < 0. On a alors a,a(0) + o(1) < 0 pour € — 0, puis a,a(0)e2~? +
0(e27%) pour € — 0. Il suit alors du développement (6) que Io«_j(uc) < ﬁ pour ¢ — 0. Et
comme m < Isx_1(ue), on obtient m < ﬁ 11 suit alors de la question 12 que Is~_; admet un
minimiseur, mettons u € H{(2) — {0}. D’aprés la question 13, quitte & remplacer u par |u|, on
peut supposer que ce minimiseur est positif. C’est donc une solution faible de (E,).

7. RETOUR SUR LES SOLUTIONS FAIBLES (A NE FAIRE QUE SI VOUS AVEZ DEMONTRE LE
THEOREME)

On rappelle que h € LP(Q) avec p > n/2. On se donne f € L*>°(Q). En utilisant les théorémes
de régularité, montrez que si u € Hg(£2) est une solution faible positive du probléme sous-critique

—Au+hu=f dans ()
u>0 dans
u=20 sur 0f).

alors u € L"(§) pour tout 7 > 1. Déduisez-en que u € C°(9).

Solution : Posons s := sup{r > 1 t.q. u € L"(Q)}. Comme u € H}(Q) C L?", 2* < s < 00 est bien
défini. Supposons par 'absurde que s < co. Soit € > 0 tel que s — e > 2. Il existe donc r €]s — ¢, s]
tel que u € L". Comme ) est borné, il suit de 'inégalité de Holder que u € L*~¢. Comme h € LP,
il suit de I'inégalité de Holder que

1 1
hu € L'(Q) avec — = — + .
t p S—e€

Remarquons que
1 n+2 1 n—|—2+ 1 1 n+2 1 1 n+2 n-2 1 2

- = = = - 1) < 1)=-—— 1
t 2n p 2n s—e€ p 2n +s+0()_p 2n 2n +o(1) P n+0()

Comme p > n/2, pour € > 0 assez petit, on récupeére ¢ > ce qui est indispensable pour utiliser

le théoréme de régularité.

n+2’
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On a donc —Au = f — hu € LY(Q2) au sens faible avec u € H}(Q) et t > nz—fé 11 suit des

théoremes de régularité que u € W24(Q). Si + — 2 < 0, il suit des plongements de Sobolev que

w € L pour tout r > 1, en particulier u € L**!, ce qui contredit la définition de s. Donc % —% >0

etuellavect=1_2 Or
q t n

1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 2
+

q s t n s p S—€ m S p N

lorsque € — 0, donc g > s et u € L?. Ceci contredit encore la définition de s.

On en déduit que s = +oo. Fixons r > 1 : par définition de s, il existe r’ > r tel que u € Lr/7 puis

u € L" car ) est borné.
n

Revenons a la régularité. Soit ¢ > 1 tel que 5§ < ¢ < p. Montrons que hu € L?. En effet, soit

r > 0 tel que % = % + % : en prenant g proche de p, on récupére r > 1. Comme h € LP et u € L",
Iinégalité de Holder donne hu € L9.

On a ainsi —Au = f — hu € L7 pour tout 5§ < ¢ < p. Notons que ¢ > 5 > nz—fQ Il suit alors du

Théoréme de régularité que u € W24, Or, comme ¢ > 5, il suit des plongements de Sobolev qu’il
existe a > 0 tel que u € C%*(Q) C C°(Q)



