Notes sur Electron et Gravitation [1]

La théorie a deux composantes

§1. La loi de transformation de

Afin d’étre raccord avec les écritures modernes, je vais écrire z* (o = 0, 1,2, 3) les coor-
données projectives de R3. Chaque point P = (x, y, z) de ]R?’ est représenté par ’ensemble
des quadruplets (z%) € R* avec 2! = 2%, 22 = 20, et 2% = xoz

En multipliant par z° I'équation cartésienne —1 + z2 + y? 4+ 22 = 0 de la sphere
unité dans R? (muni de sa structure euclidienne canonique), on obtient la formule (1) de
article de Weyl. A présent, si P(z,y, z) est un point de la sphére unité distinct du pole
sud (0,0, —1) alors sa projection stéréographique issue du péle sud dans le plan équatorial
(assimilé a C) est le point d’affixe

Ty Y %
14+ 2 1+z

ou 1 et Py sont deux nombres complexes dont seul le rapport est déterminé. On a alors
x 4)2 @14)2 + %Ll)l Y 4)2 tl) b2 — “1’24’1
= ) et = 3 .
1+Z q)l 2|q)1| 1—|—Z 411 21|q)1|
Puisque P appartient a la sphére unité, nous avons par ailleurs
LPQ
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Puis, P étant distinct du pole sud :

o |? _ [1]* = l2?
‘E At tz=1=0= 2= o r,e

2
0=—-1+22+y*+22=-1+ (1+z)+z—1).

2, .2 _ . )
(I+2)4+2z2=01+ )< »

Il vient alors

Qi + oty

a2+ Jde2f? A '

b1 [? + 2/

et y=i

On peut donc poser

20 = g1y + Pada, o' = 1o + Gy,
2 =i(—P1do + daby), 23 = d1dy — dady.

Le dernier « i » dans I’équation (2) de l'article de Weyl est de trop (sinon cela voudrait
dire que x3 est imaginaire pur). Les z* peuvent clairement étre vus comme des formes
hermitiennes en les ¢, 2. D’ailleurs, en introduisant le vecteur colonne

_ [t
q)_ <¢2> )

(2)



on constate que chaque z* est associé a la matrice hermitienne S* ou

o (1 0} _ v o1 > (0 —i 5 (1 0
L O R U B G B O

A travers la relation !
z* = TS
Les matrices S', S, S3 sont les matrices de Pauli. Elles vérifient
(S)2 =1 et S'ST =ig;pS* (i,5,k=1,2,3,j #1).

Il faut comprendre dans la deuxieme égalité ci-dessus qu’il y a une sommation implicite
sur I'indice k (ce sera toujours vrai : sauf indication du contraire, un indice apparaissant
exactement deux fois dans un méme terme sera implicitement sommé). En assimilant
les * & des coordonnées dans 'espace-temps de Minkowski (E, g) rapportées a une base
orthonormée directe (ou tétrade) (e,)? alors on vient de montrer qu’a tout élément ¢ de
C? correspond un vecteur lumiere.

Soit H: E — Herm(2, C) I'application qui associe a tout quadrivecteur x = z%e, € E
la matrice hermitienne [2, 3]

H— 20+ 2% ! —ia? _ o
T\t +ix? 2% a3 ) ’
L’application H est clairement un isomorphisme de R-espaces vectoriels puisqu’elle se

contente d’identifier les décompositions des éléments de E dans la base (e,) et celles des
éléments de Herm(2, C) dans la base (S*). Notons que 'on a la relation bien utile [3]

1
x* = = tr(HS%),
2
ainsi que
detH = —nagzc“xﬁ = —g(x,x).

Autrement dit, la norme minkowskienne de x est au signe prés le déterminant de H.
L’isomorphisme H n’est bien entendu pas canonique puisqu’il dépend de la tétrade (ey)
choisie. Un autre choix de tétrade (e},) définit de la méme fagon un autre isomorphisme
H': E — Herm(2,C) & travers x = 2% ¢/, — H = 2% S Il existe une unique transfor-
mation de Lorentz restreinte £ menant (e),) en (ey). Elle est représentée dans la base (e,)
(et aussi dans la base (ey))? par une certaine matrice A = (A%)og € SO0(3,1) qui porte

en colonnes les coordonnées de (e,) dans (e) :

eg = L(eg) = A%;e;, (condensable en e = €’ - A)

1. Nous utiliserons le « 1 » pour symboliser la conjugaison hermitique : si X = (x;)s; alors X" = (Z;:)i;.

2. Autrement dit (ey) est une base conditionnée par g(eq, eg) = ng €t €(ep, €1, €2,e3) = 1 olt (Nug)op =
diag(—1,1,1,1) et ol € est le tenseur de Levi-Civita orientant I’espace. Cela revient également & dire que
(e«) est une base orthonormée telle que eg est orienté vers le futur tandis que (e1, e2, e3) est spatialement
directe.

3. Soient f un automorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie, B une base de E, B’ la base
image de B par f, et A (resp. A’) la matrice représentative de f dans B (resp. B’). Les deux matrices
sont liées par A’ = P~1AP ot P est la matrice de passage portant en colonne les coordonnées dans B des
vecteurs de B’, ce qui n’est rien d’autre que la matrice A. Bref, on a A’ = A"'AA = A. En résumé, f est
représenté par les mémes matrices dans une base et son image.



Les coordonnées (z*) et (x‘x,) de x sont alors liées par

= A°‘BﬂvB (condensable en ' = A - x)

Nous dirons que £ réalise la rotation (e)) — (ey). Par définition d’une transformation

de Lorentz*, on a ATnA = n donc (n7'ATn)A = 1 et par suite A=t = 71 ATr qui est la
matrice représentative (dans (e,) ou dans (e},)) de la rotation inverse £~1. Cette derniere
relation peut s’écrire

(Afl)ocB _ nuYABYnBB — ABoc

par la regle de montée et descente des indices via la contraction métrique. Nous obtenons
donc les relations complémentaires

ey =L H(eg) = Ag¥ey et 2 = AB“xB/.

Au niveau de la matrice hermitienne représentant x, le changement de tétrade opere la
transformation

H = 2%8% — H' = 2% 8% = Aga"S™.

Soit, pour toute matrice 2x2 complexe A, la transformation linéaire @5 : ¢ — ' = A
qui s’accompagne naturellement d’une transformation des coordonnées :

a* — 2% = TS = T(ATS*A).
Comme ATS*A est une matrice hermitienne, on a
1
ATS*A = L% (A)S°  avec L%(A) = 5 tr(ATS*ASP) e R.
La transformation des coordonnées est donc linéaire et s’écrit
% — % = L“B(A)xﬁ.

Nous avons en outre
o1 1 1
P =3 tr(ATS*AzPSP) = 3 tr(ATS*AH) = 3 tr((AHAT)S®).
La transformation des coordonnées peut donc étre comprise comme la transformation

H=2%% 3 H = z¥S* = AHAT

de Herm(2,C) dans lui-méme. On a det H' = |det A|?det H donc la transformation des
coordonnées est une transformation de Lorentz (passive) si et seulement si A est de déter-
minant un nombre de module 1.

Lapplication L qui associe a toute matrice A € M3(C) la matrice L(A) = (L(A)%)qg
des coordonnées est un morphisme de Mo (C) dans My4(R) vis-a-vis des produits matriciels.
En effet, si A et B sont deux éléments de Ms(C) alors le produit AB engendre

b — aB()) = (AB) -4 = A - (B- ) = (P 0 Pp)(}).

4. Une transformation de Lorentz étant une isométrie, on a g(es, ez) = g(ey, eg) donc

Nap = 9(ATuey, A%es) = AT A nyvs = (A7) e’ = [ATnA] .



D’out la transformation # — z - L(A)L(B) de laquelle on déduit L(AB) = L(A)L(B)° :
L(AB) = L(A)L(B). Le morphisme L n’est pas injectif puisque L(uA) = L(A) pour tout
nombre complexe u de module 1. Il n’est pas non plus surjectif puisque si on pose

a b
AZ(C d) (1)

1 1
L(A)° = B tr(ATA) = §(Ial2 + 16 + |ef? + |d|2) > 0.

alors on a

Cherchons le noyau de L. II est d’abord clair que I € ker(L). Par conséquent : {uls | u €
U} C ker(L). Réciproquement, supposons que A appartienne au noyau de L. Nous avons
donc

o 1 ¢ o
L%(A) = 5 tr(ATS*ASP) = 5%,

En posant A comme dans (1) et en ne considérant que les trois casa =B =1, 0= =3
et o =3 = 0, on obtient le systeme

R(ad+be) = 1
laf®> =[] — |¢* + |df? 2
lal? + 0] + c]> + |d* = 2

Des deux derniéres lignes on tire b = ¢ = 0 et |a|> + |d|? = 2 tandis que la premiére se
réduit a R(ad) = 1. Il vient alors

la —d)? = |a* + |d|* — 2R(ad) = 0 = a = d.

Bref, A est de la forme uly avec u un nombre complexe de module 1. En résumé : ker(L) =
{uly | u € U}.

Pour que L(A) soit une transformation de Lorentz, il faut et il suffit que A ait pour
déterminant un nombre complexe de module 1. Pour cette raison, nous allons nous res-
treindre a ’ensemble des matrices 2 x 2 complexes de déterminant un nombre de module
1. 11 forme un groupe pour le produit matriciel que nous noterons GL(2,C)°. Il est clair
que I'application

U(1) x SL(2,C) — GL(2,C)°
(u,S) — uS
est un morphisme continu et surjectif. Ainsi, U(1) et SL(2,C) étant connexes, GL(2,C)°

lest également. Par continuité de L, I'image de GL(2,C)° par L est connexe et contient
I; donc L(GL(2,C)°) C SOg(3,1). Toute matrice A complexe 2 x 2 dont le déterminant

5. On peut aussi le vérifier de fagon plus calculatoire en utilisant 'identité [3]
tr(AS*) tr(BS*) = 2 tr(AB)
vraie pour toutes matrices 2 x 2 complexes A et B. Elle permet d’écrire
L%, (A)L7(B) = i tr(ATS*ASY) tr(BTSYBS®) = i tr(ATS*ASY) tr(BSPBSY)

- %tr(AT S*ABS*B') = % t((AB)'S*(AB)S?) = L% (AB).



est de module 1 définit donc une transformation de Lorentz propre et orthochrone. Nous
noterons A la restriction de L & GL(2, C)°. On a alors toujours A(A)%, > 1 et det A(A) = 1.

Afin de ne pas se départir de I'usage moderne, on ne remplacera pas xz° par iz". De
fait, il est inutile d’introduire la notation x(a). Les z* seront des coordonnées dans une
tétrade orthonormée (ey). La rotation infinitésimale £ d’une tétrade (e}) la menant en

ey) prend la forme € — e =€’ - A avec A =1 + dQ) ol d) est une matrice infinitésimale
b
d2 = (dw%)ep devant vérifier la condition nécessaire et suffisante

ATnA =1 <= (8% + do )N (37 + dog) = Ny <= doys = —dox, .
Sous une telle transformation, on a
2 — 2% = 2%+ da®* avec dz* = dw“BxB.
Cela revient a H — H + dH avec

JH — dz® +dz?  dat —idz?\ [ do®, +ded, dob,—ide?,\ .
T \de! +ida? da® —da? | T \dol, +ide?, dod, —dwd, )"

Cette transformation est engendrée par une certaine transformation infinitésimale ®4 des
spineurs avec A = 14 d¥ € GL(2,C)° une matrice pouvant étre prise dans SL(2,C), dX
étant une matrice infinitésimale. On a alors d¥ qui est une de trace nulle (un élément de
I'algebre de Lie de SL(2,C)). D’ou la transformation

b— ¢ =d+d) avec dp=dX- .
La matrice dX recherchée est celle pour laquelle, au premier ordre :
(Io + dX)H(Ip + d2)' = H+dH <= dXH + (dXH)' = dH.

Cette derniere égalité est a comprendre comme une équation a six inconnues réelles (les

parties réelles et imaginaires des éléments de d¥ sachant que sa trace est nulle) devant étre

vérifiée pour tout H, c’est-a-dire pour tous 2, z!, 2%, 23. En utilisant le fait que dwoi =

dwio = —dwy; et que dogij = dw;; on obtient sans difficulté
1 1
s = 5((61@10 + i dwag)St + (dwgg + idws)S? + (dwso + idwlg)Sg) =5 derysS*?
ott les S* sont les matrices 2 x 2 complexes données par

. . 1 .. g
0=/ =—-8% | V= %eijks’f.

Cela revient a



En définitive, la rotation £~! de la tétrade opére les transformations suivantes© :
eg — e = eg + deg = eg + dwg®e, (condensable en €' =e- (1 —dQ); de = —e - dQ)
2 — 2% = 2% 4 da® = 2 + dco"‘ﬁxg (condensable en 2’ = (1 +dQ)) - z; dv = dQ - x)
1
b =ddh = +dS =+ S deogS™

§2. Métrique et déplacement paralléle

Se donner la métrique en un point P revient & se donner la classe des tétrades équi-
valentes au sens ou elles sont liées deux-a-deux par une transformation A. Les lois de la
physique devront étre invariantes par changement d’un représentant de cette classe, ce
changement dépendant du point considéré. Un vecteur en P peut se décomposer dans la
tétrade choisie au point P :

v =1%,.

Avec Weyl, nous allons désigner par des indices latins p, ¢, ... les coordonnées d’un point
dans 'espace-temps. Les lois devront évidemment étre indépendantes du choix de telles
coordonnées. Le vecteur v se décompose dans une base naturelle (e,) = (0,) selon

v =1le,.
En particulier, chaque vecteur de la tétrade s’écrit
e, =¢elep.
Les coordonnées de v dans (ey) et (e,) sont évidemment liées par
P = e v

Réciproquement, chaque vecteur e, admet dans (e,) une décomposition que I’on notera

o

e, =€, ey

et on a les relations

De plus :
o __ o P
V% = e P,

Pour des 1-formes A nous aurons des relations similaires :

Ap=e" Ay . Ag=elAp.

6. Puisque (1+dQ)(1—dQ) = 1—(dQ)? il est clair que 1 —d est 'inverse de 1+dQ & I'ordre considéré.
Par ailleurs, comme la matrice unité (6"‘5)0@ est une matrice de rotation particuliere, et qu’elle est son
propre inverse, on a (83%)op = (8%)ap donc 3™ = 8% et on vérifie que

deg” = 1" dog, = —1"doys = —de’;.
D’ou :
B + dwg® = 8% — do’s = (1 —dQ)% = [(1 +dQ)~']%.

Tout ceci démontre la cohérence de la notation employée.

6



Plus généralement pour un tenseur quelconque, les €%, et les e,” servent a « transformer

un indice de tétrade en un indice naturel et vice versa » selon que l'indice est covariant ou
contravariant.
En appliquant la loi de changement de base au tenseur métrique, on a

9pq = ndﬁedpegq v M = gpqeupeﬁq’
et
gl = nuﬁeap%q ’ naﬁ — gpqe“peﬁq.

En notant G = (g,¢) la matrice des composantes de la métrique et en introduisant la ma-
trice de changement de base E = (e,?), I'égalité de gauche ci-dessus s’écrit matriciellement
G~! = ETnE. En notant g le déterminant de G et ¢ celui de E nous avons donc

gl =detG !t = —¢2
D'oti : € = y/—g. Par conséquent, si T = (TP, ) est un tenseur alors les

1
Ty =T,

g

sont les composantes, dans la base naturelle (e,), d'une densité tensorielle T que I'on
reconnait par 'emploi d’une lettre gothique. Comme d’habitude, on monte et descend les
indices par contraction avec le tenseur métrique (que ce soit pour changer la variance d’'un
tenseur par dualité métrique ou simplement pour l'utilité formelle7). Les indices latins
P, q,... se référant a la base naturelle, leur montée ou leur descente fait apparaitre les gP?
ou les g,q, tandis que les indices grecs o, 3, . .. se référant a la tétrade, le méme jeu s’effectue
avec les g% = n"‘g ou les gog = Nug (sachant que I'on a I'égalité numérique n,g = 7]“5). Par
exemple, on pourra écrire

B B

— o _ _ o
Ipg = (Nup€™p)e”q = €ppe’y = eqpe”y .

Cette relation fait parfois dire que les composantes de la tétrade constituent la « racine
carrée » de la métrique.

Rapportons-nous a un systeme de coordonnées et a sa base naturelle associée. Un
vecteur v(P) = (vP) au point P, lorsqu’on le transporte parallelement (vis-a-vis d’une
connexion linéaire quelconque a priori) & un point infiniment voisin P’, devient le vecteur
vll(P), la différence entre les composantes de vl (P’) et celles de v(P) se déduisant par une
transformation linéaire infinitésimale de ces derniéres :

P + 5P avec §Pf = —dI vl (2)

En utilisant une notation matricielle pour les composantes, nous pouvons introduire la
matrice dI' = (deq) et écrire avec Weyl : v = —dI" - v. De plus, les dI'", sont supposés
dépendre linéairement des composantes du déplacement, ce qui nous amene & introduire
les symboles I'?,,. tels que dI'?, = TP, .dz" ol les da" = x"(P') —2" (P) sont les composantes
du déplacement PP’.

7. Ceci explique les notations e,” et e”, employées. Plus généralement, considérons deux champs de
bases (ey) et (ey) de quelque nature que ce soit. Notons P = (P“/V)H/\, la matrice de passage de l'une
a lautre de sorte que e, = P“/Veuz. Son inverse Q = (Q,)uv est telle que e,y = Q" ,e,. Nous avons
Juv = PP,HP",\,gP/S/ donc 8%, = P"/H(P",Vgp/o/g“) ce qui implique Q°,, = P(’/\,gp/a/g"T =P_," par le jeu de
la montée et de la descente d’indice.



C’est la fagon « old school » de définir le transport parallele et d’introduire les symboles
de connexion I'P, [4, 5]. Ceux-ci sont censés dépendre de fagon lisse de la position, ce qui
fait que dans I'écriture "7, .dz" il n’est nul besoin de préciser le point ou est évalué I'?,,
puisque ce peut aussi bien étre en P ou en P’ vu qu’on se limite au premier ordre en
le déplacement. La nature des symboles I'P ., c’est-a-dire leur loi de transformation d’un

qr

systéme de coordonnées a un autre, se déduit du principe de cohérence selon lequel la
définition de vII(P’) & partir de (2) ne dépend pas du systéme de coordonnées choisi.
Retrouvons cette loi. Pour cela, donnons-nous un autre systeme de coordonnées (xp/)
dans lequel v(P) a pour composantes v? . Le vecteur vll(P’) devra quant & lui avoir pour

composantes

/

/ / a p / / ! / !
o 5P = 82“ (P (v +3v?) avec djof =TV , vlda", da”

Explicitement, on a

/

p’_Fp/ q’d r’:aippl a_ e bdc
v gr0? d aﬂUa( ) (v bt dz),

c’est-a-dire

Ox?’
0z

Fplq,r/vq/ dz” =P + (P") (1%, 00 dz® — v*).

En se limitant au premier ordre dans le déplacement, on peut écrire

p/ a p/ 82 p/
p’ q oo 0x a bi.c T x
" vtde” =0 + O r*, vdx

D’ou :

b a
0z (P)+ 0z Qxb du >v '

axb 62?6 ’ ’

T dx” .

1_\p/ / /Uq/dxrl _ (aﬂjp Fa 623317 )fubdxc _ (633‘17 Fa anp )
qr

xe - b dgboge Oz b dxbdxc

v
0zd 0z

Ceci devant étre vrai pour tout vecteur v et tout déplacement, on en déduit

/
o 0xP 0zb 02¢ _, 0z 0x¢ 022P
T Jga 9xd dxr ¢ 924 dxr OxPOzc’

puis la loi de transformation recherchée :

/ /
» o 0x? 0xb 0z°¢ _, 0P 0%a
e, —7T o

Pour un déplacement donné, on aura également la loi de transformation

/ OxP" 0xb 0P 0z 0229
dare, s qr? = 22 2 gre K-
d q 0z Oxd bt 0xe Oxb 0x¢ 0xr

T 0x x? dxr Y dxa 0z¢ 0z

b

Supposons donné (localement) un champ de vecteurs v. Les composantes de v(P’)

différent infiniment peu de celles de v(P) :

OvP

vP(P') = vP + dvP  avec dvP = —dz" = 0,07 dx".

oxr



Le défaut de parallélisme du champ entre les points infiniment voisins P et P’ est logi-
quement mesuré par le vecteur infinitésimal® Dv = v(P’) — vIl(P’) au point P’ dont les
composantes sont

DoP = (v + dvP) — (VP + §)P) = dvP — P = dvP + dIP v = (0,07 + TP 0)da’.

C’est la différentielle covariante du champ v selon PP’.
Lorsque la connexion est compatible avec la métrique (ce qui sera supposé dans la
suite), le transport parallele d’'une tétrade (e, (P)) de P jusqu’a P’ est encore une tétrade

(eJl(P’)). Il existe donc une rotation infinitésimale £ menant (ey(P’)) en (e4(P’)) et dont
la représentation dans I'une de ces bases est 1 + df2. Nous avons alors

De, = e4(P') — el(P') = do’ es(P').
Cette relation peut se condenser sous la forme
De =e(P')-dQ c-a-d. De,=es(P)de’, avec doP,= wﬁapdmp = wawY

ou nous avons introduit les composantes w* dans la tétrade du vecteur infinitésimal w de
composantes dxP dans la base naturelle. Nous avons alors

(Dey)ey(P') = dwﬁuegpep(Pl)-
En identifiant :
(Dey)? = de,l + dI'? el = dwﬁaegp,
soit :

Oe.? »
<8—;” + qureaq) e, wh = wBanYeB .

Ceci devant étre vrai pour tout déplacement infinitésimal, on tire

Oe P
(—“ + qureaq) e,/ = (oﬁweﬁp. (3)

Dorénavant, on suppose que la connexion est celle de Levi-Civita, donc métrique et sans
torsion (ou symétrique dans un systéme naturel) : IV, = I'?, . En retranchant a (3)
I’expression équivalente pour laquelle o et vy sont échangés, la symétrie ci-dessus nous
apporte la relation

P p
660( ro_ aeY er

e p
Oxm Y Oxm ¢

= ((*)Bow - (*)Bvoc)eﬁ :

A gauche, on reconnait les composantes du crochet ? [ey, €y). Autrement dit, on a

[eY’ eu]p = (o“)BO(Y - C")BYOL) eﬁp?

ce qui revient a

ey, )’ = wgw{ - wﬁw < [ey,eqlp = gy — Opyq -

8. Attention, la définition adoptée par Weyl de la différentielle covariante est opposée a la notre, c’est :
vlI(P") — v(P’). En outre, il la note v plutét que Dv comme dans ce document.

9. Attention, dans l'article de Weyl, le crochet est défini comme 'opposé de la convention aujourd’hui
standard a laquelle on se tient dans ce document.



Les dwgg = wegy " sont antisymétriques sous I'échange de o et B quel que soit notre choix
de déplacement donc on a wgy = —0gay. De fait, en combinant la derniere expression avec
les expressions équivalentes obtenues en permutant cycliquement o, 3, y selon la procédure
habituelle, on obtient

1
WPy = ) [eYaeB]oc - [eﬁaea]v + [eu,ev]ﬁ .

On vérifie bien que cette expression est antisymétrique sous I’échange de v et o. Ajoutons
que, par construction, le transport paralléle de P & P’ est en soi une application linéaire
de Pespace vectoriel tangent en P vers 1'espace vectoriel tangent en P’ qui envoie v(P) en

vll(P"). Par linéarité, il est clair que vI(P’) a les mémes composantes dans (e4(P’)) que
v(P) dans (e4(P)).
Avant de conclure, établissons une identité utile pour la suite en partant de

de. P Oeg” Oe,P Oeg’
g =1 o = [enal’ = lep, e’y = T8 — et Ly = T el S5
Or, on a0
q q
0 /1 188_1868%_13868

%(E) T 20z g2 aqu O0xP e O o

On en déduit :

T 7

op € 0xP  0aP\e/) “ 0xP \ ¢ OxP
Compléments. D’apres ce que nous avons vu, la différentielle covariante d’un champ
de vecteurs v selon le vecteur w = PP’ est le vecteur Dv situé en P’ qui évalue la

différence entre v(P’) et le vecteur obtenu en transportant parallelement v(P) jusqu’en
P’. 1 a pour expression

Dv = (dv? + dI'? v7)e,(P') = (8,07 + TP, v7)w" e, (P).

De nos jours, on le définirait plutét comme le vecteur situé en P qui évalue la différence
entre v(P) et le vecteur obtenu en transportant parallelement v(P’) jusqu’en P. Cette
définition est plus satisfaisante puisqu’elle permet d’obtenir un vecteur en P quel que
soit le point P’ pris dans le voisinage infinitésimal de P. Elle revient simplement &
remplacer e,(P’) par e,(P) dans I’expression ci-dessus. Aujourd’hui, on écrit donc

Dv = (dv? +T? v")w"e,

ou tout est évalué en P. Toujours dans une perspective plus moderne, le vecteur w ne
se limite pas nécessairement a étre infinitésimal mais peut étre plus généralement un

10. Considérons une certaine matrice M = (m’ )ik de taille n x n. Son déterminant D est une fonction
(évidemment différentiable) des n”® éléments de M. Le développement de D le long de la k-iéme colonne
s’écrit

D =m’, cof(M)?, (pas de sommation sur k).

Comme le cofacteur cof(M)?, ne contient évidemment pas m’,, on a
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vecteur quelconque situé en P. Nous obtenons ainsi une application linéaire Vv qui
associe a tout vecteur w basé en P le vecteur

Vv = (dv? +T7 v)uw"e,

basé au méme point. C’est la dérivée covariante de v en P. Mieux, en se donnant un
champ de vecteurs w, 'expression ci-dessus peut étre évaluée en tout point et définit
donc un champ de vecteurs; on obtient ainsi une application Vv, la dérivée covariante
de v, qui prend en entrée un champ de vecteurs w et renvoie en sortie un champ
de vecteurs Vyv. Plus globalement, nous obtenons une application V qui prend en
entrée deux champs de vecteurs w, v et renvoie en sortie le champ de vecteurs Vyv.
Par linéarité, il est clair que si u,v,w sont des champs de vecteurs et si f est un
champ scalaire alors

Vw(+v)=Vau+ VeV |, Vuwv=Vuv+Vev | Viev=fVev. (4)
En revanche, on a

Vw(fv) =w(f)v+ fVwv, (5)

ou w(f) est le résultat de 'action naturelle d’'un champ de vecteurs w sur un scalaire
f, & savoir le champ scalaire w”d,f. Ce dernier peut aussi se comprendre comme
la différentielle df de f appliquée & w, c’est-a-dire d f(w), encore noté (df,w) en
utilisant le crochet de dualité.

Réciproquement, si V est une application prenant en entrée deux champs de vecteurs
w, v et renvoyant en sortie un champ de vecteur Vv de fagon a vérifier les propriétés
(4) et (5) alors elle définit un transport paralléle.

Le transport parallele encodé par V est entierement caractérisé par la donnée des
symboles I'? . qui sont les composantes des différentielles covariantes V,e, (o V,
désigne Ve, ) car on a V,.e; = I'7 e, Nous noterons plus généralement I‘xw les
symboles de V vis-a-vis d’une base (ey) quelconque. Ils sont tels que V,e, = wae“
(o V, = V). Les propriétés (4) et (5) permettent de déterminer simplement la loi de
transformation de ces symboles sous un changement de champ de bases (e,) — (ey/) :

Vv/e“/ = vv/ (ewses) = ey (euzs)es + eu/sevltvtes
_ e S, tpe T _ N e S, tpe T
= (e\,/(e“, )+ ep e, T e, =e F>(e\,/(e“, )+ e ey T e .
D’ou la loi de transformation
A g » S T
T uv — I NG =€ p(ew eVI‘CFPS + ey (eu/p)).

Une connexion V définit une courbure et une torsion qui lui sont propres. En particu-
lier, la torsion est ’application .77 qui prend en entrée deux champs de vecteurs v, w
et retourne en sortie le champ de vecteurs Vyw — Vy,v — [v, w]. On vérifie facilement
qu’elle est antisymétrique. De plus, il est clair que J (u+v,w) = T (u,w)+ 7 (v,w)
tandis que si f est un champ scalaire alors

y(fV,W) = vawi vW(fV) - [fV,W]

= fvvw - (W(f)V - waV) - (.f [V,W] - W(f)V)
=fT(v,w).

Par Pantisymétrie, on en déduit que .7 est bilinéaire. Elle définit donc un tenseur

de torsion T de variance (;) Ses composantes T)\uv dans un champ de bases (ey)

quelconque sont obtenues en exprimant .7 (e“, e)):

e, —leyg, e = wa =1, -1 ep,e\,]x.

f(eu,ev):l“)‘ e —I* vu wv |

VU uv

En particulier, dans un champ de bases naturelles (e,) on a T? . =T?, —T? . Une

connexion sans torsion (T = 0) est donc synonyme de connexion symétrique au sens
N » .

oul?, et I?  coincident.
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La dérivée covariante peut étre étendue de facon naturelle a tout champ de tenseurs.
La connexion est dite métrique (ou isométrique ou compatible avec la métrique) si

Vg=0.0r:
(v)\g)uv = e%(guv) - Fp“)\gpv - va)\gup = e)x(guv) - Fvw\ - wa :

A partir de cette relation (et des relations équivalentes obtenues en permutant circu-
lairement X\, ., v) on tire

F)\uv = F)\yv + K)\uv (6)
avec
o 1
Prw = 5 (Culon) +evlgia) = ealgin) + levseuls = lewsealy + [ens ],
et
1
K)\pv = 5 (TXVH - Tvy)\ + Tukv) . (7)

On vérifie aisément que les I , sont bien les symboles d’une connexion v (ils se trans-
forment selon la bonne loi). La relation (6) montre alors que c’est la seule connexion
métrique sans torsion. C’est ce qui caractérise la connexion de Levi-Civita. Ses sym-
boles, dans un systéme de coordonnées, sont ceux de Christoffel :

o 1
qur = 5 (aqur + argqp - apgqr) = [pa qr]-

En revanche, dans un champ de tétrades, on a

. 1
FaBY = ) ([eYa eﬁ]cx - [eﬁaea]*{ + [€; eY]ﬁ) = WPy -

Une connexion métrique de torsion T admet (6) pour forme la plus générale, K étant sa
contorsion. D’apres ce que nous avons vu, Weyl se limite & la connexion de Levi-Civita.
Les wogy sont connus sous le nom de coefficients de rotation de Ricci.

§3. L’action de la matiére

Le transport parallele permet de définir la dérivée covariante des champs de vecteurs
(et plus généralement des champs de tenseurs) mais aussi des champs de spineurs. Soit
U un tel champ. Par rapport a un champ de tétrades (e,) donné, il est représenté par
= (ba)a=1,2- On peut évaluer sans probleme la différence de ces composantes entre les
deux points infiniment voisins P et P’ :

g
aip dx? = 0peda?

Pa(P’) = Pa(P) = dihg =

en utilisant un systéme de coordonnées, relation que 'on peut condenser en ¢(P’) —¢(P) =
dp = daP. A présent, transportons parallélement la tétrade (e,(P)) dans le voisinage
infinitésimal de P comme dans le paragraphe précédent. De la méme facon que pour les
vecteurs, il résulte du transport paralléle de W(P) jusqu’en P’ un spineur ¥/(P’) dont la

représentation ' (P’) dans (eﬂ(P’)) coincide avec celle de U(P) dans (ey(P)) :
YIE) = §(p).
Par ailleurs, §/'(P’) s’obtient & partir de !l(P’) via la rotation £71: (e,(P')) — (eQ(P’)) :

WP — PP =PI + as- PP,
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Nous avons donc

WP = WP + a2 YR ccand. PIP) = §(P) = dS - 4(P).
Par conséquent, la dérivée covariante du spineur ¥ est représentée par
D = h(P') = BI(P") = (U(P) = (P)) + (b(P) = ¢I(P)) = db + d - .
C’est la variation des composantes du champ ¢ entre P et P’ a laquelle se retranche la

variation o = Pl (P")—h(P) = —dX-. Comme d’habitude, les infinitésimaux (du premier
ordre) sont supposés dépendre linéairement du déplacement :

D) = {.pda? = hu® et dY = B,daP = Sew*.
Nous obtenons
$., = (0, + X,)d  ouencore ., = (e“p 0, + Za) b,

avec
_1 gr_ 1 By _ 1 By
dx = 5 deay ST = 5 Oy Wt = Yy = 5 Opyad

Donnons-nous un autre spineur ® représenté par ¢. Sous une transformation infinitésimale
), 9 — I/, ¢’ engendrée par L1, nous avons

sty = f (14 %d%Y(sﬁY)T)sa@ + % ey SP )
= 1S + % (8% deogy SP + deop (8718 )
= TS + i il (2dwk0{S°‘, S¥} + i dewperim[S?, sm])q).
Pour « =0 on a
T80 = is0p + i o1 (240 {8°, 8%} )¢ = oS00 + do® dTSHo.
Puis, pour a =7 :
P1s7g = 4fs/p + iw(?d@ko{Sj’ $*} + i dogerm[S, Sm])@
= L})TSjtp + %L{)T (4dwk08jk — 2dwkl€klmsjmn8")(9
= iSie + % V1 (2de7y + oy (8581 — 8518k )S™ ) 9
= 1870 + do g TSP,
En résumé :
P1S%" = (5% + do’y)bTSp,
ce qui signifie que les L[)TS“@ sont les composantes d’un vecteur en P (plus précisément :

ils définissent un unique vecteur quel que soit le choix de la tétrade). Par suite, pour un
spineur ¥ et tout vecteur w en P, les quantités $TS*D) = ($TS*)g)wP constituent les
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composantes d’un vecteur w en P, et ’application w — ¥ est une application linéaire de
I'espace tangent en P. Sa trace S*)., est un scalaire et la quantité m donnée par

1
iem = g%, = ¢fs® ( 0 + 5 wmﬁ“)ap

est une densité scalaire complexe. Concentrons-nous sur la quantité cogYaS“SBY. Nous avons

3 3 3
0pyaS™P = )T wgST YT ST DT eSS
o,3,y=0 o,3,vy=0 o,3,y=0
a=P#y BFEy=a o, 3, v distincts
3 3
=2 ) 0geSTST YT wpSTSTY
O(7B7Y:0 O(,B7Y:0
a=P#Y a, 3, v distincts
3 3
=2 > o, S*nesS®T + > o, S NS
0(757"{,6:0 0(76,'\{76:0
a=P#y a3,y distincts
Or, il est aisé de vérifier que
SY sia=pB#y

2G% oy
S oS { ieaBYgSS si a, 3,y distincts

Il vient alors

3 3
208,87 =2 D 0P ST+ DT 0P e = (20%, +1cusye07,4)S
a,3,y=0 a,B3,v,6=0
a=B#Y a,B,y distincts

Nous savons déja a quoi est égal le premier terme. Quant au second, remarquons que

1 1
SocBYB‘DBw =3 EocBYB((*)Bya - ")Bw{) =3 CoByd €, eY]B =3 EocBYﬁqu(eap apqu - er Opey?)

— Bop q
= oy g4 OpeyT.

Il vient alors

De P
iem = (le,PS*0,0 + % ae;p

i
VISHh 4 7 caroc”yes” (Dpey 0TS,
soit encore :

1 Oe,”

1
— Z[te PQu
m i(q)euS qu)—l—anp

1
VIS )+ 5 eprsc? e (Ope,)5%

ol on a introduit le vecteur s de composantes s* = ('S*). On constate que le dernier
terme est une somme de 16 déterminants 4 x 4, un pour chaque couple (p, q), a savoir

eop,eoq, 0pey’, s°
1 el e  0,e9 s = 1 elp’elq’ apelq’SI .
del™@ 7 @ TP de |e), €2, Dpey?, s°

es’, €3, Opes?, s
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En utilisant le jeu de la transformation d’indices, on peut écrire comme Weyl ¢ PS* = GP.
La partie imaginaire de m est une divergence pure :

m—m Oe P

—= = _%<¢T6p6pq; +o0leny+ o2 qﬁsaq)) _ 6p< _ %qﬁ@pq,) _ ap< _ %Sp)-

P

Elle ne joue donc aucun réle dans les équations du mouvements si ’on batit une action
sur m. Dans la terminologie de Weyl, I'action

/md4x

est donc effectivement réelle. En d’autres termes, ’action construite sur la partie réelle de
m est équivalente. La densité lagrangienne associée a cette derniere est

mtm 1 /g _Toc)_i(fp _ Tp) 1 «
a5 = 51 (915 — L) = 5 (Ve - peny) + 5 .

P 0 q
ol €%y Ope,d,

Dans le cadre de la relativité restreinte, c’est-a-dire en I’absence de gravitation, le systeme
de coordonnées (xP) peut étre pris pour un systéme global de Minkowski (z° = ¢,27), &
savoir un systeme dont le champ de bases associé est un champ de tétrades, et on peut
poser (ey4) = (ep). On retombe alors sur le lagrangien usuel (a un facteur sans importance
pres)

m+m

= = 5 (v — vlsy).

Bref, la prise en compte de la gravitation se fait via ¢ o — 4.

§4. Energie(-impulsion)

Soit une intégrale d’action de la matiére au sens large (matieére + champ électroma-
gnétique) forgée sur une quantité b qui dépend a la fois des composantes §, du champ de
matiere et A, du potentiel électromagnétique (sans oublier la métrique) et de leurs dérivées
jusqu’a un certain ordre. Autrement dit, c’est une certaine expression §($q, Ap, gpg, - - - )
ou les « ... » résument les dérivées. Puisque la donnée de la métrique revient a celle d’'un
champ de tétrades, on peut aussi considérer que la densité lagrangienne h est une certaine
expression h(q, Ap, e, ...).

Les équations du mouvement sont issues du principe de Hamilton : la variation de b
par rapport aux ¢, donne celles de la matiere tandis que la variation par rapport aux
A, donne celles du champ électromagnétique. Nous symboliserons la dérivée lagrangienne
issue des variations & l'aide de crochets : [h, },] est la dérivée lagrangienne de b issue de
la variation de ¢, etc. Weyl définit la densité t d’énergie-impulsion de la matiere au sens
large comme la dérivée lagrangienne de b issue de la variation des e,f. Autrement dit :

S/hd4x = /8bd4x = /t“p Se Pdiz (8)

ou d est une variation quelconque des e P s’annulant aux bords, les transformant en e P +
oe,P sans variation des ), et des A, et sans déplacement dans I'espace-temps 1 donc sans
variation du volume d’intégration (ce qui permet de passer 8 sous l'intégrale).

11. La « barre » au-dessus du symbole de variation sert & spécifier le fait que la variation en question
s’effectue sans déplacement concomitant dans I’espace-temps ; on la qualifie parfois de verticale au sens ou
elle se passe « au-dessus » des points de ’espace-temps. Cela a pour conséquence la possibilité de passer le
symbole § sous I'intégrale. En outre, le résultat de la variation verticale d’un champ ¢ donné est un certain

15



Weyl réclame deux invariances : (i) sous les variations du champ de tétrades et (ii)
sous les changements de coordonnées. Elles consistent a dire que b est la représentation
dans un systeme de coordonnées et un champ de tétrades d’'une quantité scalaire dont la
représentation conserve la méme forme fonctionnelle sous tout changement de tétrades et
de coordonnées (covariance générale). La premiére invariance est une invariance sous la
variation verticale

€, —> €y =€y + dwaﬁeg cea-d. el —v e, =el +0e,l avec def = dwageﬁp.

Or, les ¢}, dépendent de maniere essentielle du champ de tétrade en présence. Par consé-
quent, une variation de ce dernier entraine mécaniquement une certaine variation 8¢, des
(o de sorte que I'invariance (i) s’écrit

/ (t“p 5e,” + b, q)a]éq)a) &z =0

t*,Se,P = t“pdwaﬁeﬁp = taﬁdwaﬁ = t“Bd(oaB :

L’invariance (i) équivaut donc a

/ <t°‘5dooag +[h, %]6%) d*z = 0. (9)

En supposant les équations du mouvement de la matiére (au sens large) vérifiées, nous
obtenons la symétrie '? tys = tg, (nous employons le symbole = pour signifier une égalité
vraie sur le mouvement ou « on-shell »).

champ ¢, différant infiniment peu de ¢, tel que ¢’ (z) = ¢(x) + 3¢ (x). Il est clair que si ¢ est différentiable
alors la variation induite sur ses dérivées est verticale et n’est rien d’autre que la dérivée de la variation de

¢ :
0pp(x) — 0p¢ () = 0pd(x) + 0,00(x).
—
30pp(x)

En d’autres termes, 8 commute toujours avec les dérivations.

De fagon plus globale, si h est une fonction de champs ¢1, ¢2,... dans l'espace-temps (que nous
regrouperons sous un unique ¢) et de leurs dérivées jusqu’a un certain ordre alors une variation sera
généralement une transformation infinitésimale conjointe de ’espace-temps et de ¢ :

2P — 2 =2 + 82", plx) — &' (2) = ¢(x) + db(x).

A cette variation est naturellement associée une variation verticale ¢(x) — ¢'(x) = #(x)+34(x) permettant
de comparer ¢ et ¢’ (cette variation verticale 3 est parfois qualifiée de variation essentielle engendrée par
0 ; les deux variations coincident évidemment si 6z = 0). Les deux variations 8 et & sont liées par

b6(x) = ¢'(2') — 6(z) = [¢(c)) — ¢'(2)] + [¢/ () — B()] = 507 B, () + Bo(a).
Comme ¢ et ¢’ différent 'un de I’autre par un infinitésimal du premier ordre, on a & cet ordre
d¢p = 8¢ + 52" 0,9.
Contrairement & 8, d ne commute généralement pas avec les dérivées et on a

0pdp = 0pdp + 0, (827 0y¢) = 50,¢ + 52 Vg + (0,027) g = 50,0 + (0pdx7) 0gp.

12. On voit tout de suite qu’en I'absence d'une telle symétrie, la définition (8) aurait souffert d’une
grave ambiguité puisque si nous avions défini de fagon a priori tout aussi légitime t par 8h = t,” 6e,” nous
aurions obtenu un tenseur énergie-impulsion différent sur le mouvement.
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A présent, passons a 'invariance (ii). Elle consiste & écrire

[ Ba(a) Ap(a),ef @) )d'e = [ B0, Apa), e @)l
Q Q

ou le « prime » symbolise les changements & effectuer lorsque les différentes quantités
sont exprimées dans un systéme de coordonnés (xp/) au lieu de (zP). En particulier, €2,
qui est I'image dans R* du domaine considéré dans l’espace-temps par 'attribution des
coordonnées (zP), devient (', image de ce méme domaine par 'attribution des coordonnées
(wp/). Un changement de coordonnées est insignifiant au sens ou il n’affecte en rien les objets
« absolus » que sont ¢, A, et (ey). Comme les e, sont inchangés, les ¢, aussi : ) (z') =
Jo(x). En revanche, les composantes de A et des e, sont affectées. Plus précisément, on a

q , p’
ML) = Ap(e!) = T (Ae) et () = e () = Do (@)e ().

En ramenant le domaine d’intégration a €, 1'égalité (9) peut donc aussi s’écrire

d*z’

[ [t @), e @), G @) = Do) Ao, €2 @) diz =0, (10)
Q x

ot |d*z’/d*z| dénote le Jacobien associé au changement de coordonnées et ou chaque
occurrence de z’ est & comprendre en tant que fonction de x. Considérons le cas ou le
changement de variables est infinitésimal, de la forme

2P — 2P =P +5aP(z) avec baP(z) = EP(2)

un champ de vecteurs infinitésimal engendrant la transformation. Nous avons alors en un
point P :

Ox?’

@(ﬂf) = oP, + 048 (),
et inversement :

0xP

W(CUI) = 0Py — 048" (x).

Nous avons ensuite (puisque nous en restons au premier ordre) :

d*a’
dix

= det [(qu + 6qu)pq} = det [e(aqip)pq} — etr[(aqu)pq] =1+ apEp.

En notant simplement b la valeur non variée h({q(x), Ap(z), e, ...) et 8h la quantité dont

b varie pour devenir h((,(x), Ay (2),e,”,...), nous avons alors (au premier ordre)

/Q [(b+8)(1+ 0,27) — pd'z = /Q (86 + b0, |d'z = 0.
Nous obtenons ainsi, en omettant le domaine d’intégration :
/ (5 + 0, (02) | d*e =,

ol 0 est la variation essentielle associée a 8. En se focalisant sur les &P s’annulant au bord
(ainsi que leurs dérivées jusqu’a un ordre suffisant) on a alors

[ [ AJ58 + €562 + 0,02 ' = 0
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Il ne nous reste plus qu’a exprimer les variations essentielles de A, et e,P. C’est chose facile
a partir de

Ap(z) — Ap(a) = %(-ﬂ) Aq(z) = Ap(x) +0Ap(x) avec BAy(x) = —0pE(x)Aq(x),
et
er? (v) — e, (2) = %(:v) e, () = & (x) +0e,f(x) avec e, (x) = 048" (x)e,! (x).

On a donc
/ [[h,A,,](—a,,quq L ZI0,A,) 4 (0,2 e,d — 200,07 + D (th)} v =0,
Tl vient alors :
/ zq( J0,A, — ,0,e,7 + 0, ([0, A,)A, qeap))d‘lx

T / 0 (027 (19 A, = €)' =0,

La deuxiéme intégrale est un terme de bord qui est nul vu que nous nous restreignons aux
&P s’annulant au bord. Nous en déduisons 'identité

10 Ap) 0,4, + €, 05,7 — 0, ([0 AJAq — €,e,7) = 0.

Weyl a, « sans le dire », appliqué le théoréme de Noether, I'identité ci-dessus étant I'identité
de Noether correspondant a I'invariance générale. Lorsque les équations de la matiere sont
vérifiées, il vient alors '3

t%,04e,0 + 0p(t%,e,0) =0 <= 0ptP 4 %,04e,f = 0. (11)

Dans le cadre de la relativité restreinte, en utilisant un systéme global de Minkowski,
I’égalité précédente devient la véritable loi de conservation

OptPd = 0ut" 4 9,9 = 0.

Cette équation exprime que le taux de variation de t°¢ dans le temps, en un point, est égal
au flux du champ de (tri-)vecteurs (#9); a travers une surface infinitésimale renfermant ce
point. En supposant que le flux du champ (/9) ; s’annule a 'infini spatial, et en intégrant
la loi de conservation sur une hypersurface (d’extension infinie) d’équation ¢ = cte, nous
obtenons la conservation on-shell des quantités

PP = /t0pd3x

qui constituent le quadrivecteur énergie-impulsion (E = PY P7). De plus, en utilisant la
symétrie on-shell de t on a

0, (2PE9 — 29€P) = P9 4 2P O, 4T — PP — g9 4P = 0.

13. Lorsque l'on étend naturellement la dérivation covariante aux densités tensorielles, on constate que
(11) équivaut & ¥, forme que 'on retrouve par exemple dans le livre de Schrédinger [4].
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Il vient alors la conservation des quantités
MPY? = / (2Pt% — 297\ By

antisymétriques en p et ¢. Cela revient a la conservation de deux vecteurs d’espace : le
moment cinétique J¢ = eJFMIF et

Cl=MP = / e 403 —t / %d3z = (E)(t) — Pt

ot (E)(t) est le centre d’énergie & l'instant t. Ainsi, la conservation de C! s’interpréte
comme le fait que le centre d’énergie se déplace de maniére rectiligne et uniforme dans
I’espace, sa valeur retenant celle du centre d’énergie a I'instant ¢ = 0.

Appliquons la théorie générale développée ci-dessus a la densité lagrangienne m béatie
précédemment. Avant toute chose, rappelons que si T = (Tp"'qm) est un champ tensoriel
de densité T = (TP, ) alors sous une variation quelconque :

TP 1 1 1
q--- ) _ — D... _ . mp-- _ _ D... _ o ... T
. > =2 or?, — =T 0 = <8T q.. — €TV, de, >

TP, = 5<

Comme I'a fait remarquer Weyl, seule la partie réelle de m contribue dans les équations
du mouvement. Plutét que de raisonner sur m comme il le fait, raisonnons donc sur sa
partie réelle que ’on peut scinder en deux parties :

mtm_ _ 1 (rer _’rp) _1
bty avee b= o (167, - UhE7), b=

La partie h; est directement linéaire en les e P et ne dépend pas de leurs dérivées, ce qui
rend évident sa variation sans effectuer d’intégration par parties :

= < 1
Oh1 = u?,be,” avec uf, = (¢*sa¢7p — q)jpsw).

Pour obtenir la contribution de h; dans la densité d’énergie-impulsion, il suffit de déve-
lopper :

It q o
ey €% Ope,d, s

_ 1/- - _ _
by = u®, . (Beap - eﬁqeapﬁeﬁq) = (u*, — uﬁqe“peﬁq)ﬁeap = (u%, —ue*,)de,f
oll u est la densité scalaire u® 5= ququ. La contribution a la densité d’énergie-impulsion
est donc

o __ .o .o e q — (& (% 9 — 9 _ 11849
4%, =u —ue”, c-a-d. 49, (up ue®,))e, = ul, —ud?, .

A présent, penchons-nous sur hs dont la dépendance dans les el est plus compliquée.
Pour simplifier, Weyl se limite au cas de la relativité restreinte. En utilisant un unique
systéme de Minkowski (ey4) = (ep), il est clair que ha est identiquement nul. Cependant,
b2 ne sera plus identiquement nul, en général, apres avoir fait varier les e P. Toujours sous
cette limitation a la relativité restreinte avec un unique systeme de Minkowski, on a

o o | o o
Sle,ls €%y, Opeyd, s ‘ = ‘Beap,e o Opey? s ‘ +

P §e* q g
e,ls0e%,, Opeyd, s ‘—l—

J PN q o
ea,eq,Bapea,s‘

— e P o® Se 4 g*
= |e, eq,apﬁea,s‘

_ o X o o X o o o
= Ople,ls €%, 0e,7,s ’— ‘6,,603’,6 g 067, 8 ’— ol 0pe®y, 0e,1, s
e P o §e 4 o

o’ €% 0eyt, Ops
— P % 8o 4 o Se 4 o* P o
= Ople,, e, 0e,7, s +‘86d,eq,eu,6ps ’
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Puis :

(o)

P o et q
e €% + eyl €% Opey?, s

q
apea ) S o

=1
7).
€

_ 1/71 -
662:Z<58

Le deuxiéme déterminant est bien siir nul, et puisque € =1 on a
] 1= q oo P o ;
ohy = 1 oe,’, e, e, 0ps®| + divergence.

En éliminant le terme de divergence vu qu’on réalise des variations s’annulant aux bords,
on obtient la contribution ts de ho a I’énergie-impulsion. En particulier, les composantes
de to mélant le temps sont

On a donc t2% =0 et
1 1 1
f201 = 1(8253 — 8352) , f202 = Z(agsl — 6183) s f203 = 1(6182 — 8251),

0

c’est-a-dire fQOj = i(rot s);. A partir de %) = u%) —u = —ujj on tire I’énergie totale

E—p0— /toodsx _ _%/ (qﬂquz,j - q,fjsjq))d?)g; = _%/qﬂsjq,d d*r,

obtenue apres une intégration par parties sur le deuxieme terme dans l'intégrale. On en
déduit que 'opérateur d’énergie d’un spineur libre est

H=1i50;.

A partir de toj = uoj + i(ro‘c s); on tire 'impulsion totale

pi — /tojd?’m _ /uojd3x _ %/(wj — ) de = %/qﬂq),j &,

ol on a utilisé le fait que 'intégrale d’un rotationnel dans un volume pouvait se transformer
en une intégrale de surface. On en déduit que l'opérateur d’impulsion d’un spineur est

S5 1= . .1
p=-V=pe avec p =-0;,
i i

en accord avec l'opérateur habituel d’impulsion en mécanique quantique (Schrodinger).
Enfin, il est facile de vérifier avec des intégrations par parties adaptées que le moment
cinétique total est

T:/qﬁ(fx ﬁ+%§)¢d3x,

et on en déduit 'opérateur moment cinétique

- - 12

On voit apparaitre la contribution du spin interne au spin total, en plus du spin orbital.
Comme le releve Weyl, il est intéressant que la prise en compte de hy, bien que nul en
relativité restreinte dans un systeme de Minkowski, permet de faire apparaitre le spin
interne. En revanche, sa conclusion est étonnante. C’est vrai que la relativité générale
ne fixe pas la métrique a priori puisqu’elle est dynamique. De 1a & en déduire que c’est

uniquement grace a cela que 'on peut faire varier les e P... On pourrait tres bien dire que
¢
P

] =

le tenseur énergie-impulsion se déduit dans tous les cas de la variation « virtuelle » des e
a partir d’une densité lagrangienne généralement covariante.
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§5. Gravitation

Soient P, et Py deux points infiniment voisins de P. Dans un systeme de coordonnées
arbitraire, on a P = (zP), Py = (2P + dzaP), et Py = (2P + d2P). Le transport paralléle
du vecteur PP, le long de PPy produit en Pj un certain vecteur PsP; = (da? + 8dzP)
ou dzP = —I'?  dx?5z". De méme, le transport parallele du vecteur PP le long de PPy
produit en Py un certain vecteur PyPy = (627 + doa”) ot dox? = —I'P dxdz”, et on a

(PPs 4 PsP1)" — (PPq + P4Ps)" = (I, — I?,,)dx8a’.

La non-torsion, soit I'égalité doxP = 0dzP, revient donc a la regle du parallélogramme
infinitésimal, & savoir la coincidence de Py et Ps, point commun que Weyl note P*.

A présent, transportons la tétrade (e,(P)) le long du premier chemin PP4P*. Afin
de rendre les choses plus lisibles, deux points infiniment voisins P et P’ étant donnés,
je vais noter 7 (-,P,P’) lapplication linéaire associant & tout vecteur v en P le vecteur
T (v,P,P’) obtenu par transport parallele de v du point P au point P’. Nous cherchons
donc les vecteurs

T (7 (€a(P),P,Pa), Py, P*) = T((8, + dw,’(P))eg(Pa), Pa, P*)
= (8, + dw,’(P)) 7 (e(Pa), P4, P¥)
= (8,0 + dw,”(P)) (85" + 8exY (Pa) ey (P*)
= ey (P") (375 — do" (d))(ﬁﬁu—dw%(P))

olt 00%(Pg) = %, (Pa)dz? et dw’;(P) = %, (P)daP. De fagon plus compacte, nous
obtenons en P* la tétrade

el = e(P*) - (1 —3Q(Py))(1 — d(P)).

Le transport de la tétrade (ey(P)) le long du deuxiéme chemin PPzP* donne quant a lui
la tétrade

e® = e(P*) - (1 — dQ(P3))(1 — 3Q(P)).
La différence résultant entre les deux tétrades est donc
e® —eld = e(P*). Q
avec

Q= (1 —dQ(Ps))(1 —8Q(P)) — (1 - 8Q(Pa))(1 — d(P))
= [59(Py) = 8Q(P)| — [d2(P5) — dUP)] + d2(P5)5(P) — 82(Py)dS2(P)

En définissant les matrices 2, = (maﬁp)ag on a alors au second ordre
Q = QpedaPdx? = % QpgAzP? ou  AzP? = dzPdx? — daPdx?
est I’élément de surface et Q,, la matrice
Qpg = 0pflq — 0gfp + 202y — QglYy,

antisymétrique sous I’échange de p et q. Considérons plus généralement un vecteur v =
v*ey(P) en P. En le transportant parallelement le long du chemin PP;P* (resp. PPsP*),
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nous obtenons en P* le vecteur v(@ = v“ec(xd) (resp. v(®) = v“ec(f)). La différence entre v(

et v(@ est donc

5)

1 * 1 o *
v® _ (@) = 5 Q%vPe, (P) = 5 (Qpa) sAzPivPe, (P).

Or, par définition, c’est la courbure de Riemann qui évalue cette différence. La relation
ci-dessus revient a la donnée du tenseur de Riemann dans un systeme mixte :

1 o * o o
v©® _ () — §R g P AzPle, (P*) = R apg = (Qpg)*s -

Ce tenseur s’écrit plus traditionnellement dans la base naturelle :

Rrqu = 6ocreﬁsl%mfﬁpq = earegs(QPQ)aB .

Apres quelques calculs, on retrouve bien la formule habituelle
R, = 0pl" g — 01", + 17,1 — T, T, -
Le tenseur de Ricci a pour composantes
qu = Rrsrq = eareﬁs(qu)aﬁ :
La courbure scalaire est donc
R =RY, = e/ eP(Qpq)% = €,/ e? (0,0%, — 040%, + %0 g, — 0%,

= eapeﬁq(apmaﬁq — 0,0%,) + w“wof{% — m“YBmYBa

= (e,"eg” — e,eg”) 0,0%, + w“YawYBB — w“YBwYBa.

En notant ~ une égalité vraie a une divergence pres, la contribution du premier terme
dans la densité de courbure scalaire est
Po 4 _ o dp P B~ Po 4 _ o Gy P)yoB
(e.feg” — e,7eg”) 0p00™ ) =~ —0p(efeg” — e, 75" 0™

~ — 8peapw°‘% —ep apeﬁ%uﬁq + 8peaqegpm°‘ﬁq + 6,,%”@“5&

1
~ 28peﬁpw°‘ﬁa + - leg, ea]qwaﬁq

1
~ - <2°3YQYC‘)°@0¢ + (0 — mYBa)w“BY)

2
~ Y Y
~ - ((o vaaﬁu +w aﬁwuﬁY).
La courbure scalaire R est donc donnée par

R~ wYBYw“Ba + wYan“BY :

Une densité lagrangienne étant définie a une divergence pres, on peut prendre pour densité
lagrangienne de gravitation la quantité g donnée par

£eg = wYBYoﬁ‘Ba + (oYaB(o“BY :

La courbure scalaire R est — comme son nom l'indique — un scalaire. En lui retranchant
une divergence, la quantité restante € n’est plus un scalaire. Cependant, c’est un scalaire
effectif au sens variationnel. Son avantage réside dans le fait qu’il dépend des el et de
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leurs dérivées premieéres mais pas de leurs dérivées secondes. Finalement, les équations
gravitationnelles résulteront de la variation de I'action totale

/ (g+xb)d*z

ol % est une constante. Ces équations sont
[9,e.l] + xt®, = 0.

La quantité g est une certaine fonction g(e,?, 04e,”) qui dépend des coordonnées au travers
des grandeurs dynamiques. Autrement dit, g ne dépend pas explicitement des coordonnées :

g(ef(x), 04e,P(x)) reste alors invariant sous toute « translation rigide »

P — P 4 &P (2P = &P constant),
el (x) — ef(x) (de,f =0).

o

En effet, les 8zP étant constants, 5 commute avec les dérivées partielles et on a

0 0g de,? = 08 5ery 98 55er .

by = —% gep
8= 362 %% T ot des el

A ce type de variation est associée la variation essentielle
Se P = e P _ ¥4 P _— %4 p
de,l =def —E104e,F = —E104e,P.
Nous avons alors

0= dg = g + £P 0,9

D’ou
_ 69 Sp P ag Sp P P
0= o7 oe,l + der’ s 040e,f + 2P 0,9
_ 0g -

= [g’eap]geap + 6Q< p 86ap> + Ep 6179
Oea q

—zPlo (39 ag d.e.’ N9,e 9| =

- E q pg - de.” pCo + [g’ €y ] pCo | = 0.
o 7q

Ceci étant vrai pour tout &P, il vient
6qnqp + [g’ eaq] apeaq = 0’
ol on a introduit

Og
de,”

u‘7q

T

v?, = 5%, — Dy

Si les équations gravitationnelles sont vérifiées alors on a

q
Ogb

[ — xtgOpe, T = 0.

Si, de plus, les équations de la matiére sont vérifiées alors la loi (11) nous donne

0g0?, + %0417, = 0,
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c’est-a-dire
0q (0, +xt)) = 0.

C’est une loi de conservation dans laquelle v?, peut étre pensée comme une densité
d’énergie-impulsion du champ gravitationnel 4. Cependant, elle dérive d’une quantité qui
n’est pas une densité scalaire et n’est donc pas une densité tensorielle contrairement a t7,.
En particulier, comme g peut s’exprimer exclusivement en fonction de la métrique et de
ses dérivées premieres, tout comme v, un changement de coordonnées judicieux peut per-
mettre d’annuler v en un point arbitraire. Il est donc impossible d’interpréter absolument
v comme la densité d’énergie-impulsion du champ gravitationnel.

Remarque. L’invariance de g utilisée revient au fait que g, qui ne préserve
pas sa forme sous un changement de coordonnées quelconque, la préserve néan-
moins sous un changement x? — 2P = 2P + EP avec £P constant. Autrement
dit, le groupe d’invariance générale de la densité scalaire a été réduit au groupe
des translations rigides en passant a g.
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14. Cette loi est dérivée sans faire appel & 'invariance de dans les livres de Schrodinger [4] et d’Edding-
ton [6], par exemple. Ces derniers partent de la loi (11) et utilisent les équations gravitationnelles pour
transformer son second terme.
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