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anglaise publiée chez Dover [Theory of Relativity, W. Pauli, Dover Publica-

tions, New-York, 1981 (non abridged and unaltered republication of the En-
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maniere conforme a 'original en allemand dans : Relativitdtstheorie, W.Pauli,
Springer,Berlin, 2000] de I’Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften.
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pages avec les symboles usuels T, 1, § etc.

Les notes entre crochets, comme [1], renvoient & des annotations courtes
que nous avons ajoutées dans la marge. Ces notes sont d’ordre typographique
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de certaines parties. Ces commentaires sont rassemblés en fin de chapitre, apres
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la ré-édition. Les notes de bas de page, numéros de pages ou d’équations qui
apparaissent en bleu correspondent a des liens hypertextes “cliquables”, alors
que ce qui est en noir correspond a des numérotations du texte original.






Partie V. Théories sur la nature des
particules élémentaires chargées

63. L’électron et la théorie de la relativité restreinte

Pendant longtemps, des efforts ont été faits pour obtenir toutes les proprié-
tés mécaniques de 1’électron a partir de principes électromagnétiques. Dans un
tel cas, I’équation de mouvement

dG

— =K 463
7 (463)
(ot G = moment de I’électron !, K = force extérieure) est interprétée comme
suit > : on postule tout d’abord que toutes les forces agissant sur ’électron

sont d’origine électromagnétique, c’est-a-dire qu’elles sont données par l'ex-
pression de Lorentz (212a) 2/ ensuite que la force totale agissant sur un

électron doit toujours s’annuler,

1
/p [E+ (v/\H)} v =0, (464)
c
[ ou l'intégration porte sur le volume de I’électron. Cette force totale
peut étre séparée en deux termes. L’un est la force due au champ extérieur

1
/p [Eext +=(vA Hext)] dV =K

qui agit dans le membre de droite de (463). L’autre est la force exercée par
I’électron sur lui-méme, que ’on peut rendre égale a

int 1 int _ dG

/p[E +-(vAH )] av=-"2.
Dans cette expression, G est interprété comme le moment électromagnétique
du champ propre de I’électron. Pour des accélérations pas trop importantes
(mouvement quasi-stationnaire), il peut étre considéré comme le moment cor-
respondant & un mouvement uniforme de 1’électron avec la vitesse instantanée
correspondante. Il dépend bien siir de la distribution de charge a I'intérieur de

I’électron.

L’hypothese la plus naturelle qui se présentait était celle d’un électron
parfaitement rigide. Une telle théorie a été élaborée de maniere compléte par

3T4Cf. note de bas de page 4, p. 1, H. A. Lorentz, ibid., § 21.

p. 184 (p. 749)

Mplutst que
I'emploi du terme
quantité de
mouvement, on
adhere a la forme
anglaise

« moment ».
2(215) dans
|'édition allemande,
corrigé dans la
traduction anglaise.

(p. 750)
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Abraham *™°. Cependant, en 1904, H. A. Lorentz >’ a montré que les déduc-
tions que l'on pouvait tirer de la dépendance en fonction de la vitesse du
moment de ’électron ne seraient en accord avec le principe de relativité que si
I’on suppose qu’'une contraction de 1’électron opére dans la direction du mou-
vement, dans un rapport v/1 — 32 : 1. Et Einstein 37" a ensuite montré

que les dépendances de la masse (), de I’énergie et du moment en fonction de
la vitesse découlent du seul principe de relativité, sans recours a d’autres hy-
potheses sur la nature de I’électron (cf. § 29). Par conséquent, en retour, on ne
peut déduire d’observations sur le changement de masse aucune information
sur la nature de ’électron.

Il est cependant facile de voir que le principe de relativité doit nécessai-
rement conduire & I'existence d’une énergie de nature autre qu’électromagné-
tique pour I’électron, du moins tant que la théorie de Maxwell-Lorentz est
retenue. Cela a tout d’abord été remarqué par Abraham *®. Supposons dans
un premier temps que la distribution de charge dans un électron stationnaire
soit a symétrie sphérique. On obtient alors 1’énergie et le moment d’un élec-
tron en mouvement par (351), si ces quantités sont bien d’origine
électromagnétique et données par les expressions de Maxwell-Lorentz,

3(Eo/c?) Eo(1 + zu?/c?)

Yo T W

Si ces expressions représentaient bien I’énergie totale et le moment, nous au-
rions, & partir de (317), (318),

dG
E = . dt = d
f (G )= (055 ) 2o
Ce n’est toutefois pas le cas. L’intégrale dans le terme de droite prend en effet
la valeur

(351)

15,
V11— 32
Si, au contraire de I’énergie, le moment est supposé de nature purement élec-

tromagnétique, les énergies totales, Ey et E, respectivement d’un électron
stationnaire et en mouvement, ainsi que sa masse au repos, deviennent

-+ const.

Ey _ EO 4 Eo

— 0 Ey=2%E), my=—

E= 3
La masse au repos mg est ici définie par

(465)

. mou
V1B

Ces relations sont en accord avec le théoreme de l'inertie de ’énergie, comme
il est requis (on a fixé la constante additive dans E de maniére & se conformer
a ce théoreéme). L’énergie totale de [’électron stationnaire est alors égale aux
quatre tiers de son énergie électromagnétique telle que donnée par Lorentz.

3T5M. Abraham, Ann. Phys., Lpz., 10 (1903) 105. Voir aussi la note de bas de page 4, p. 1,
H. A. Lorentz, ibid., § 21.

3T6Cf. note de bas de page 10, p. 2, Versl. gewone Vergad. Akad. loc. cit.

3TTCf. note de bas de page 12, p. 2, ibid., § 10.

STM. Abraham, Phys. Z., 5 (1904) 576 : Theorie der Elektrizitdt, Vol. 2, (1st edn., Leipzig
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Il semblerait alors que ’électron rigide de la théorie « absolue » soit com-
patible avec une représentation purement électromagnétique du monde (ou
plutdt, avec la représentation particuliere du monde fondée sur le théorie de
Maxwell-Lorentz), au contraire de ’électron [@ tel que demandé par la
théorie de la relativité. Mais cela n’est pas correct pour la raison suivante :
I’hypothese d’un électron rigide est un concept totalement étranger a I’électro-
dynamique. Sans elle, nous n’aurions pas eu seulement & postuler que la force
totale (464) agissant sur I’électron devait s’annuler, mais plutét que c’est la
cas pour la force agissant sur chaque point individuel,

p{E+1(V/\H)}:O.

Il est clair quune charge stationnaire (v = 0) [Page]] est incompatible
avec ce postulat, car il en résulterait p = 0 (notons que divE = p). Ainsi,
lélectrodynamique de Mazwell-Lorentz apparait totalement incompatible avec
Uexistence de charges, sauf d la compléter par des éléments théoriques qui lui
sont étrangers. D’un point de vue purement électromagnétique 1’électron de
la théorie « absolue » n’est ainsi vraiment pas plus satisfaisant que celui de
la relativité. En tout état de cause, il sera nécessaire d’introduire des forces
qui équilibrent les forces répulsives de Coulomb de la charge de 1’électron sur
elle-méme. De telles forces ne peuvent pas résulter de 1’électrodynamique de
Maxwell-Lorentz. Poincaré 3™ a déja reconnu cette nécessité et a introduit de
maniere purement formelle une pression scalaire de cohésion, p, sur la nature de
laquelle il n’a fait aucune affirmation. D’un point de vue général, le probléme
de I'électron doit étre formulé de la maniere suivante : le tenseur énergie-
impulsion S;; de I'électrodynamique de Maxwell-Lorentz doit étre complété
par des termes additionnels afin que les lois de conservation

oTF
oxk

0 (341)

pour le tenseur énergie-impulsion total deviennent compatible avec ’existence
de charges. Ces termes additionnels vont certainement dépendre de quantités
physiques déterminées de manieére causale par des équations différentielles.
(Dans le § 42, nous avons posé I’« Ansatz » phénoménologique pou;uj pour le
tenseur énergie d’un électron isolé.) Nous discuterons dans les §§ 65 et 66 de
I’ampleur des modifications a apporter a cette formulation en théorie générale
de la relativité.

Nous sommes maintenant en mesure de répondre a un point litigieux sou-
levé par Ehrenfest **” : un mouvement de translation uniforme en I’absence de
force est-il possible dans toute direction pour un électron qui, méme au repos,
ne serait pas de symétrie sphérique. Dans un tel cas, le moment électroma-
gnétique de I’électron en mouvement ne serait pas toujours dans la direction
de sa vitesse et les forces électromagnétiques exerceraient alors un couple sur
’électron. Laue®! a remarqué que cette situation est parfaitement analogue
a celle de l'expérience de Trouton et Noble. Dans cette expérience, le couple

1905), p. 205.

3T9Cf. note de bas de page 11, p. 2, R.C. Circ. mat. Palermo., loc. cit.

380p_ Ehrenfest, Ann. Phys., Lpz.., 23 (1907) 204 : remarques & ce propos par A. Einstein,
Ann. Phys., Lpz., 23 (1907) 206.

381Cf. note de bas de page 240, p. 129, ibid.

p. 186

(p. 752)
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électromagnétique est compensé par un couple engendré par le [Page ]| cou- p. 187

 ——

rant d’énergie élastique @), Dans notre cas, 1'effet de compensation est dii de
manieére analogue a un courant d’énergie représenté par les termes addition-

(p.753) nels dans le [@ tenseur énergie impulsion mentionnés précédemment.
L’introduction de tels termes additionnels devient nécessaire non seulement
dans le cas de ’électron en mouvement, mais également dans celui de ’élec-
tron stationnaire. Il doit donc étre répondu par l'affirmative a la question
d’Ehrenfest.

Nous devons encore discuter des dimensions de 1’électron, tant du point
de vue théorique envisagé ci-dessus que du point de vue expérimental. Exzpéri-
mentalement, on sait avec un degré de probabilité élevé qu’en derniere analyse
toute forme de matiére consiste en noyaux d’hydrogene et en électrons. Na-
turellement, toutes les affirmations précédentes da propos de l’électron valent
également pour le noyau d’hydrogéne. L’expérience nous a seulement enseigné
que les dimensions de ces particules sont certainement inférieures a 10~ 13cm.
En d’autres termes, pour ce qui concerne les forces qu’elles exercent 1’'une sur
I’autre, deux telles particules se comporteront & distance pratiquement comme
des charges ponctuelles. I’éventualité que les dimensions de ces particules soit
bien plus petite que 10~ '3cm n’est jusqu’a présent pas exclue par les expé-
riences réalisées. Théoriquement, du point de vue de Lorentz, des affirmations
définitives ne peuvent étre faites que de la maniére suivante : une sphere de
rayon a chargée uniformément en surface a pour énergie

E=—
8ma
ou e est la charge totale, mesurée en unités de Heaviside. Il résulte de (465)
que

e? e?

m (466)

0= 6racz” * 7 6mmoc?’
Une modification de la distribution de charge ne changerait que le facteur nu-
mérique, mais pas ’ordre de grandeur de a. La valeur de a est obtenue a partir
de celles, connues, des masses au repos de I’électron et du noyau d’hydrogene.
Pour le premier, le rayon a est de I'ordre de 10~"3cm et pour le second environ
1800 fois plus petit, en rapport avec sa masse plus importante. Mais il faut
remarquer que cette considération repose sur des fondements théoriques tres
fragiles. En effet, elle est fondée comme nous 'avons vu sur les hypotheéses
suivantes :

1. La distribution de charges d’un électron au repos (noyau d’hydrogene) est
a symétrie sphérique.

2. Le moment total d'un électron en mouvement (noyau d’hydrogeéne) est
donné par I'expression

G—i/E/\HdV

de la théorie de Maxwell-Lorentz ; celle-ci est donc supposée également
valable pour les concentrations les plus extrémes de charges et de champs.

(p.754) [Page 7] La seconde hypothése en particulier apparait douteuse. En au-

cune maniere les données expérimentales disponibles a ce jour ne donnent une
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p. 188 base empirique [[Page ]| aux dimensions ainsi calculées, en particulier pour

Paffirmation théorique que le rayon du noyau d’hydrogeéne doive étre signifi-
cativement plus petit que celui de 1’électron **’Sur ce point, on ne peut pas
étre en accord avec le point de vue présenté dans le livre de M. Born, Die
Relativititstheorie Einsteins (Berlin 1920), p. 192. ).

64. La théorie de Mie

La premiere tentative pour construire une théorie susceptible de tenir
compte de I'existence de particules élémentaires chargées électriquement a été
élaborée par Mie?®3. 1l s’est proposé de généraliser les équations de champ
et le tenseur énergie-impulsion de la théorie de Maxwell-Lorentz de sorte que
d’une part les forces répulsives de Coulomb a l'intérieur des particules élémen-
taires chargées soient maintenues en équilibre par d’autres forces, également
de nature électrique, et d’autre part que les déviations a 1’électrodynamique
ordinaire restent indétectables dans les régions hors des particules.

Mie conserve le premier groupe d’équations de Maxwell

OFy,  OF;  0Fy
= = 2
oxt ~ OzF Ozt 0 (203)
duquel découle I'existence d’un quadripotentiel,
I 0¢;
Fp =" — 206
R (206)

(cf. § 28). De plus la quadridensité de courant (3 devra satisfaire 'équation de
continuité

dsk
Il s’ensuit Pexistence d’un tenseur de type surface de rang 2, H* = —H",
satisfaisant 1’équation

Ici, H* réunit les deux vecteurs D et H, tout comme Fj; réunit les vecteurs
E et B®. On voit ainsi que pour H* = F* les équations se réduisent a
celles de I’électrodynamique ordinaire et qu’elles sont formellement conformes
a celles de I’électrodynamique phénoménologique des corps pondérables.
Maintenant cependant, les lois du champ acquiérent un nouveau
contenu physique en vertu de ’hypothése suivante, décisive : Les vecteurs H™*

et s doivent étre des fonctions universelles de Fy, et ¢;, 4
Hik = ’LLZk-(F,SO), sk = Uk(Fv(P) (4673‘)

[Page 7] Les six premiéres relations different essentiellement de celles de I’élec-

382391,

383G, Mie, ‘Grundlagen einer Theorie des Materie’, Ann. Phys. Lpz., 37 (1912) 511; 39
(1912) ;40 (1913) 1. Cf. aussi la version par M. Born, Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, (1914) 23,
qui met en évidence ’analogie entre la démonstration de la loi de ’énergie-impulsion a partir
du principe variationnel de la théorie de Mie et la démonsration de la loi de conservation de

BIPauli note s* le
4—courant
maintenant noté j*

en général.

(p.755)

[“ILa version
allemande ne
présente pas de
caractéres gras dans
les arguments des
fonctions, mais dans
la version anglaise
que nous reprenons
ici les indices du
second membre ne
sont pas des indices
tensoriels covariants
mais des labels.

p- 189
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trodynamique phénoménologique en ce que H* dépend aussi explicitement de
;. Dans la théorie de Mie, ce n’est pas seulement la différence de potentiel,
mais le potentiel dans ’absolu qui acquiert une signification réelle. Les équa-
tions ne restent pas inchangées si I’on remplace ¢ par ¢ + const. Nous verrons
plus tard que cette particularité de la théorie de Mie conduit a de sérieuses
difficultés (®).

Les quatre derniéres équations (467a) sont essentielles pour 'existence des
particules matérielles (électron et noyau d’hydrogene) et les lois de leur mou-
vement (%), Mie dénomme, plus ou moins arbitrairement, pi et Fy “grandeurs
d’intensité” et s¥ et H'* “grandeurs de quantité”.

Au moyen de (467a), pas moins de dix fonctions universelles sont intro-
duites dans la théorie. Cependant, comme Mie I’a trouvé, le principe de 1’éner-
gie apporte une grande simplification qui permet de réduire les dix fonctions
universelles inconnues a une seule. En effet on voit qu’une équation de la forme

aavz/-kdivS:O

(W = densité d’énergie, S = courant d’énergie)

51(457) dans la ne peut étre déduite de (206) et (467)1°! | que lorsqu’il existe un invariant
version anglaise par [,(F,¢) (principalement vis-a-vis du groupe de Lorentz (7)) duquel H* et s

erreur que ne . A c(rs . .
4 puissent étre obtenus par différentiation,
comporte pas la

version originale. . oL . 1 0L
Hik — , st=—2 , (468)
0Fy; 2 0p;

de sorte que (®
OL = H*§Fy, — 25'6¢;. (468a)

Un calcul simple montre ensuite que I’équation (467) découle du principe d’ac-
tion

5/Ldz:o, (469)

si la variation remplit les conditions (206) pour le champ objet de la variation.
On peut faire un certain nombre d’affirmations générales sur I'invariant L,
qui est souvent appelé fonction d’univers. En premier lieu, les seuls invariants
indépendants que l'on peut former a partir du tenseur de type surface QQN
PEUT FAIRE UN COMMENTAIRE SUR TENSEUR DE TYPE SURFACE, DE VOLUME
(p.756) ETC 7 Fj, et du vecteur ; sont les suivants : [Eage
(1) Le carré du tenseur Fj : %FZ;CF”C
(2) Le carré du vecteur ¢; : @;¢°.
(3) Le carré du vecteur Fo* : FipsFp".
(4) Le carré du vecteur {Z‘Pk ou, ce qui revient au méme, le carré du tenseur
de type volume Fip; + Fiipr + Fripi.

La fonction L doit s’exprimer a partir de ces quatre invariants. *3*Voir note

I’énergie a partir du principe d’Hamilton en mécanique ordinaire. Voir aussi H. Weyl, Raum-

Zeit-Materie (1ére édition, 1918) § 25, p. 165; (3eme édition, 1920) § 25, p. 175.
384
T
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supplémentaire 20 (p. 27). Si L est égal au premier de ces invariants, les équa-
p. 190 tions de la théorie de Mie dégénerent en les équations ordinaires de
la théorie de I’électron pour 'espace libre de charges. Ainsi, L ne peut étre si-
gnificativement différent de %szF’k qu’a lintérieur des particules matérielles.
On ne peut rien dire de plus de la fonction d’univers L, on ne peut pas limiter
les possibilités au point d’étre en mesure de définir une fonction d’univers sans
ambiguité. Au contraire il reste une variété infinie de possibilités. (%l
On doit ensuite déterminer le tenseur énergie-impulsion T}, comme fonc- due a Pauli.
tion des champs. Hilbert >*° et Weyl **¢ ont montré que les calculs correspon-
dants peuvent étre considérablement simplifiés en écrivant les équations du
champ de Mie dans le formalisme de la théorie générale de la relativité et
en utilisant ensuite la méthode de variation des g;; qui a été introduite au
§ 55. Alors seulement, les connexions formelles deviennent clairement appa-
rentes. Nous avons préparé le terrain pour cela dans notre choix de notations
dans les formules précédentes et différons en cela de Mie qui a bien entendu
basé ses articles de 1912 et 1913 sur la théorie de la relativité restreinte. Tout
d’abord, tout comme dans le cas de ’électrodynamique ordinaire traitée au
§ 54, 'ensemble d’équations (203), (208) reste valable aussi pour un champ G

61 "insistance est ici

arbitrairel”). En revanche, (197) et (467) doivent étre remplacées par ™Un champ de
' gravitation.
0s'
=0 (197a)
5= ——. 467b
Dk (467D)

Comme cela a été remarqué par Weyl, les “grandeurs de quantité” apparaissent
ici comme des densités tensorielles (i.e. multipliées par /—g), alors que les
“grandeurs d’intensité” restent des tenseurs ordinaires. De méme, les relations
(468), (468a) et le principe d’Hamilton (469) restent valables et ce dernier
peut bien entendu s’écrire également sous la forme

5 / Ldz = 0. (469a)

[Page I] Pour obtenir le tenseur énergie Ty, on doit simplement déterminer la (p.757)
variation de la fonction d’action obtenue en variant le champ G. Comme dans

ce cas L est indépendant des dérivées des g;i, la relation suivante est valable

si le champ électromagnétique est maintenu constant,

68 = Tipbg™
de sorte que

2 Lgw, T = g™ — ZLs*. 470
gt~ 3 -9 ag? "3 (470)

Ty, =

Si d’autre part on substitue dans I'expression générale

oL

L= :
0 agzk

(Sg“c + H*§Fy, — 25’5@-

[Page ]| résultant de (468a),une variation des champs produite par une trans- p. 191

formation infinitésimale de coordonnées (comme celle donnée parl®) (163)°], ®Les numéros de
formule qui ne sont
pas en hypertexte
renvoient aux
parties | a IV de la
monographie, elles
sont rappelées en
marge.

Olgqt = ¢ 28 g7

ox™”
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(164)119 § L doit s’annuler identiquement. En d’autres termes,

5 o ( oL
oxk agir

g* — H"FE, + sktpi> =0,

qui n’est possible que si la parenthése s’annule identiquement. Finalement en

(11 Coquille d'indices substituant la valeur de (9L/9g™)g™ ] dans (470) on obtient
dans I'édition

allemande, corrigée
dans I'édition

1
T = HMFy, — sbg; — §L5ik- (470a)

anglaise mais qui
introduit alors une Il suit de ce calcul que les composantes covariantes correspondantes T;; sont
erreur de position gy étriques. Sur la base des résultats du § 55, la loi de 1’énergie-impulsion est

des indices que nous
corrigeons.

(121,

a2y’

une conséquence des équations du champ (9. En I’absence de champ gravita-
tionnel cette loi prend la forme

oT;*
ook = 0, (341)

alors qu’elle en présence de champ gravitationnel elle devient,

oTF  1_ 09"
5k 5% g = O (341a)

L’expression (470a) pour le tenseur énergie-impulsion est identique a celle
obtenue par Mie par un calcul direct.

Considérons maintenant une nouvelle fois le probléme des lois du mouve-
ment et celui de l'existence des particules matérielles. En électrodynamique
ordinaire, l'intensité du champ électrique est définie comme la force agissant
sur une charge (au repos). Dans la théorie de Mie cette conception simple de
I'intensité du champ ne s’applique plus a I'intérieur d’une particule matérielle.
En effet, la force pondéromotrice est partout égale a zéro. Cependant la si-

(p.758) gnification pratique de charge totale d’une particule subsiste ‘ . Pour
cela considérons une particule chargée dans un champ extérieur. Dans ce cas,
il découle de (341) que (10

d
— /Tﬁ dat da? da® = —/(ﬂknk) do. (i,k=1,2,3)
X

(ng = vecteur unitaire normal a la surface)

La seconde intégrale est prise sur une surface suffisamment éloignée de la
particule matérielle. Comme I’électrodynamique ordinaire est valable sur cette
surface, 'intégrale de surface y a la méme valeur qu’ici, i.e. elle représente la
force de Lorentz. Nous avons donc donné un fondement électrodynamique a

dt

5 = B I’équation de mouvement (210)!'? d’un électron dans le contexte de la théorie

de Mie. Dans le méme temps, on voit qu’en accord avec le théoréme de l'inertie
de I'énergie, la masse au repos de la particule matérielle est déterminée par

E
mo = 0—20 = —/T44 dazt dz? da?. (471)

p. 192 [Page ]| en accord avec le théoreme de l'inertie de I’énergie. Pour Tx*, on doit

3%‘5Cf. note de bas de page 99, p. 63, ibid., L.
S85H. Weyl, Raum-Zeit-Materie (1ere édition, 1918), p. 184 et seq.;(3éme édition, 1920),

[10] 6aik —

ek ik
Gora’ )
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remplacer I'expression obtenue a 'aide de (470).

Mie suppose que le champ d’un électron au repos est statique et a symétrie
sphérique. Comme cela a été expliqué a la section précédente, cette derniere
hypothese n’est pas justifiée par les faits expérimentaux seuls, mais s’impose
pour sa simplicité. Nous aurons donc a chercher les solutions des équations
du champ qui sont régulieres partout — pour r = 0 aussi bien que pour r =
o0o. Une fonction d’univers qui corresponde a la réalité devra conduire a une
unique solution pour chaque type d’électricité MV, Il n’a pas été possible jusqu’a
présent de proposer une fonction d’univers qui satisfasse cette condition. Au
contraire, les fonctions d’essai pour L discutées jusqu’a présent conduisent & la
conclusion, en contradiction avec I'expérience, que des particules élémentaires
avec des valeurs arbitraires de la charge totale peuvent exister. Ceci en soi
n’est pas une raison suffisante pour abandonner la théorie de Mie car il n’a
pas été prouvé qu’il ne pouvait pas exister de fonction d’univers compatible
avec 'existence de certaines particules élémentaires déterminées.

Une difficulté bien plus sérieuse nous semble-t-il est due & un fait déja
remarqué par Mie. Une fois qu’on a trouvé une solution pour le potentiel élec-
trostatique ¢ pour une particule matérielle d’un type requis, ¢+ const. ne peut
pas étre une autre solution, parce que les lois du champ de Mie contiennent
la valeur elle-méme du potentiel. Une particule matérielle ne peut donc pas
exister dans un potentiel externe constant. Ceci nous semble-t-il constitue un
argument de poids & 'encontre de la théorie de Mie. Dans les théories
que nous allons discuter dans les sections suivantes, on ne rencontrera pas ce
type de difficulté.

Une tentative de Weyl doit étre mentionnée ici, dans laquelle il essaie de
rendre compréhensible 'asymétrie des deux formes d’électricité du point de
vue de la théorie de Mie **"Voir note supplémentaire 21 (p. 27). . Si la fonction
d’univers L n’est pas une fonction rationnelle de \/—;©?, on peut poser [13]

1 - , ,
L= iFikFlk + w(+/—pip?) pour @' <0, pq >0

et
1

L= 3 W F* o w(—y/—pipl)  pour it <0, o4 <0
ou w est une fonction non paire quelconque. Dans le cas statique, les équations
du champ ne resteront pas invariantes dans ’échange de ¢ en —¢p (électricité
positive et négative). En toute généralité, si L est une fonction multivaluée des
quatre invariants fondamentaux indiqués plus haut, il est possible de choisir
I’'une de ses branches comme fonction d’univers pour 1’électricité positive et

une autre pour 1’électricité négative. Nous reviendrons sur cette possibilité au
§ 67.

65. La théorie de Weyl ***Voir note supplémentaire 22 (p. 27).

Dans une série d’articles, Weyl**” a développé une théorie extrémement

profonde, fondée sur une généralisation de la géométrie de Riemann et [Page ]
 —

N

p- 199.

387
388

389, Weyl, S.B. preuss. Akad. Wiss. (1918) 465 ; Math. Z. 2 (1918) 384 ; Ann. Phys., Lpz.,

(p-759)

(131Une erreur de
signe et |'absence de
condition sur 4
dans la version
allemande ont été
corrigées lors de la
traduction anglaise.
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qui affirme ramener tous les phénomeénes physiques en termes de gravitation et
d’électromagnétisme et cela en dernier ressort en termes de métrique d’Univers.
La structure de base de cette théorie et les résultats obtenus a ce jour seront
discutés a cet endroit parce que la théorie a aussi certaines affirmations sur la
nature des particules matérielles.

() Géométrie infinitésimale pure. Invariance de jauge (12) Le passage de la
géométrie euclidienne a la géométrie riemanienne a été vu dans la partie 11
comme réalisé en relaxant I’hypothese que le transport de la direction d’un
vecteur d’'un point P & un point P’ est indépendant du chemin suivi. Weyl
franchit un pas de plus en autorisant une dépendance en fonction du chemin
du transport de longueur. Il sera donc uniquement possible de comparer des
longueurs mesurées en un méme point de I’espace, mais pas en des points dif-
férents. En d’autres termes, on peut seulement déterminer des relations entre
les g;i. grace & des mesures, mais pas les quantités elles-mémes. Supposons tout
d’abord des valeurs arbitraires (continues) absolues pour les g;; et définissons

ds® = g;, dz’ da®

comme le carré de la longueur d’une régle, ol les dz’ sont les dif-
férences entre les coordonnées de ses points extrémes. (Par souci de brieveté,
nous parlons ici et dans ce qui suit en termes de regles, mais les mémes argu-
ments s’appliquent bien siir a la période d’une horloge dans le cas d’un élément
de longueur du genre temps). Si maintenant la regle est déplacée le long d’une
courbe déterminée ' = 2°(t) d'un point P(t) & un point P’'(t + dt), le carré
de la longueur ds? = [ sera alors changé. Nous allons admettre comme axiome
qu’il sera toujours changé d’une fraction définie de [,

dt =— dy (472)

dt dt
ol ¢ est une certaine fonction de ¢ et est indépendante de . On introduit
comme second axiome que dy/ dt dépend uniquement des dérivées premieres
des coordonnées, dz'/dt. Comme de plus 1’équation (472) doit étre valable
pour un choix arbitraire du parametre ¢, dp/ dt doit étre une fonction homo-
géne du premier degré des dx'/dt. Cette fonction peut étre spécifiée davan-
tage au moyen du concept de transport parallele qui a été discuté au § 14.
Ce concept vy a été défini par deux conditions : la premiere affirmait que les
composantes d’un vecteur resteraient inchangées pour un transport parallele
infinitésimal dans un référentiel convenablement choisi, 1a ou la seconde expri-
mait le fait que la longueur d’un vecteur resterait inaltérée durant le transport
parallele. La premiere hypothese peut étre retenue inchangée; elle conduit a
Iexpression (64) pour le changement des composantes du vecteur,

det R
e B (i 64
dt dt ¢ (64)
avec
I, =T, (65)

[Page ]| La seconde hypothese en revanche perd son sens ici, parce que les
 ——
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longeurs de deux vecteurs en des points différents ne peuvent plus étre com-
parées. A sa place, cette hypotheése doit étre remplacée par la condition que
les longueurs doivent changer selon (472),

d . d . o d
Z(gu€'eh) = —(6€") = —gu€'¢" =, (473)

pour un déplacement parallele. En substituant (64), il s’ensuit tout d’abord
que dp/ dt doit étre une forme linéaire de dz'/ dt,

do = p; dz’. (474)

[Page 7] Le déplacement parallele est possible uniquement & cette condition.
De plus, de

Dirs = gikrkr& Firs = gikrkr& (66)
on déduit que
8 .
ai: + GirPs = Pirs + Fris‘ (475)

Les composantes géodésiques de la géométrie de Weyl sont donc différentes
de celles de Riemann. Nous noterons toujours a l'aide d’une astérisque les
expressions de la géométrie riemannienne (13). Elles reviennent & celles de la
géométrie de Weyl lorsque ¢; = 0 ') Ainsi, si les quantités (69)[15} sont notées
I'*;rs, alors

Lirs =T5s + %(gir@s + Gisor — grs@i)- (476)
On a fixé les valeurs absolues de g;. complétement arbitrairement. A la place
du jeu de valeurs g;x, on aurait tout aussi bien pu utiliser ’ensemble de valeurs
Agik, ou A est une fonction arbitraire de la position. Tous les éléments de
longueur auraient dans ce cas dii étre multipliés par A\ et a cause de (472),
nous aurions trouvé ’ensemble de valeurs

oA 1OA
QOZ 6.%'1 _SOZ /\Bxl’

a la place de ;. Fixer le facteur A, la jauge, dans la géométrie de Weyl va
de pair avec le choix des coordonnées dans la géométrie de Riemann. Tout
comme nous avions supposé linvariance de toutes les relations géométriques
et des lois physiques dans un changement arbitraire des coordonnées, nous
avons maintenant a postuler en plus leur invariance vis-a-vis des substitutions

1 0\
0:1. = . D = s — — — 4
9ik )\gllm ©i "2 \ 8:1:27 ( 77)

c.-d-d. par rapport aux changements de la jauge (invariance de jauge).
(8) Champ électromagnétique et métrique d'Univers. De (472), il s’ensuit par

i intégration que [16]

59 (1919) 101 : Raum-Zeit-Materie, (3rd edn., 1920), Chaps. II and IV, §§ 34 and 35, p. 242
et seq.; Phys. Z., 21 (1920) 649.

(p.761)

(14 2 formulation

anglaise avec

« reduce » est ici
plus réductrice que

« hervorgehen » en

allemand.
(15] 1 (09ir

2 \ Ozx*s +
Fi,'rs

p- 195

99is
ox”

99rs
ozt

)
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/ P’ .
lnl|]€ :—/P i da’,

P’ }

lpr =lpexp (— ©i d:vz) (478)
P

Quand la forme linéaire ¢; dz’ est une différentielle totale, la longueur d'un

vecteur devient indépendante de la trajectoire le long de laquelle il est trans-

porté et on revient on cas riemannien. La condition nécessaire et suffisante

pour cela est ’annulation des expressions

_ ok _ dpi
T or  ark

F, (479)
En fait, dans ce cas, & 'aide de (477) nous voyons que dans ce cas le vecteur
; peut toujours étre rendu nul par un choix convenable de la jauge.
Dans le cas général cependant, les quantités F; seront différentes de zéro. Elles
forment donc les composantes covariantes d’un tenseur de type surface 4 de
rang 2, qui de plus reste inchangé dans un changement de jauge, en raison de

(477). De plus elles satisfont aux équations

OFy, O0F;  O0Fy
oxt  Oxk = Oxt

=0, (480)

qui découlent de (479). Nous voyons que les équations (479) et (480) ont exac-
tement la méme forme que les équations (206) et (203) de la théorie de ’élec-
tron. Mais ’analogie peut étre menée plus avant. Si ’on prend le point de vue
(contrairement aux hypotheses de la théorie de Mie) que les phénomeénes élec-
tromagnétiques sont déterminés de maniere premiere par les changements dans
I’espace et le temps des intensités des champs seuls, et que les potentiels sont en
revanche vus comme des quantités mathématiques auxiliaires, alors les valeurs
des potentiels ; qui conduisent aux mémes intensités du champ sont phy-
siquement complétement équivalentes; de sorte qu'un gradient dv/0x" reste
indéterminé dans les ;. Mais, ainsi qu’on la vu, le méme raisonnement s’ap-
plique exactement au vecteur métrique ;. Suivant Weyl, nous sommes ainsi
conduits & identifier les deux jeux de quantités ;, Fj : le vecteur métrique p;
qui détermine le comportement des longueurs selon (478), doit étre identique
au quadri-potentiel électromagnétique (a un facteur numérique prés). Tout
comme les effets gravitationnels dans la théorie d’Einstein sont intimement
liés au comportement des regles et horloges de mesure, de sorte qu’elles s’en
déduisent sans ambiguité, la méme chose vaut pour les effets électromagné-
tiques dans la théorie de Weyl. Dans ce sens, la gravitation et 1’électricité
apparaissent toutes deux comme des conséquences de la métrique d’Univers
dans cette théorie.

Ce point de vue devait étre ensuite modifié par Weyl. Les hypotheses de
base de la théorie dans sa forme originale conduisent en effet, comme Einstein
I'a signalé 3%, & des déductions qui semblent en contradiction avec I'expérience.

Pensons a un champ électrostatique connecté a un [Page [] G—champ statique

 —

390 A Einstein, S.B. preuss. Akad. Wiss. (1918) 478, contient la réponse de Weyl.

(ST0n privilégie
I'usage plus fréquent
de nos jours de In
pour le logarithme.
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17, Les composantes spatiales ¢; (i = 1, 2, 3) s’annulent et la composante

temporelle 4 = ¢, de méme que les g;i, est indépendante du temps. La jauge
est alors fixée & facteur constant pres. Si I'on applique la relation (478) a la
période d’une horloge stationnaire, il s’ensuit directement que

T = 1€, (481)

ol « est un facteur de proportionnalité. La signification de cette équation est
la suivante : considérons deux horloges identiques, Cq et Cs, battant
le méme rythme, placées tout d’abord au point P; dans un potentiel électro-
statique 1. Menons ensuite ’horloge C2 en un point P dans un potentiel
2 pendant ¢ secondes pour la ramener ensuite en P;. Il en résultatera que
le rythme de I'horloge Cs, comparé a celui de I’horloge C1, sera augmenté ou
diminué d’un facteur exp[—a(p2 — ¢1)t] (selon le signe de « et de la différence
w2 —¢1). Cet effet devrait en particulier étre notable dans les lignes spectrales
d’une substance donnée, les raies spectrales de fréquences définies ne pouvant
pas exister, car, si petit que soit choisi «, les différences augmenteraient indé-
finiment au cours du temps selon (481). Le point de vue actuel de Weyl a cet
égard est le suivant : le processus idéal de transport congruent des intervalles
d’univers tels que déterminés par (472) n’a rien a voir avec le comportement
réel des régles et des horloges ; la métrique du champ ne doit pas étre définie a
partir des informations obtenues directement par ces instruments de mesure.
Dans ce cas, les quantités g;; et ¢; ne sont par définition plus observables di-
rectement, au contraire de I’élément de longueur ds? de la théorie d’Einstein.
Ce renoncement semble avoir des conséquences tres sérieuses. Alors qu’il n’y a
plus maintenant de contradiction directe avec '’expérience, la théorie apparailt
cependant avoir perdu, d’un point de vue physique, de son pouvoir de convic-
tion profond *’!. Par exemple le lien entre 1’électromagnétisme et la métrique
d’univers n’est plus proprement physique, mais purement formel. En effet il
n’y a plus de connexion immeédiate entre les phénomeénes électromagnétiques
et le comportement des regles et des horloges, il y a seulement une connexion
entre les premiers et le processus idéal défini mathématiquement comme le
transport paralléle de vecteurs. De plus, il existe un fondement seulement for-
mel et non pas physique du lien entre métrique d’univers et électricité, tout
au contraire de la connexion entre métrique d’univers et gravitation, pour la-
quelle une confirmation empirique forte est fournie par 1’égalité entre masses
gravitationnelle et inertielle et qui est une conséquence rigoureuse du principe
d’équivalence et de la relativité restreinte.

(v) Le calcul tensoriel dans la géométrie de Weyl. Avant d’écrire les lois du
champ, nous devons exposer les regles formelles qui permettent d’obtenir des
équations invariantes de jauge. [Page]] Il est clair que dans la théorie de
Weyl, le concept de tenseur doit étre modifié de maniére telle qu'un systéme
d’équations qui exprime 'annulation de toutes les composantes d’un tenseur
doit non seulement rester invariant dans un changement arbitraire des coor-
données, mais aussi pour un changement de jauge (477) arbitraire. De fait, il
apparait commode de ne désigner comme tenseurs que les quantités qui sont
simplement multipliées par une puissance A de A dans la transfor-
mation (477); e étant appelé le poids du tenseur. Ainsi, g;; est de poids +1,

391 A Finstein considére que méme dans cette version, la théorie ne supportera pas la
confrontation a la réalité (Phys. Z., 21 (1920) 651 ; Cf. note de bas de page 18, p. 4, ibid..).

(p.763)

(p.764)

p. 197
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= nées par (92)
= D’expression (86) pour le tenseur de courbure par substitution de (476). Comme
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g% de poids —1, v/—g dans un univers quadri-dimensionnel est de poids 2,
I'";x est, d’apres (64) ou (476), absolument invariant de jauge, i.e. de poids 0.

Toutes les opérations qui sont basées seulement sur le concept de transport
parallele peuvent étre naturellement transposées a la géométrie de Weyl; la
seule chose & faire pour cela est d’utiliser les expressions (66), (467) a la place
de (66), (69) pour I'";. Ainsi les lignes géodésiques peuvent étre définies ici
aussi par la condition que leur tangente reste paralléle a elle-méme ; elles satis-
font & nouveau les équations (80)!'8). Les équations (77a) 'Y (u;u’ = const.)

0 cependant doivent étre remplacées par

d ) .
o (wiu') = —(ugu’) (pru®)

en raison de (472) et (474). Si en particulier u;u’ = 0 en un point d’une ligne
géodésique, cette relation restera toujours valable. Cela rend possible la déter-
mination des lignes géodésiques nulles 2%, La propriété des lignes géodésiques
d’étre aussi les lignes les plus courtes est abandonné dans la géométrie de Weyl
parce que le concept de longueur d’une courbe n’y a plus de sens. Comme dans
le § 16, nous obtenons le tenseur de courbure en termes de déplacement pa-
rallele d’un vecteur le long d’une courbe fermée,

ozk oxJ

Rl = + T D% — T, 1% (86)
Les composantes dans cette équation sont de poids 0, et les composantes de
Ry, i1, sont alors de poids 1. Les relations de symétrie de ce tenseur de courbure
sont cependant différentes de celles du tenseur de Riemann qui sont détermi-
21, Weyl a discuté cela en détail et a aussi calculé explicitement

au § 17, nous obtenons le tenseur de courbure contracté R, (94)[22], dont les
composantes covariantes sont de poids 0, et l'invariant R, (95)[23}, de poids
—1. Finalement, toutes les opérations des § 19 (1% et 20 (16) restent valables
dans la théorie de Weyl, pourvu premierement que les dérivées des
composantes des tenseurs et densités tensorielles soient de poids 0 et deuxiéme-
ment que les expressions (66) et (476) soient utilisées pour les quantités T'" ;.
On remarquera qu’il est parfaitement suffisant pour établir les preuves de la
plupart des théoremes de remarquer que le concept de transport parallele selon
(64) est déterminé de maniere invariante a ’aide des I'";, sans avoir a connaitre
la relation de ces derniers aux quantités métriques g;x, ;. Dans les dernieres
versions de sa théorie, Weyl a fortement insisté sur ce point en développant
sa géométrie en trois étapes. Dans la premiere, il a démontré les théoremes
qui sont valables pour des variétés arbitraires; dans la seconde, les relations
basées sur le concept de transport parallele (appelé « connexion affine » par
Weyl(”)); et finalement les conséquences résultant de l’existence des deux
formes métriques fondamentales : la quadratique g;x da’ dz* (gravitation) et
la linéaire ; dz* (électricité). Le lien entre ces deux types de phénomeénes, qui
étaient séparés dans les théories antérieures, trouve une expression
formelle dans le fait que les g;;, et ; apparaissent simultanément dans les com-
posantes de la connexion I'";. et par conséquent dans la plupart des autres
équations invariantes de jauge.

Les modifications ou extensions, dans la théorie de Weyl, des affirmations
sur les transformations infinitésimales de coordonnées et intégrales invariantes
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que nous avons faites au § 23 (18) sont particulierement importantes pour les
applications physiques. Tout d’abord les changements de jauge infinitésimaux
apparaissent sur le méme plan que les transformations infinitésimales de co-
ordonnées. De (477) nous déduisons, a 'aide de A = 1 + em(x),

or

—e—.
ox’

De plus, il est évident dans la théorie de Weyl que seules les densités
scalaires 20 de poids 0 conduisent & des intégrales invariantes [20dz. Les
scalaires correspondants sont alors de poids —2, en raison du facteur \/—g
dans un univers quadridimensionnel. Les scalaires de ce type vont jouer un
role important dans ce qui suit. Parmi ceux-ci, il y a quatre combinaisons

rationnelles des composantes du tenseur de courbure %92,

0gik, = €TGik. ((59““ = —eﬂgik), Oy = (482)

1 ) - .
3 wF™® Ry nRMIF Ry R*. R (483)

[Page ]| L’invariant R apparaissant dans le principe d’action de la théorie
d’Einstein est toutefois de poids —1. Weyl a fait remarquer, du fait que les
densités scalaires (483) sont de poids 0, qu’un univers quadridimensionnel a un
avantage qui le distingue d’une variété métrique de dimension différente (19).
En fait, sur ces derniéres on ne pourrait construire aucune densité scalaire de
poids 0 ayant une structure simple.

(6) Lois du champ et principe d’action. Conséquences physiques. Nous de-
vons maintenant chercher des lois physiques invariantes de jauge. Selon Weyl,
tous les processus physiques sont réductibles a des effets électromagnétiques
et gravitationnels. Nous avons ainsi a disposition les quatorze quantités d’état
indépendantes ¢; et g;r. Mais comme l'invariance de jauge a maintenant été
ajoutée a 'invariance par changement de coordonnées, la solution générale des
équations de champ doit contenir cing fonctions arbitraires au lieu de quatre ;
il doit aussi y avoir cinq identités entre les quatorze équations de champ. Nous
verrons que quatre de ces identités expriment la loi de I’énergie-impulsion, de
maniere analogue a celle de la théorie d’Einstein, et que la cinquieme identité
exprime la loi de conservation de la charge.

Nous allons tout d’abord tenter de conserver les équations de Maxwell et
d’identifier le tenseur énergie de matiere avec celui de Maxwell et nous rempla-
cerons seulement le tenseur de courbure de la géométrie riemannienne dans les
équations d’Einstein par celui de la théorie de Weyl. Il s’averera que seule la
premiere « prescription » est possible. Etudions pour commencer la théorie de
Maxwell. Le premier groupe d’équations de Maxwell est satisfait par construc-
tion, comme cela a déja été souligné. Mais comme l’intensité du champ Fj
est de poids 0, la méme propriété sera vraie, dans un univers quadridimen-
sionnel, [@ des composantes contravariantes §* de la densité tensorielle
correspondante. Les équations

agzk B 5@‘
oxk
sont alors invariantes de jauge : les équations de Mazwell restent inchan-

gées lorsque g;1. est remplacée par Ag;r. Le théoréme de Bateman selon le-
quel les équations de Maxwell sont invariantes par transformations conformes

392R. Weitzenbok a montré dans Wiener Ber., math. nat. Kl., Ila, 129 (1920) 683 et 687

(p.766)

p- 199
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(§ 28 (20)) est contenu dans cette affirmation comme un cas particulier. De
telles transformations changent en effet les valeurs normales §;*, que prennent
les g;; en relativité restreinte, en \§;*. 24 L’invariance de jauge des équations
de Maxwell est liée au fait que l'intégrale d’action

1 .
J= / P da

d’ou elles découlent, est elle-méme invariante de jauge. — Nous souhai-
tons noter de nouveau que la raison de ’annulation, apparemment accidentelle,
du scalaire du tenseur énergie de Maxwell (§ 30 21| équation (223)°) trouve
aussi son origine dans 'invariance de jauge de cette intégrale d’action. D’apres
le § 55 (22) 14 variation de I'intégrale d’action, en maintenant les F;; constants,
conduit a

0J = /Gikégik dx.

Si I'on demande maintenant que J reste inchangée dans un changement de
jauge infinitésimal, A = 1+ en(x), on déduit directement de (482) que &;* = 0,
comme attendu 3.

Lorsqu’on vient a traiter de la théorie d’Einstein, la situation s’avere tres
différente de ce qu’il en était de celle de Maxwell 2. Pour commencer, la
loi selon laquelle les lignes d’Univers des masses ponctuelles et des rayons
lumineux sont des géodésiques n’est plus valable en général dans la théorie
de Weyl. Une masse ponctuelle ne se déplace le long d’une ligne d’Univers
géodésique qu’en ’absence de champs électromagnétiques et pour les rayons
lumineux, 1’équation des lignes géodésiques perd son sens puisque méme en
I’absence de champ gravitationnel, les termes qui contiennent le quadrivecteur
potentiel ; introduiront dans I’équation de la ligne géodésique des termes
oscillants a la fréquence de la lumiére. L’équation invariante de jauge

Jik dztdz* =0

du cone d’intervalle nul reste seule valable pour les lignes d’Univers des rayons
lumineux. Les tentatives d’utilisation des équations du champ de
la théorie d’Einstein dans la théorie de Weyl (en remplacant les quantités de
courbure de Riemann par celles plus générales de Weyl) échouent finalement
puisque dans les équations

Gir, = —KT

|] le membre de gauche serait de poids 0 et celui de droite de poids

que les invariants donnés ici sont les seuls de ce type.
393Comme les ¢; interviennent dans J sous la forme de l'invariant de jauge Fix, on n’a pas
besoin de les varier. En lien avec cette observation, la théorie de Nordstrém de la gravitation
fournit une application intéressante. Comme indiqué au § 56 (23) Pélément de longueur de
cette théorie admet la forme
ds® =@ "(dz')*.
k2

Il découle tout d’abord de I'invariance de jauge des équations de Maxwell que ces dernieres
restent également valables en présence de champs gravitationnels dans la théorie de Nord-
strom, de sorte que les champs gravitationnels sont sans influence sur les processus élec-
tromagnétiques (e.g. absence de déviation des rayons lumineux). Au contraire, en raison de
I’annulation du scalaire énergie de Mawxell 1’énergie électromagnétique n’engendre pas de
champ gravitationnel dans la théorie de Nordstrom, puisque les équations du champ gravi-
tationnel ne comportent que le scalaire énergie. On voit avec ce qui précéde que cette re-
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—1; ce qui se voit facilement & partie du tenseur énergie de Maxwell. Cet
échec est dii au fait que l'intégrale d’action [ 9R dx dont résultent les équations
d’Einstein n’est pas invariante de jauge, car elle est de poids 1 au lieu de
0. Si en revanche on souhaite retenir le principe d’invariance de jauge, on
doit abandonner les équations de champ d’Einstein. Cette derniere remarque
cependant nous indique d’ores et déja la voie pour obtenir des équations de
champ invariantes de jauge. On doit établir un principe d’action

6/Qﬂdaz — 0, (484)

pour lequel 'intégrale est invariante aussi par les transformations de jauge.
Pour des variations arbitraires des ¢; et g;r s’annulant aux bords,

5 / Wdx — / (0'50; + W*gs1) dor, (485)
de sorte que les lois physiques s’expriment par
; =0, % =0. (486)

En étudiant les conditions pour que l'intégrale [ 20 dz soit invariante par rap-
port aux transformations infinitésimales de coordonnées et aux changements
de jauge infinitésimaux, on obtient [Page]| cing identités entre ces quatorze
équations, comme cela a été postulé précédemment pour des raisons de cau-
salité. Elles s’écrivent

oo’ ~
a‘;i LW, =0 (487)
et
6mlk r s 1 k
Oz —I'",20,° + iFl-km =0. (488)

On peut ensuite s’intéresser aux variations de I'intégrale d’action qui ne s’an-
nulent pas aux bords. Cela nous permettra de construire sans ambiguité a
partir de I'invariance d’action une densité vectorielle s* et la densité d'un ten-
seur affine &;* qui obéissent aux identités

ds' _ On’ o6~ ow*

- = - = 4
Ozt~ Oxt et oxk oxk (489)

sans devoir s’annuler elles-mémes en vertu de lois physiques. En conséquence,
Weyl appelle s le quadricourant et &;* les composantes de I’énergie. On voit
ainsi que dans la théorie de Weyl la loi de conservation de la charge électrique
est formellement exactement sur le méme plan que celle de l’énergie. Toutes
deuz sont déduites de deux maniéres des lois de la nature, fournis-

sant ainsi les cing identités nécessaires entre elles. () Les composantes de
I’énergie, qui ne forment qu’un tenseur affine méme dans la théorie d’Einstein
(c’est-a-dire qui ne sont covariantes que par des transformations linéaires) ne
peuvent plus étre séparées en une partie due a la gravitation et ’autre due a
la matiere elle-méme de sorte qu’un tenseur energie-impulsion T;% de la ma-
tiere seule n’existe plus du tout dans cette théorie. On doit admettre que le

(p.769)

p. 201
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principe d’action nous permet de reconnaitre ces relations de maniere parti-
culierement simple et transparente. On doit cependant ajouter qu’il n’est pas
du tout évident d’un point de vue physique que les lois de la nature puissent
se déduire d’un principe d’action. Il semblerait en revanche bien plus naturel
de déduire les lois physiques d’exigences purement physiques, comme cela a
6té fait dans la théorie d’Einstein au § 56 (29).

Pour étre capable de faire d’autres déductions de la théorie, on doit main-
tenant faire des hypotheses spécifiques sur la forme de la fonction d’action. Le
nombre de possibilités n’est pas aussi grand que dans la théorie de Mie. Dans
cette derniére un nouvel invariant pouvait étre déduit d’une fonction arbitraire
f(J1,J2,...) des invariants arbitraires .Ji, Jo,... Ce n’est plus le cas ici car les
invariants doivent étre de poids —2 pour que les densités scalaires résultantes
soient de poids 0. Une nouvelle fonction d’action admissible ne peut donc étre
produite que par une fonction qui est au plus homogéne du premier degré en ces
invariants. Méme ainsi, le nombre de fonctions d’action recevables reste assez
considérable. L’hypothese la plus naturelle est que la fonction d’action inva-
riante soit une fonction rationnelle des composantes de la courbure. Comme
on I'a vu en (), la fonction d’action devra alors étre construite linéairement
a partir des invariants (483) ***. Le calcul conduit en premier lieu a la validité
des équations de Mazwell

oxk )
% =5 (208a)
et aussi aux expressions
BR

pour le quadricourant (R est I'invariant de courbure dans la géométrie de Weyl
et k une constante). Dans le cas statique on en déduit que

R = const. (491)

En présence de charges, cette constante ne peut pas s’annuler. @ Si de
plus elle est supposée positive, il s’ensuit automatiquement que la courbure de
lespace est positive et que ['univers est fini, de sorte qu’il n’est pas nécessaire
d’ajouter un « terme A » spécial aux équations de gravitation 7).

C’est un mérite particulier de la théorie de Weyl (2®). Quant aux équations
de la gravitation, elles ne sont pas identiques a celles d’Einstein, méme en 1’ab-
sence de champ électromagnétique (p; = 0) comme on pouvait s’y attendre
sur la base des arguments précédents, puisqu’elles sont d’ordre supérieur a
deux. Mais on peut montrer que dans le cas d’un champ statique a
symétrie sphérique dans I’espace hors d’une « masse ponctuelle » — le seul cas
important en pratique, décisif pour ce qui concerne la précession du périhélie
de Mercure et la déviation des rayons lumineux — le champ gravitationnel
(421)26] de la théorie d’Einstein est aussi solution des équations gravitation-
nelles de la théorie de Weyl (29). La théorie de Weyl est ainsi capable d’expliquer

marque aussi a comme fondement formel I'invariance de jauge des équations de Maxwell.

399H. Weyl pense qu'il est probable que hypothése W = %FmF"C + thiijh“ k corres-
ponde & la réalité (Cf. note de bas de page 385 p. 192 (p. 13), Ann. Phys. Lpz., loc. cit., and
Raum-Zeit-Materie, loc. cit.).
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la précession du périhélie de Mercure et la déviation des rayons lumineuz tout
aussi bien que la théorie d’Einstein.>"°

Nous avons encore a discuter les conclusions concernant le probleme de la
structure de la matiere. Une fois encore, le probleme consiste a déterminer les
solutions statiques et a symétrie sphérique des équations de champ qui ne sont
nulle part singulieres. On doit encore demander a toute fonction d’action qui
corresponde a la réalité qu’elle admette seulement une solution pour chaque
type d’électricité. Un aspect essentiellement nouveau comparé a la théorie
de Mie apparait dans les conditions de régularité, non pas a infini, mais a
I’« équateur » de 'univers en raison du son caractére fini. On est alors amené
a conjecturer qu’'une connexion existe entre la taille de I'univers et celle de
I’électron, ce qui serait quelque peu fantastique. Les forces qui maintiennent
I’électron dans cette théorie sont en partie d’origine électrique et en partie
des forces gravitationnelles. Méme avec les hypotheses spéciales discutées en
détail précédemment pour la fonction d’action, les équations différentielles de-
viennent si compliquées qu’il n’a pas été jusqu’a présent possible de les intégrer.
En dehors de cela, les équations différentielles sont les mémes pour 1’électri-
cité positive et négative (cf. § 67), de sorte que les relations complétement
asymétriques qu’on obtient en réalité ne sont certainement pas représentées
correctement *?°Voir note supplémentaire 21 (p. 27).. En résumé on peut dire
que jusqu’a présent la théorie de Weyl n’a pas permis d’avancer vers une solu-
tion au probléme de la maticre. - Au contraire, on argumentera plus
en détail au § 67 dans le sens qu’aucune solution & ce probléme ne puisse étre
trouvée en suivant cette voie.

66. La théorie d’Einstein

Einstein a tenté d’approcher la question de la structure des particules
matérielles sous un angle complétement différent *°7. Les équations du champ
(401127 et (452)1%%) sont respectivement basées sur I'hypothése que le tenseur

énergie-impulsion matériel T;* satisfait 1’équation

63’1’{ _ l rs agrs
ork 27 Oxt

=0. (341a)

Cette hypothese sera conservée ici. Comme le tenseur énergie de Maxwell (cf.
§ 54 4)

6" = F§" — 1F8°6" (222a)

ne satisfait cette condition que dans ’espace vide de charges, des termes sup-
plémentaires doivent étre ajoutés & &;*. Mie a supposé que ces termes
sont de nature électrique, c’est-a-dire qu’ils sont fonction des grandeurs élec-
triques Fji, ;. Einstein au contraire suppose que la cohésion des particules
matérielles est assurée seulement par des forces gravitationnelles, de sorte que
ces termes additionnels doivent dépendre des g;r et de leurs dérivées. Bien

%95En dehors des articles de Weyl, indiqués dans la note de bas de page 385, p. 192 (p. 13),
voir aussi W. Pauli, jr., Verh. dtsch. phys. Ges., 21 (1919) 742, ou le principe d’action
mentionné dans la note de bas de page 390, p. 201 (p. 20) est spécifiquement utilisé comme
base.

396

7A. Einstein, S.B. preuss. Akad. Wiss. (1919) 349 ; également dans la collection Lorentz-

(p.771)
PG = =Tk
PGy, — Agik =
—K T
p- 203
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que le tenseur de Mawell &;* ne puisse plus étre maintenant appelé le tenseur
énergie totale de la matiere et ne satisfasse pas 1’équation (341a), Einstein
commence de maniére tout-a-fait analogue au § 56 avec 'hypothése que ce
tenseur énergie &;* de Mazwell devrait étre proportionnel & une expression
différentielle du second ordre formée a partir des seuls g;;,. Cette hypothese
simple est décisive pour la théorie d’Einstein. On conclut de cela et de I'exi-
gence de covariance générale, comme au § 56, que les équations du champ
doivent étre de la forme

Rii + cRg;, = —KSik-

L’ajout d’'un autre terme, proportionnel a g;. se révelera superflu ici. Mais
comme ’équation (341a) pour &,* n’est pas valable, nous n’avons plus le droit
de poser, comme précédemment, ¢ = —%. Au lieu de cela, ¢ est déterminé par
une autre condition. Selon (223), le scalaire S;* s’annule. On doit poser ¢ = —1
de sorte que le scalaire du membre de gauche des équations de champ s’annule

identiquement V). Dans ce cas, les équations du champ s’écrivent

Rir — g R = —kSi. (492)
De plus, les équations de la théorie de ’électron

OFy, OF; O0Fy

oz! oxk ozt 0 (203)
et

dotvent rester valables. Une simple énumération montre qu’il y a quatre in-
connues de plus que le nombre d’équations indépendantes dans (203) et (492),
comme requis par la théorie de la relativité générale. On doit aussi remarquer
que les équations du champ n’apparaissent pas déductibles d’un principe d’ac-
tion dans ce cas. Il résulte du § 54, (203) et (208) que la divergence de Sj
prend la valeur
- ik5k

c’est-a-dire I'opposé du vecteur force de Lorentz. Par conséquent, la divergence
des équations du champ (492) conduit a la relation

1 R

Fyst — —— =
kST O ’

(493)

] car la divergence de R;i — % gi R s’annule. Cette relation montre que

pour ces équations de champ, les forces répulsives de Coulomb sont effective-
ment maintenues en équilibre par une pression gravitationnelle. Si 'on pose
sk = pouF, il s’ensuit

OR |

AR
ort  dr

0, (494)

c’est-a-dire que R reste constant le long de la ligne d’univers d’un élément de
matiére donné. Dans l’espace libre de charges il résulte de (493) que
OR
- = 0,
ox*
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de sorte que
R = const. = Ry. (495)

A Tintérieur d’une particule matérielle, R décroit contintiment de la valeur Ry
a des valeurs de plus en plus petites jusqu’au centre de la particule. L’équa-
tion (493) montre que (1/4k)R représente directement ’énergie potentielle des
forces gravitationnelles qui maintiennent la particule.

Nous devons maintenant nous intéresser au tenseur énergie-impulsion de
la matiere Tji. Pour cela, I’équation (452)[29} qui contient le « terme X » doit
rester valable. De (453)1%%, on sait que R = —4\ pour 'espace libre de matiére.
La comparaison avec (495) montre que 'on doit poser

Ry

Ry=—4), A=-——". (496)

C’est I'un des avantages principaux de cette nouvelle formulation que [Page J]
la constante A n’y soit pas caractéristique de la loi fondamentale elle-méme,
mais prenne la signification d’une constante d’intégration. L’équation (452)

peut maintenant étre écrite
Gik + 1 Rogik = —KT,
alors que (492) conduit &
Gik + TRy = —kSik.
La comparaison montre alors que
1
Tik, = Sik + E(R — Ro) gk (497)

Ce tenseur satisfait alors automatiquement I’équation précédente (452) en rai-
son de (492); il satisfait donc aussi I’équation (341a). De plus il s’annule dans
I’espace libre de matiere. Il est donc parfaitement légitime, d’un point de vue
physique, de I’appeler le tenseur énergie de la matiére. La densité d’énergie
matérielle —T4* est composée de deux parties, I'une provenant du champ élec-
tromagnétique et 'autre du champ gravitationnel, toutes deux étant positives.
Il est facile de voir qu’un univers d’extension spatiale finie, avec une densité
de masse constante et stationnaire (T1l = ng = T33 =0, T44 = —uocz) est
solution des nouvelles équations du champ. Toutes les relations du § 62(5) (32)
restent inchangées. Le tenseur électromagnétique S;¥ est en toute généralité
calculé a partir de (497),

SiF =1k — 115> (498)
de sorte que dans notre cas
511 = 522 = 533 = %,U,()Cz, S44 = —%/L()CQ. (499)

L’énergie d’un univers spatialement fini est pour trois quarts d’origine élec-
tromagnétique et pour un quart d’origine gravitationnelle. Cette contribution
électromagnétique a I'énergie totale est exactement la méme que celle obtenue

PGk — Agir =
—K T

BOIR 4+ 4\ = +xT

(p.773)
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au § 63. [Page [| sur la base d’hypotheses spécifiques (non nécessairement p. 205
correctes) sur la nature de 1’électron.

Si I’on cherche maintenant a déterminer le champ d’une particule matérielle
a partir des équations (203) ou (206), (208) et (492), respectivement, on voit
qu’il manque une équation pour la détermination des inconnues dans le cas
statique a symétrie sphérique. En accord avec la théorie d’Finstein développée
ici, toute distribution électrique statique a symétrie sphérique est en équilibre.
Quelque satisfaisante que soient les fondations de cette théorie, elle n’est pas
non plus capable de fournir une réponse au probléme de la structure de la
matiere.

67. Remarques générales sur I’état actuel du probléeme de la ma-
tiere

398Voir note supplémentaire 23 (p. 28).
Chacune des théories que nous avons discutées a ses avantages particuliers
(p.774) et ses défauts. Leur échec commun nous incite cependant a résumer
les inconvénients et difficultés qu’elles partagent.

L’objet de toutes les théories continues est de déduire la nature atomique
de I'électricité de la propriété que les équations différentielles exprimant les lois
physiques n’admettent qu'un nombre discret de solutions qui soient régulieres
partout, statiques et de symétrie sphérique. En particulier, de telles solutions
doivent exister pour chaque sorte d’électricité, positive et négative. Il est clair
que les équations différentielles qui posseédent cette propriété doivent étre de
structure particulierement compliquée. Il nous semble que cette complexité des
lois physiques milite elle-méme contre les théories continues. D’un point de vue
physique, ’hypothése atomique elle-méme si simple et fondamentale, devrait
étre interprétée d’une maniere également simple et élémentaire par la théorie
et ne devrait pas, pour ainsi dire, apparaitre comme une astuce d’analyse.

De plus, on a vu que les théories continues nécessitent 'introduction de
forces spéciales qui maintiennent en équilibre les forces répulsives de Cou-
lomb a l'intérieur des particules élémentaires chargées. Si I’on suppose que ces
forces sont de nature électrique, on doit assigner une signification absolue au
quadripotentiel qui conduit aux difficultées discutées au § 64. L’alternative
selon laquelle les particules élémentaires sont maintenues ensemble par des
forces gravitationnelles est cependant démentie par un argument empirique de
poids; on devrait alors s’attendre a ce qu’il existe une relation entre la masse
gravitationnelle de ’électron et sa charge. De fait, la quantité sans dimension
correspondante e/(mv/'k) (k étant la constante de gravitation usuelle) est de
Pordre de 102 (voir aussi la § 59) ! (33)

Il faut aussi imposer aux équations du champ de rendre compte de ’asy-
métrie (différence de masses) entre les deux sortes d’électricité. *°?Voir note
supplémentaire 21 (p. 27). Il est cependant facile de voir que d’un point de vue
formel c’est en contradiction avec la covariance générale des équations. Dans

p. 206 le cas statique, les équations du champ contiennent comme seule
variable, outre les g;r (1,k = 1,2,3 ou i = k = 4), le potentiel électrostatique
. Du fait de la covariance générale, les équations différentielles doivent en

Einstein-Minkowski, Das Relativitdtsprinzip, (5¢me éd., Berlin 1920)
398

3991
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particulier étre covariantes par renversement du temps =, = —x4. Mais alors
¢ devient —y alors que les g;; demeurent inchangés (dans notre cas, [Page ]|

gir. = 0 pour i = 1,2,3). Il en résulte que si ¢, g;;. (avec g4 = 0) est une solution (p.775)
des équations du champ, il en est de méme de —¢, g;r (avec gis = 0), ce qui
contredit 'asymétrie des deux sortes d’électricité. On pourrait tenter d’éviter

une telle conclusion en introduisant des fonctions d’action qui ne sont pas ra-
tionnelles comme indiqué & la fin du § 64. Mais tout d’abord les équations du

champ deviendraient alors encore plus compliquées et d’autre part le choix de

la branche non ambigué de la fonction d’action ne pourrait pas étre mené de
maniere généralement covariante, par exemple la covariance ne pourrait plus
exister pour le renversement du temps z/; = —z4.

Enfin, il reste enfin & évoquer un souci conceptuel . Les théories du
continuum font un usage direct du concept ordinaire d’intensité du champ
électrique, méme pour les champs a l'intérieur de I’électron. Cette intensité
du champ est toutefois définie par la force agissant sur une particule test et
puisqu’il n’y a pas de particule test plus petite qu’'un électron ou un noyau
d’hydrogene, cette intensité en un point donné de l'intérieur d’une telle par-
ticule se révélerait par principe inobservable et serait une fiction dénuée de
contenu physique.

Quelqu’attitude qu’on puisse avoir a I’égard de ces arguments, il semble
quasiment certain que de nouveaux éléments, étrangers a la conception de
continuum du champ, devront étre ajoutés aux fondations des théories déve-
loppées jusqu’a présent avant d’aboutir a une solution satisfaisante au pro-
bleme de la matiere.

(111)

400¢f, note de bas de page 391, p. 202 (21), W. Pauli, jr., ibid., et “Nauheimer Diskussion”,
Phys.Z., 21 (1920) 650.






Notes supplémentaires de Pauli

Note 20. (p. 189)
Ici Vinvariant [voir (54a), p. 33)] 2!

\/1_—9(F23F14 + F31F54 + FiaF3) = % 9
a été oublié par erreur. La quantité n’est pas invariante par rapport aux ré-
flexions des coordonnées spatiales (z/, = —x, pour a = 1,2,3), mais change de
signe par cette transformation (pseudo-scalaire). Comme les lagrangiens que
I’on rencontre dans la nature sont invariants par réflexion spatiale, seul le carré
de cette quantité peut apparaitre. 32 CVest réellement le cas dans Papplication
de la théorie quantique du positron a la polarisation du vide dans des champs
électrique et magnétique externes homogenes, comme cela a été montré par W.
Heisenberg et H. Euler, Z. Phys., 98 (1936) 714. Cela joue aussi un role dans
I'électrodynamique non linéaire de M. Born, Proc. Roy. Soc. A143 (1934) 410
et de M. Born et L. Infeld, Proc. Roy. Soc. A144 (1934) 425, 147 (1934) 552,
150 (1935) 141 (4,

Les autres invariants mentionnés sous (2) et (4), p. 189 ont aussi été tota-
lement abandonnés en raison de leur non invariance de jauge.

Note 21. (pp. 192, 202 et 205)

Apres que les propriétés des négatons et positons 33] ge sont avérées exacte-
ment symétriques, Pantiproton négatif a été trouvé expérimentalement. “°1O.
Chamberlain, E. Segré, C. Wiegand and Th. Ypsilantis, Phys. Rev., 100 (1955)
947. Tous les arguments dans le texte qui sont basés “sur une asymétrie des
deux formes d’électricité” doivent étre éliminés.

Note 22. (pp. 192-202) Théorie de Weyl

Bien qu’il n’y ait jamais eu de raison empirique de croire que les longueurs
et les durées de régles et d’horloges dépendent de leur préhistoire (voir § 65(/3)),
la situation théorique a aussi évolué significativement depuis I’élaboration de la
mécanique quantique. Dans cette théorie, I’équation d’onde complexe décrivant
la matiére électriquement chargée (la fonction d’onde @ peut avoir une ou
plusieurs composantes) autorise le groupe de transformations

, he Of

pil =i —i—g, U= et @) (1)

ce qui est analogue a la transformation (477) de la théorie originale de Weyl,
mais avec un exposant imaginaire dans ¥ a la place de l’exposant réel dans g

401
I

27

p- 223

(31]Les numeros de
page se réferent a
I"édition anglaise.

B2 Nous sommes
avant l'article de
Lee et Yang sur la
brisure de symétrie
de parité par
I'interaction faible.

3310n parle
aujourd'hui
d’électrons et
positrons.
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(h = constante de Planck divisée par 27, ¢ = charge électrique élémentaire).
De plus, le lien de la loi de conservation de la charge électrique avec le nouveau
groupe est le méme qu’avec ’ancienne théorie.

London “’F. London, Z. Phys. 42 (1927) 375., et Weyl lui-méme “**H.
Weyl, Gruppentheorie und Quantenmechanik (Leipzig 1928 ; 2nde édition, 1931) ;
Z. Phys. 56 (1929) 330 ; Rouse Ball lecture ‘Geometry and Physics’, Naturwis-
senschaften 19 (1931), pp 49-58. Report ‘50 Jahre Relativitétstheorie’, Natur-
wissenschaften 38 (1951), 73. ont tous deux reconnu ce fait rapidement page-
notemargep. 224 apres la découverte de la mécanique ondulatoire PREVOIR 1CT
UN COMMENT SUR SCHRODINGER ET FOCK EN SUIVANT LE POINT DE VUE
DE O’RAFFEARTAIGH. Depuis lors, le terme de groupe de jauge est employé
pour désigner le groupe (1) en mécanique ondulatoire, en référence comme
origine historique a la théorie de Weyl sur les longueurs non-intégrables.

Il n’y avait cependant plus aucune raison de croire a une non intégrabi-
lité des longueurs et Weyl lui-méme a affirmé I’échec de son ancienne théorie.
Il semble y avoir maintenant consensus sur le fait que les g;; eux-mémes,
et non uniquement leurs rapports, restent inchangés lorsqu’un gradient est
ajouté aux potentiels électromagnétiques *’‘Indépendamment de la transfor-
mation des potentiels électromagnétiques, on peut considérer la transforma-
tion conforme ¢';;, = Ag;; avec une focntion arbitraire A\(z) [voir p. 81 et 199
pour les équations de Maxwell]. R. Bach, Math. Z. 9 (1921) 110 (voir aussi
C. Lancsos, Ann. Math., Princeton 39 (1938) 842) a montré qu’il est mathé-
matiquement possible de construire des équations de champ possédant cette
invariance en utilisant dans le principe d’action une densité scalaire du second
degré dans les composantes du tenseur de courbure conforme [pour ce dernier,
voir H. Weyl, Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, math.-naturw. Kl., (1921) 99].

Einstein a également considéré les équations de gravitation en prenant en
considération l'invariance conforme [S.B. preuss. Akad. Wiss. (1921) 261].
Ce point de vue a cependant rapidement été abandonné car il ne semble pas
avoir de signification physique. PREVOIR COMMENTAIRE SUR DES TENTA-
TIVES RECENTES D’EXPLICATION COSMOLOGIQUES ALTERNATIVES A LA MA-
TIERE NOIRE OU A L'’ENERGIE SOMBRE DANS LE CONTEXTE DE LA GRAVITE
CONFORME DE WEYL..

Note 23. (pp. 205-206) Autres tentatives de théories unitaires

Avant d’évoquer plus en détail quelques propositions pour 1’« unification »
des théories des champs, il est nécessaire de faire quelques remarques de base
sur les limitations de la physique classique des champs continus. Celles-ci sont
liées a la dualité des propriétés de la matiere, caractérisée par la perception
intuitive d’« ondes » et de « particules » et décrite par un nouveau type de lois
statistiques établies en mécanique quantique (ou mécanique ondulatoire) de-
puis 1927 49911 faut insister sur le fait que non seulement le concept de particule
de la mécanique classique, mais aussi celui d’onde de la théories classique des
champs ont subi un changement fondamental avec la mécanique quantique.
En effet, comme Schrédinger ’a montré, les systéemes de particules en interac-
tions ne peuvent étre décrits que par des ondes dans un espace de configuration

402
403|
404

4[)51



Note 23 29

multidimensionnel et non par des ondes dans ’espace-temps ordinaire. Lorsque
des particules sont créés et annihilées (changement du nombre de particules
au cours du temps), plusieurs espaces de configuration de dimensions diffé-
rentes sont requis. De maniere équivalente, la « quantification des champs »
remplace les amplitudes des champs dans ’espace ordinaire par des opérateurs
convenablement choisis. Voir P. Jordan et O. Klein, Z. Phys., 45 (1927) 751;
P. Jordan and E. Wigner, Z. Phys. , 47 (1928) 631; V. Fock, Z. Phys. , 75
(1932) 622.. La plupart des physiciens, y compris l'auteur, sont d’accord avec
I’analyse de Bohr et d’Heisenberg et leur jugement sur la situation épistémolo-
gique créée par ces développements, selon laquelle une solution complete aux
problemes ouverts de la physique est impossible par un retour au concept de
champ classique.

D’un autre coté, Einstein, apreés avoir révolutionné les fagons de penser
en physique par des méthodes générales également fondamentales pour la mé-
canique quantique et son interprétation, a entretenu jusqu’a sa mort ’espoir
que méme les aspects quantiques des phénomenes atomiques devraient pouvoir
s’expliquer sur la base de la théorie classique des champs. Le concept de réa-
lité physique en physique atomique a été généralisé par la complémentarité de
Bohr d’une maniére telle que ’ensemble du dispositif expérimental constitue
une partie essentielle de la description théorique du phénomeéne. Einstein au

—

contraire voulait rester fidele a 'idéal de la mécanique [Page ]| céleste clas-
sique selon lequel I'état physique objectif d’un systéme doit étre entierement
indépendant de la maniere de ’observer.

Alors qu’Einstein admettait franchement que ses espoirs d’une solution
suivant cette voie n’avaient pas encore été atteints et qu’il n’avait pas méme
établi la possibilité d’une telle théorie, il considérait cela comme une question
ouverte. Lorsqu’il parle d’une « théorie unifiée des champs » il a en téte ce
programme ambitieux d’une théorie résolvant les problemes liés aux particules
matérielles élémentaires a ’aide de champs classiques partout réguliers (dénués
de singularités).

Les physiciens adoptant l'interprétation d’Heisenberg-Bohr de la méca-
nique quantique ne prennent en considération 'unification des champs clas-
siques comme le champ gravitationnel et le champ électromagnétique que d’une
maniere restrictive qui ne rend pas compte des sources comme les masses et
les charges électriques. En effet, la description des sources et de leurs proprié-
tés suppose des champs de matiere et leur quantification avec 'interprétation
statistique “’°Voir note de bas de page 1, p. 224 (p. 29). Cependant, méme cet
autre programme semble encore loin d’étre réalisé.

Le lecteur du texte original du § 67, réalisera que j’étais déja a I’époque
trés sceptique au sujet de la possibilité d’expliquer le caractere atomique de la
matiere, en particulier de la charge électrique, seulement a ’aide des concepts
classiques de la théorie des champs continus. Dans cet ordre d’idées, rappelons
que I'atomicité de la charge électrique s’était déja manifesté a travers la valeur
numérique spécifique de la constante de structure fine dont il manque encore a
ce jour une explication théorique. En particulier je ressentais assez fortement
le caracteére fondamental de la dualité (ou comme on dit depuis 1927 de la com-
plémentarité) entre le champ mesuré et la particule d’épreuve utilisée comme
instrument de mesure. Cette question a été discutée depuis par N. Bohr a la
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huitieme Conférence Solvay de Physique en 1948 [voir les actes de ce congres
(Bruxelles 1950) pp. 376-380].

Apres ces remarques d’introduction d’ordre assez général, nous allons dis-
cuter deux types de tentatives d’unification des champs généralisant formelle-
ment la théorie originale de la relativité d’Einstein dans des directions diffé-
rentes.

() Théories oui les g;1, et les Ty, ne sont pas symétriques “°" Comparer a
A.S. Eddington, The Mathematical Theory of Relativity (Cambridge, 1924);
différents articles d’A. Einstein in S.B. Preuss. Akad. Wiss., (1923-1925) ; E.
Schrodinger, Space-Time-Structure (Cambridge 1950), ou les articles de I'au-
teur dans Proc. Roy. Irish Acad. (1943-1948) et les équations de A. Einstein et
E.G. Straus, Ann. Math. Princeton, (2) 47 (1946) 731 sont résumés. Voir aussi
A. Einstein, Ann. Math. Princeton, (2) 46 (1945) 538. Ces théories ont deux
versions : la premiére dans laquelle des T'';;, symétriques ou non symétriques
ont été considérés comme les seules quantités primaires et la plus tardive dans
laquelle & la fois des T';; non symétriques et des gz ou ¢g** non symétriques
sont considérés comme des variables indépendantes. Dans les premieres ver-
sions le tenseur métrique est supposé proportionnel a la partie symétrique R;x
du tenseur de courbure contracté.

Cette supposition n’est justifiée que si un terme cosmologique est présent
dans les équations du champ. Comme ceci n’a plus de raison d’étre, on s’en
tiendra au second type de théories dans lesquelles des I';; et des g;; non
symétriques sont considérés comme [@ des variables indépendantes. Par
conséquent, seul ce second type de théorie a été étudié ultérieurement par
Einstein.

Toutes ces théories se heurtent & I’objection qu’elles contredisent le principe
selon lequel on ne devrait utiliser en théorie des champs que des quantités
irréductibles. Ce principe est en effet satisfaisant du point de vue formel et a
été vérifié empiriquement sans aucune exception en physique jusqu’a présent.
[BB ne sait pas ce que c'est.] Par conséquent je crois que*’*Le méme point
de vue est avancé par H. Weyl [Naturwissenschaften, 38 (1951) 73, et Actes
du Congres de Berne, 1955] des raisons mathématiques convaincantes, par
exemple un principe d’invariance sous un groupe de transformation plus vaste
dotvent étre apportées, justifiant qu’une décomposition des quantités réductibles
de la théorie, par exemple Ry, g et Tl n'a pas lieu. Cela n’a pas été fait
du tout dans la littérature plus ancienne. %Y Déja dans une théorie avec
des T, symétriques comme uniques variables de champ indépendantes, il est
par exemple arbitraire d’utiliser \/(—det |R;x|) comme densité dans I'intégrale
d’action. La séparation de R;; en ses parties symétrique et antisymétrique
donne bien d’autres possibilités (voir Note 7).

Einstein était cependant au fait de cette objection qu’il a pesée soigneuse-
ment dans son travail ultérieur. *'°A. Einstein and B. Kaufman, Ann. Math.
Princeton, 62 (1955) 128 ; voir aussi The Meaning of Relativity, (5éme édition,
Princeton, 1955), Appendice II.

De maniére a exposer le point de vue d’Einstein et Kaufman, on note
d’abord que l’expression correcte du tenseur de courbure contracté R;, en
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fonction des symboles non symétriques I'';;, est *''Dans la suite, opération
(...) signifie toujours la différenciation ordinaire par rapport a z*. Le signe
global de R;i, choisi par Einstein et Kaufman et reproduit ici, est opposé au
signe utilisé ailleurs dans ce livre.

Rig =D%s — Dos e — D5l g + D7Dy, (23.1)

ou l'ordre des indices inférieurs est important maintenant. Les auteurs notent
de plus que cette expression est invariante par rapport aux transformations—\,
définies par

Flll'k = Flik + (Sli/\’].C (23.2)

ou A(z) est une fonction arbitraire. Ils introduisent maintenant le postulat que

toutes les équations doivent étre invariantes par rapport a ces transformations—A

(A—invariance). Formellement, ce postulat rend impossible 'utilisation de T
symétriques.

Comme second postulat, Einstein et Kaufman introduisent 1’invariance
par transposition. Cela demande que toutes les équations restent valables si
les quantités Ay, sont remplacées par leurs transposées AT, = Ap;. Les R
exprimées en fonction des I'';;, ne sont pas invariants par transposition. Cette
invariance peut cependant étre obtenue si de nouvelles quantités, définies par

Ui = Thp—Ttudy,
! L it sl (23.3)

M = Ulix — 3U%%0',

sont introduites. Le tenseur de courbure contracté, exprimé en termes des Uy,

est donné par

1
Rip(U) = Usips — UsuU' g + U R (23.4)

[Page ]| est maintenant invariant par transposition. La transformation—A\ des

 —

Ul est donnée par
UV i = Ulse + (82 — 856 0). (23.5)

Pour la loi de transformation des U';, par transformation des coordonnées,
nous nous référons au papier cité dans la note de bas de page ||, p. 226XXXX.
On obtient les équations de champ par variation de l'intégrale d’action par
rapport au g** et U'y, comme variables indépendantes.
A la place des g**, on peut aussi utiliser la densité tensorielle de compo-
santes g**, qui, dans Pespace-temps quadrimensionnel sont données par
ik ik

\/—det|g*| \/—det|gi*|

C’est dans D'esprit de la relativité générale ordinaire (voir p. 48XXXX) que
I’on restreigne la densité scalaire £ qui doit étre utilisée dans le principe va-
riationnel par le postulat selon lequel elle ne contienne pas de dérivées des g**,
uniquement les dérivées premieres des Ulyy,, et qu’elle dépende linéairement de
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ces derniéres. *'?La discussion des densités possibles pour les théories pure-
ment affines dans la Note 7 a été faite sans utiliser ces postulats restrictifs. Ce
postulat, associé aux postulats de A—invariance et d’invariance par transposi-
tion déja mentionnés, conduit a un £ qui est linéaire en R;;, exprimé en termes
des Uly,. Si le terme « cosmologique » indépendant de R;; est évité, alors une
défivition convenable du champ ¢**, avec g** défini par (23.6) conduit au choix
d’Einstein de la densité scalaire,

£ =g*Rip (23.7)

comme intégrand dans 'intégrale d’action satisfaisant les postulats précédents.

Nous renvoyons a la littérature citée pour les équations de champ qui s’en
déduisent ainsi que pour les identités entre elles. Le cas particulier, dans lequel
les parties antisymétriques des ¢%* et I'';;, s’annulent, redonne les équations de
champ usuelles de la relativité générale sans matiere (voir Note 8).

Que les équations de champ de cette théorie, qui sont basées sur les postu-
lats formels de A—invariance et d’invariance par transposition sans signification
évidente ni géométrique ni physique, puisse vraiment étre en rien reliées a la
physique est tres douteux.

Un principe physique primordial comme le principe d’équivalence en re-
lativité générale, est basé sur des preuves empiriques générales, est entiere-
ment absent de cette « théorie unifiée des champs ». De plus, en relativité
générale ordinaire, c’est 1’élément de longueur, et avec lui la forme quadra-
tique g;pdz’dz®, qui a une signification physique directe, plutdt que le pseudo-
tenseur I';;, qui gouverne le déplacement parallele des vecteurs.

Dans la suite, nous allons considérer d’autres types de tentatives pour
obtenir une « théorie unifiée des champs », dans laquelle seules des quantités
irréductibles sont utilisées.

(B) Théories a cing dimensions et théories projectives *'*Le lecteur trouvera
un résumé des théories discutées ici dans P.G. Bergmann, Une introduction d la
théorie de la relativité (New-York 1942), Chap. XVII et XVIII. Kaluza *'*Th.
Kaluza, S.B. preuss. Akad. Wiss. (1921) 966. a trouvé une représentation
géométrique intéressante de la forme généralement covariante de ’électrody-
namique de Maxwell [Page J| [§§ 23(a) et 54|, qui a ensuite été améliorée et
généralisée par Klein *'°0. Klein, Nature, Lond., 118 (1926) 516 ; Z. Phys. 37
(1926) 895 [dans ces papiers déja, une dépendance périodique de la métrique
avec la cinquiéme coordonnée est prise en considération]; Z. Phys. 46 (1928)
188; Ark. Mat. Astr. Fys. 34 (1946) 1; voir aussi le rapport de Klein dans les
Actes du Congres de Bern, 1955..

On considére un espace-temps a cing dimensions avec une métrique « cy-
lindrique » donnée par

ds? = vy, dat dx” (23.8)

(dans la suite, les indices grecs p, v varient de 1 a 5, et les indives latins i, k,
... de 1 & 4). La condition cylindrique est mieux décrite dans un systéme de
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coordonnées particulier *'Pour la formulation de la théorie dans un systéme
de coordonnées général, voir Bergmann, note de bas de page I, p. 227 (p. 32),
ibid. dans lequel les 7y, sont indépendants de 0,

MV

905 (23.9)
De plus, Kaluza et Klein ont initialement supposé que

Y55 = 1. (23.10)

Le signe positif de v55 implique que la cinquiéme dimension est de genre espace.
La raison de ce choix deviendra évidente plus tard. A coté des transformations
générales de coordonnées des quatre coordonnées z*, comme en relativité gé-
nérale, the systeme de coordonnées préférentiel en question permet le groupe

a2 =2° 4 f2t,. . 2h). (23.11)
En écrivant (23.8) sous la forme
ds? = (dz® + ~isda’)? + gpda'da”, (23.12)
on voit que les g;; sont invariants sous la transformation (23.11),
Gik = Giks (23.13)

alors que

B
Vis = is — a—f. (23.14)

xl

Le comparaison entre (23.8) et (23.12) donne
Yik = Gik + VisVk5- (23.15)

Si g** est, comme d’habitude, la matrice inverse de g;;, ¥ la matrice inverse
de v, on trouve facilement que

det |y, | = det |gir],

A5 = 1 4 A ysys, A ik _ ik (23.16)

= —g%ys, Y=g

La forme de la transformation (23.14), qui est analogue au groupe de jauge,
|| suggere [’identification des ;5 avec le potentiel électromagnétique, p;,
a un facteur de proportionnalité constant pres. Le tenseur antisymétrique

ks Ovis
Ozt Oxk

= fik, (23.17)

qui est invariant par rapport a la « transformation de jauge » (23.14), est
alors proportionnel au tenseur intensité du champ électromagnétique. Nous
reviendrons plus loin sur la définition du facteur de proportionnalité.

Les géodésiques de la métrique (23.8) ou (23.12) peuvent aussi étre in-
terprétées de cette maniere. De I'indépendance des vy, par rapport a xs, on
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déduit aisément pour les géodésiques que les deux expressions

dz® dz’

s T T const. = C, (23.18)
da’ da®

ik e as const. = —1, (23.18a)

sont séparément constantes pour un choix convenable du parametre s. La
constante dans (23.18a) peut étre normalisée & —1. Pour les équations des
géodésiques, on obtient

k 1 r s k
d ( da:) 0grs dx” dx dx (23.19)

— =2 o

Il s’agit cependant de I’équation de ’orbite d’une particule chargée dans des
champs gravitationnel et électromagnétique externes. La constant d’intégra-
tion C' est par conséquent proprotionnelle au quotient e/m de la charge par la
masse de la particule.

Mentionnons ici brievement une autre formulation équivalente de la géomé-
trisation des champs gravitationnel et électromagnétique, c’est-a-dire la formu-
lation projective. De nombreux auteurs y ont contribué parmi lesquels Veblen
et Hoffmann, Schouten et van Dantzig et moi-méme. *'"Pour la littérature,
aux cotés de Bergmann, note de bas de page I, p. 227 (p. 32), ibid., voir par
exemple C. Ludwig- Fortschritte der projektiven Relativititstheorie, (Braunsch-
weig 1951). Bergmannt a cependant montré — et ceci au contraire de ce que
j’al moi-méme pensé pendant un temps — que cette formulation n’est pas plus
générale que celle de Kaluza, et qu’il est facile de passer de I'une a l'autre de
ces formulations. En introduisant les coordonnées homogenes X*

XV = fV(x%)e® (23.20)

(avec des fonctions arbitraires f*) et les relations inverses

i (Xt x4
5 5 5;3(1—9 X)‘fE’“.’XE)) (1) (x1 5 (23.20a)
x zlog{X F(F,...,ﬁ>}:logH (X1,....X5),

ott HW est une fonction homogene de degré 1, on voit facilement que la trans-
formation « de jauge » (23.11), combinée & la transformation générale des 2*
correspond exactement au groupe de toutes les transformations [@ ho-
mogeénes du premier degré des XV. C’est ce dernier qui est considéré dans la
formulation projective. En raison de sa correspondance bi-univoque avec la
formulation de Kaluza *'®Pour le tenseur métrique I’y correspondant a X",
on a, d’apres (23.20),

oXH oX"Y

V55 = L s s T rLXrxv.

on ne discutera pas davantage la formulation projective ici.
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La forme géométrique de Kaluza des lois généralement covariantes du
champ électromagnétique, comme présentée ici, ne constitue en aucune ma-
niére une « unification » des champs électromagnétique et gravitationnel. Au
contraire, toute théorie généralement covariante et invariante de jauge peut
aussi étre formulée sous une forme de Kaluza. En ’absence de charges élec-
triques (de courants), la forme généralement covariante des équations de Max-
well découle par variation d’une intégrale d’action avec une densité [voir Eq.
(??), p. 158 et Egs. (?7), (?7), p. 162]

&= =g (R + ngFk) : (23.21)

si Fji est lintensité du champ électromagnétique. Une dépendance plus com-
pliquée de la densité scalaire en fonction de l'intensité du champ électro-
magnétique serait cependant également compatible avec la métrique penta-
dimensionnelle & symétrie cylindrique.

Kaluza et Klein ont cependant démontré un autre résultat intéressant. Ils
ont calculé le scalaire P du tenseur de courbure qui correspond a la métrique
penta-dimensionnelle particuliere donnée par (23.8) et (23.12) et ont trouvé

1 )
P=R+7 fir (23.22)

ol R est le scalaire de courbure déduit de la métrique quadri-dimensionnelle
ds? = gppdaida®, et fir est défini par (23.17). Cela devient identique & (23.21)
si 'on pose

fik = V26Fg, s = V2kp;. (23.23)

Ici, on doit de plus noter que le signe du second terme du membre de droite de
(23.22) aurait été inversé si 'on avait choisi un caractere de genre temps pour
la cinquiéme coordonnée (55 = —1) au lieu du genre espace. Le caractére de
genre espace de la cinquieme dimension avait di étre choisi pour que dans
(23.22) le signe du membre de droite soit le méme que dans (23.21). On peut
aussi dire que pour le choix de P comme invariant de l'intégrale d’action, le
signe empirique de la constante de gravitation est représenté par le signe de
genre espace de vs5.

1l n’y a toutefois aucune justification pour le choix particulier du scalaire
de courbure penta-dimensionnel P comme intégrand de l’intégrale d’action du
point de vue du groupe restreint de la métrique cylindrique. Le probléme ouvert
de trouver une telle justification semble conduire a une amplification du groupe
de transformation. C’est 1ié aux possibilités de généraliser le formalisme de
Kaluza, que nous allons maintenant discuter briévement.

L’une des généralisations du formalisme de Kaluza consiste a conserver

—

(23.9), mais en relaxant la condition (23.10), v55 = 1. Du point de vue [Page]]

 —

du groupe de transformation de la relativité générale, 55 est alors un nouveau
champ scalaire qui est supposé indépendant de z°. En posant

V55 =S, vis = Jfi, ik = ik + J fifrs (23.24)
on obtient

ds? =y datde” = J(dx® + fida)? + gipdatda®, (23.25)
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avec un groupe « de jauge »

of
ozt

Jordan ¥ P. Jordan, Schwerkraft und Weltall (2éme édition, 1955). 11 a for-
mulé sa théorie originale sous la forme projective. , reprenant des indées an-
térieures de Dirac, *?° P.A.M. Dirac, Nature, Lond., 139 (1937) 323; Proc.
Roy. Soc. A165 (1938)n 199. a essayé de maniére intéressante d’utiliser ce
nouveau champ J de maniere a obtenir une théorie dans laquelle la constante
gravitationnelle de la théorie usuelle est remplacée par un champ dépendant
du temps. Le versant mathématique de cette théorie a aussi été étudié in-
dépendamment par Thiry **! Y.R. Thiry, Thése, (Paris 1951); cf. aussi A.
Lichnerowicz, Théories relativistes de la gravitation et de [’électromagnétisme
(Paris 1955). . Comme cela a été montré par Fierz **’Helv. Phys. Acta, 29
(1956) 128. | I'introduction de matiére dans la théorie ajoute des hypothéses
supplémentaires, sans lesquelles la dépendance temporelle des longueurs stan-
dard déduites des dimensions atomiques et des actions gravitationnelles entre
particules matérielles ne sont pas encore définies. Nous n’entrerons pas ici dans
une discussion sur I'importance des preuves empiriques de cette théorie.

Une autre généralisation fondamentale du formalisme de Kaluza consiste a
abandonner la condition (23.9) de cylindricité. Déja dans ses premiers articles
de 1926, Klein a discuté une dépendance périodique de toutes les variables de
champ en fonction de x°. En normalisant la période & 27 , cette hypothése I
(« toutes les composantes 7y, sont des fonctions périodiques de x° avec une
période 21 ») peut aussi étre exprimée par une décomposition de Fourier

d® =2+ f(a'), fi=fi— (23.26)

“+o00
Y22ty = Y AW (ah)en” (23.27)

n=—oo

avec la condition usuelle de réalité
o™ = (). (23.27a)

On peut interpréter géométriquement z° comme une variable angulaire, de
sorte que toutes les valeurs de z® qui différent par un multiple entier de 27
correspondent au méme point de 'espace-temps penta-dimensionnel si les va-
leurs des ' sont les mémes. De cette seule hypothése, on ne peut pas déduire
I’existence d'une géodésique fermée sans introduire de discontinuité de direc-
tion. Einstein et Bergmann *** A. Einstein and P.G. Bergmann, Ann. Math.
Princeton, 39 (1938) 683 ; aussi A. Einstein, V. Bargmann et P.G. Bergmann,
Th. Karman Anniversary Volume (Pasadena 1941), p. 212 et Bergmann, note
de bas de page I, ibid., p. 227 (p. 32) ont étudié plus particulierement les
conséquences de 'hypothése additionnelle IT : en chaque point de l’espace
penta-dimensionnel il passe exactement une géodésique qui revient au méme
point avec une direction continue. Ils ont montré que dans ce cas la il existe
p. 232 toujours un systeme [Page ]| de coordonnées particulier dans lequel
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07si
v55 = 1, 925 =0. (23.28)

Le groupe de transformation reste le méme que dans le formalisme orignal de
Kaluza [voir (23.15), (23.16)], mais les g;x dépendent maintenant périodique-
ment de 5.

Les auteurs ont ensuite établi 'invariant le plus général compatible avec
le groupe de transformation en question et satisfaisant la méme condition
générale par rapport a 'ordre de différentiation qu’en relativité générale ordi-
naire (c’est-a-dire linéarité dans les dérivées secondes du champ sans dérivées
d’ordre supérieur). Les équations du champ correspondantes sont en général
des équations intégro-différentielles.

Alors qu’avec ces hypotheéses on n’a aucune interprétation ou justification
du choix particulier de P comme scalaire dans le principe d’action, la situation
est modifiée fondamentalement si I’on retient ’hypothese I et qu’on abandonne
I’hypothese II. Le groupe de transformation est alors

2 =2 4 p(a®,2%), 2" = pi(a®,2F) (23.29)
ou les p” sont des fonctions périodiques arbitraires de z® avec une période
2m. Ce groupe général a aussi été étudié par Klein, mais ses conséquences
mathématiques et physiques nécessitent davantage d’investigations.

I est vrai que le seul scalaire construit a partir de «y,, par le processus habi-
tuel de différentiation seule (avec les restrictions usuelles en relativité générale
concernant ’ordre de différentiation) est maintenant le scalaire de courbure P
de la métrique penta-dimensionnelle. Mais c’est encore un probléme non résolu
que de savoir s’il existe d’autres invariants scalaires en général, qui pourraient
étre exprimés comme des intégrales le long de courbes fermées convenablement
choisies et pourraient aussi étre utilisées dans le principe d’action *** Le Dr. P.
Bergmann a gentiment attiré mon attention sur le probleme de savoir si dans
une variété a cinq dimensions ayant la topologie d’un cylindre d’extension in-
finie dans I’espace décrit par les coordonnées z!, ... z* et avec une métrique
satisfaisant I’hypothese I, il existe toujours un systéme de coordonnées parti-

culier pour lequel

('37“5/8x5 =0, pour pu=1,...,5

A cOté de ce probléeme mathématique général, il y a 'autre probleme dif-
ficile de linterprétation physique de fonctions générales périodiques en z°
comme donné en (23.27). Cela conduit a la mécanique ondulatoire et par
conséquent aussi au probleme de la quantification des champs “>°Voir note de
bas de page I, p. 224 (p. 29).. Des tenseurs tels que ’yw,(”) (x%) correspondent
A& un spin 2, qui d’ailleurs n’a jamais été observée dans la nature ®9), valeur
a partir de laquelle la valeur observée du spin % ne peut jamais étre obtenue
par composition.

De notre point de vue (voir Iintroduction de cette note) il est donc clair
qu'a c6té du champ 7, (2°,2%) il doit y avoir d’autres champs de type méca-
nique ondulatoire comme par exemple les champs de spineurs décrivant des

424 _|_
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particules de faibles masses > Voir note de bas de page 1, p. 228 (p. 32), O.
Klein, ibid...

La question de savoir si le formalisme de Kaluza a un quelconque destin
en physique conduit ainsi au probleme irrésolu le plus général en physique de
I’accomplissement d’une synthése entre la théorie de la relativité générale et
la mécanique quantique. (36)
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Commentaires

WOn présente de nos jours la masse comme un invariant et la dépendance en fonction de la
vitesse comme un effet cinématique.

(?)Lexpérience de Trouton et Noble (1901-1903) est une tentative de mise en évidence du
mouvement de la Terre par rapport a ’ether a partir du mouvement d’un condensateur
supposé s’orienter de sorte que ses armatures se placent perpendiculairement a la direction
du mouvement relatif.

(3)En effet, les ordres de grandeur issus de cette estimation « classique » ne sont pas conformes
a la réalité pour ce qui concerne I’électron. Néanmoins, concernant le commentaire de Pauli
sur le livre de M. Born, il nous semble que dans ce paragraphe Born ne s’exprime pas sur le
rayon du noyau de I’atome d’hydrogéne mais sur celui de I’atome lui-méme.

®Dans la littérature contemporaine, on trouve de multiples dénominations. On appelle par
exemple F'*F le tenseur de Faraday ou le tenseur champ électromagnétique et H** le tenseur
de Maxwell, tenseur dual ou le tenseur excitation électromagnétique.

(®) 1électrodynamique ordinaire laisse le quadripotentiel en partie indéterminé, sa valeur dans
I’absolu n’étant fixée qu’a un choix de jauge pres, comme la jauge de Lorenz % = 0.
La théorie de Mie ne possede donc pas cette liberté de jauge alors que les physiciens y
sont extrémement attachés pour plusieurs raisons. Tout d’abord les symétries de jauge sont
des symétries continues dont découlent par les théorémes de Noether I'existence de lois de
conservation, comme celle de la charge électrique en électrodynamique. Relier une loi de
conservation & une symétrie est probablement plus satisfaisant sur un plan formel que la
déduire d’équations du mouvement (les équations de Maxwell dans le cas présent). D’autre
part, lorsque l'invariance de jauge est étendue aux transformations de jauge locales, on
engendre de maniére automatique a partir d’une théorie pour le champ de matiére libre une
théorie de son interaction avec le champ de jauge et une théorie du champ de jauge libre
lui-méme.

Rappelons les grandes étapes du procédé dans le langage actuel de la physique. Dans
I’espace-temps de Minkowski My, les transformations de jauge sont définies de la maniere
suivante : un champ de matie¢re (par exemple ici un champ scalaire) 1(z) peut étre modifié
par une phase globale e**® sans que cela change les équations du mouvement. Cette symétrie
de jauge globale possede un courant de Noether associé dont la conservation correspond
physiquement a celle de la charge électrique. De maniere a engendrer I'interaction électrique,
la symétrie de jauge est étendue aux transformations de jauge locales

V(@) = P (x) = () (463)

et la dérivée ordinaire dx est promue en dérivée covariante de jauge électromagnétique Dy (x)
en termes d’un quadrivecteur réel ¢ (x)

Di(z) = Ok — tepr(z) (464)
et obéit a
Di(2)u(z) = Di(x)y(z) = "Dy (2)(x) (465)
a la condition que le quadrivecteur lui-méme satisfasse la transformation de jauge
or(z) = o (x) = pr(z) + Ora(z). (466)

La prescription de couplage minimal électromagnétique consiste ensuite a remplacer les dé-
rivées ordinaires dans le lagrangien des particules libres

LRE = Okp" 0" ) —m*y"y (467)
par les dérivées covariantes et cela engendre des termes nouveaux, physiquement signifiants
Lxa = (Dpy)" (D) —m*e"y
_ 6k;'l/1*8kw_m2w*w
—ielpry)(0"9) — " (O] + € prp" v (468)

qui décrivent Iinteraction du champ de matiére avec le champ de jauge ¢r. Le premier de
ces termes est usuellement appelé paramagnétique et le second diamagnétique. En raison
des lois de transformation (463) et (465), le lagrangian (468) est invariant de jauge, et,
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probablement plus important, c’est précisément la prescription de couplage minimal qui a
produit les termes d’interaction adéquats.

Le champ de jauge libre lui-méme est décrit par une densité lagrangienne comme une
forme invariante de jauge, quadratique en termes des dérivées de . C’est réalisé de la
maniére suivante, le commutateur des dérivées covariantes définit le tenseur de Faraday Fj,

[Dr(z),Di(z)] = —ie(Orpi(x) — Oipr(z)) = —ieFu(z), (469)

et le lagrangien du champ de jauge libre vaut
1
La= —ZFMF“. (470)

L’équation (466) garantit que le tenseur de Faraday soit invariant de jauge (covariant de
jauge de maniére plus générale),

Fri(z) = F'ri(2) = Fu(z) (471)

et que le lagrangien libre posséde par conséquent cette propriété. Minimiser l'action totale
conduit ensuite d’une part aux équations de mouvement du champ de matiére en présence de
champ de jauge et d’autre part aux équations de Maxwell qui régissent 1’électrodynamique.

(9)Si la charge dépend de ¢, changer le potentiel par une constante change la charge.

(D11 ne s’agit pas ici d’invariance par transformation de jauge, mais par transformation de
Lorentz, d’ou la précision du texte allemand avec le zunéchst.

(&) Pauli utilise ici la convention selon laquelle le couplage aux sources s° est décrit dans le

lagrangien par un terme —2s'y; de sorte que la densité de courant est donnée par s° = f% g vfi
1a ott la convention actuelle ne comprend pas le facteur 1/2. Il utilise aussi pour la contribution
du champ libre (dans le cas de Maxwell) I’expression (230) %FikFik7 elle aussi multipliée par
un facteur 2 par rapport au choix actuel, de sorte que les équations de mouvement ont la

forme habituelle (208), 38’;? = s’

O] s’agit la de la maniere qu’a aussi utilisée Weyl pour déterminer les lois de conservation
plutét que par I'usage du théoréme de E. Noether.

(10)Intégration sur le volume de la loi de conservation énergie-impulsion.

aby s’agit de ’électron et du noyau d’hydrogene, soit la méme valeur de la charge au signe
pres.
(12) La terminologie a évolué avant de se fixer sur Eichinvarianz :

“Weyl’s papers on physics were rambling, discursive and philosophical. They
were also extraordinarily original. He was exploring new ideas, so there was
great fluidity in his style. He frequently changed names for key concepts. Pro-
portionalitédt later became Strecke, so that when Schrédinger in 1922 referred
to the Proportionalitatsfaktor, it became Streckenfaktor (see Yang Ref. 146).
When the concept of gauge invariance first came up, he called it Massstab-
Invarianz. But later he settled on Eichinvarianz. English translation of this
term is now gauge invariance, but had been at times calibration invariance and
measure invariance.”

(A.C.T. Wu and C.N. Yang, Int. J. Mod. Phys. A, 21 (2006) 3235)
(3) pauli emploie le terme de géométrie riemannienne pour pseudo-riemannienne.
(9 Antisymétrique.

(1508 19. Les théorémes intégraux de Gauss et de Stokes dans une variété Riemannienne quadri-
dimensionnelle.

(16)§ 20. Obtention des opérations différentielles invariantes utilisant les composantes géodé-
siques.

(7 Gerait appelé de nos jours connexion linéaire. Cartan utilisera connexion affine dans un autre

sens plus tard. Point technique et historique a développer.
(18)g 23. Transformations infinitésimales des coordonnées et théorémes variationnels.

(90n peut remarquer I'intérét de cette remarque de Weyl. /—g est de poids n/2 en dimension
n, de sorte qu’en dimension 4, une quantité de type R?,/—g est bien de poids 0, mais
uniquement en dimension 4.

(298 28. Covariance des équations de base de la théorie de D'électron.
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(21)§ 30. Moment et énergie du champ électromagnétique. Formes différentielle et intégrale des
lois de conservation.

(22)§ 55. Les principes d’action pour les processus matériels en présence de champs de gravitation.
(23)§ 56. Les équations du champ de gravitation.

) pauli parle ici de la théorie de Weyl qui « se comporte bien » vis-a-vis de la théorie de Maxwell
mais dont le traitement est ensuite trés différent de celui d’Einstein. Jusqu’a présent ’auteur
présentait les avantages de la théorie de Weyl, maintenant, Pauli va s’attacher & en montrer
les défauts.

(25 0n P’a déja noté, la méthode employée par Weyl pour obtenir les équations de conservation
consiste a utiliser les équations de mouvement plutot que d’appliquer la méthode de Noether.

(26)Les tentatives actuelles de construction de nouvelles théories physiques en physique des
hautes énergies, en cosmologie ou méme en physique de la matiére condensée sont souvent
fondées sur un principe d’action, en raison notamment du fait que l'action est une quantité
scalaire que l'on peut contraindre au moyen des principes de symétrie que ’on impose a
la théorie. Peut-on trouver la position de Pauli sur les principes variationnels, son idée de
I'action EH, etc?

(7 1Le role de la constante cosmologique a beaucoup évolué au cours du XXeme siecle, les
cosmologistes y étant des le début attachés, par exemple Eddington en 1933

« We have no reason to think that A\ is not so small as to be entirely
beyond observation... I would as soon think of reverting to Newtonian theory
as of dropping the cosmical constant. » (A. Eddington, The expanding universe,
Cambridge : Cambridge University Press (1933).)

ou Tolman en 1936,

« For regions of great size, it can be shown that effects could result from
a very small value of A. Hence, for cosmological considerations we shall retain
the possibility that the quantity A, customarily known as the cosmological
constant, may not necessarily be exactly equal to zero. » (R. Tolman, Relativity,
thermodynamics and cosmology, New-York : Dover (1987).).

Pauli adopte plutot la position plus communément admise alors par les physiciens, jus-
qu’a 'observation a la fin des années 1990 de I'accélération de I’expansion de I’Univers,

« Einstein. .. completely rejected the cosmological term as superflous and
no longer justified. I fully accept this new standpoint of Einstein’s. » Cet ou-
vrage, p. 220.

Parmi les « opposants » au terme A, on peut mentionner, avec Pauli, des auteurs influents
comme Landau et Lifshitz,

« If one ascribes a small value to the “cosmological constant” A, the pre-
sence of this term will not significantly affect gravitational waves over not too
large regions of space-time, but it will lead to the appearence of new types of
“cosmological solutions” which could describe the universe as a whole. At the
present time however, there are no cogent and convincing reasons, observational
or theoretical, for such a change in the form of the fundamental equation of the
theory. We emphasize that we are talking about changes that have a profound
physical significance : introducing into the Lagrange density a constant term
which is generally independent of the state of the field (. ..) would mean that we
ascribe to space-time a curvature which cannot be eliminated in principle and
is not associated with either matter or gravitational waves. (...) [T]his section
is therefore based on the Einstein equations in their classical form without the
“cosmological constant”. » (L.D. Landau et E. Lifshitz, The classical theory of
fields, Amsterdam : Butterworth Heinemann (1975)),

ou Feynman,

« I agree with Einstein’s second guessing and think A = 0 is most li-
kely. » (R.P.Feynman Feynman lectures on gravitation, Boulder : Westview
Press (1995).

(8)Cf. par exemple P.D. Mannheim astro-ph/0505266.

g . . 7 7 . 7 .
(290n notera qu’il est différent demander aux équations d’une théorie « couvrante » de redonner
les équations de la théorie ancienne et de poser cette exigence au niveau des solutions des
équations.
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(30)§ 54. Influence du champ gravitationnel sur les phénomenes matériels.

(31 Cette constante vaut —1/2 en Relativité Générale & cause de la divergence nulle du membre
de droite qui impose la méme propriété au membre de gauche. Par conséquent en ’absence de
matiere, il n’y a pas de second membre, mais dans ce cas on a aussi R = 0. Ici le raisonnement
est différent, on cherche une équation avec R non nul, mais du coup le membre de droite ne
sera pas a divergence nulle.

(32)§ 62(8) L’énergie de 'univers fini.

3)0On appelle probléme de hiérarchie cette différence faramineuse entre la constante de structure
de la gravitation et celles des autres interactions.

G4 Une version simplifiée de 'approche de Born et Infeld est basée sur la densité lagrangienne

ik 12
LBI = /{2 1-— <1 — Flfj‘) — 28ktpk

avec, comme & l'ordinaire Fjr = 0, — Orpi de sorte que le premier couple d’équations de
Maxwell (les identités de Bianchi) est toujours satisfait

8Fik 6Fli 6F'kl

Ox! Oxk oxt 0-

On a conservé ici des notations conformes & celles de Pauli. Il s’ensuit que le tenseur H**
prend la forme
e\ —1/2
) ) F.. Fk
ik _ ik ik
H" =F (1 — ’62)
en termes duquel les équations de Maxwell conservent leur forme habituelle

oxk s

Dans le cas statique, le champ électrique créé par une charge ponctuelle prend la forme

5 1 1 1 —1/2
(r) = 472 ( + 1671'2&27“2)

et 'on constate qu’il est borné par x en r = 0.

(% 0On peut considérer que l'observation des ondes gravitationnelles en 2015 répond a cette
question de la preuve expérimentale comme la version ondulatoire, classique, de 'existence
de particules de spin 2.

39 0On peut voir dans ce commentaire un point de vue visionnaire de la part de Pauli, puisque
les théories des cordes visent précisément a une telle synthese et passent pour cela par des
formulations multi-dimensionnelles (en dimension 10, voire 11 dimensions pour la théorie

M).
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