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i
Gleichungen gebildeten Divergenz % ist also eine Folge der Gravitations-

gesetzetnd umgekehrt das Verschwinden von deren Divergenz

IMmE .
ot — r'i?s QB:-

2,

emne Folge der elektromagnetischen. Jene fiinf Identititen stehen in
engstem Zusammenhang mit den sog. Erhaltungssdtzen, nimlich dem (ein-
komponentigen) Satz von der Erhaltung der Elektrizitit und dem (vier-
komponentigen ) Energie-Impulsprinzip. Sie lehren niimlich: die Erhaltungs-
sitze (auf deren Giiltigkeit die Mechanik beruht) folgen auf doppelte
Weise aus den elekiromagnetischen sowie den Gravitationsgleichungen;
man mochte sie daher als die gemeinsame Eliminante dieser beiden Ge-
setzesgruppen bezeichnen,

Der einzige Ansatz fiir die Wirkungsdichte in der (3 + 1)-dimensio-
nalen Welt, den man verniinftigerweise in Betracht zu zehen hat, ist
der folgende

: W=M1Las,

wobei « eine numerische Konstante ist und die Bedeutung von 9 und &
aus Abschnitt T dieses Paragraphen zu entnehmen ist. Man sieht, wie
eng der Spielraum ist, welcher durcl unsere Theorie dem Weltgesetz ge-
lassen wird. Als erste Approximation, bei Beschriinkung auf die linearen
Glieder, ergeben sich dann in der Tat aus dem Iamiltonschen Prinzip
die Maxwellschen Gesetze des elektromagnetischen Feldes und das
Newtonsche Gravitationsgesetz. Darin, daf die Wirkungsgrofle eine reine

Zahl ist, liegt die Moglichkeit eines Wirkungsguantums begriindet, dessen .

Existenz nach der heutigen Physik als die fundamentale atomistische
Struktur des Kosmos anzusehen ist.

Doch werde hier, wo es sich nur um die systematische Entwicklung
der reinen Infinitesimalgeometrie handelt und der mit ihr verbundenen
Analysis der Tensoren und Tensordichten, auf die physikalische Ausdeutung
der Theorie nicht niher eingegangen. Heben wir noch einmal jene Punkte
hervor, in denen diese iiber das bisher Vorliegende hinausgeht! Das sind:
der stufenweise Aufbau in den drei Stockwerken der Situs-, Affin- und
metrischen Geometrie, die Befreiung der letzteren von einer ihr in der
Riemannschen Fassung noch anhaftenden ferngeometrischen Inkonsequenz
und die Erginzung der Lehre von den Tensoren (Intensititsgrofien) durch
ihr Gegenstiick, die Lehre von den Tensordichten (oder QuantititsgroBen)
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Gravitation und Elektrizitit

Sitzungsberichte der Koniglich Preufischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin
465—480 (1918)

Nach RIEMANNY) beruht die Geometrie auf den beiden folgenden Tatsaf:hen.:

1. Der Rauwm ist ein dveidimensionales Kontinuum, die Mannigfaltigkeit sei-
ner Punkte lisst sich also in stetiger Weise durch die Wertsysteme dreier
Koordinaten % %y %5 zur Darstellung bringen; .

2. (Pyithagoreischer Lehvsatz) das Quadrat des Abstandes ds? zweier unend-
lich benachbarter Punkte

P = (%, %y, %) und P'= (% + duy, %y + d#y, 23 + dxy) (1)

ist (bei Benutzung beliebiger Koordinaten) eine quadratische Form der rela-
tiven Koordinaten dx,:
ds? = ) gp dx; A%y (for = Ga)- (2)
ik
Die zweite Tatsache driicken wir kurz dadurch aus, dass wir sagen: der Raum
ist ein melrisches Kontinuum, Ganz dem Geiste der modernen Nahewirkur.lg&
physik gemiss setzen wir den Pythagoreischen Lehrsatz nur im Unendlich-~
kleinen als streng giiltig voraus. , o
Die spezielle Relativititstheorie filhrte zu der Einsicht, dass die Ze'%t als
vierte Koordinate (x,) gleichberechtigt zu den drei Raumkoordinaten‘hm.zu—
tritt, dass der Schauplatz des materiellen Geschehens, die Well, also ein vier-
dimensionales, metrisches Kontinuwm ist. Die quadratische Form (2), welche
die Weltmetrik festlegt, ist dabei nicht positiv-definit wie im Falle der drei-
dimensionalen Raumgeometrie, sondern vom Trigheitsindex 3. Schon RIEMANI.\T
ausserte den Gedanken, dass sie als etwas physisch Reales zu betrachten sei,
da sie sich z.B. in den Zentrifugalkriften als eine auf die Materie reale Wir-
kungen ausiibende Potenz offenbart, und dass man demgemiss anzunehmen
habe, die Materie wirke auch auf sie zuriick; wihrend bis dahin alle Geometer
und Philosophen die Vorstellung gehabt hatten, dass die Metrik dem Raum an
sich, unabhiingig von dem materialen Gehalt, der ihn erfiillt, zukomme, Auf
diesen Gedanken, zu dessen Durchfithrung RieMANN durchaus noch die Mog-
lichkeit fehlte, hat in unsern Tagen EINSTEIN (unabhingig von R1EMANN) das
grandiose Gebdude seiner allgemeinen Relativitdtstheorie errichtet. Nach E1n-

1} B. RieManN, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen, Math. Werke,
2. Aufl. (Leipzig 1892), Nr. 13, S. 272.
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STEIN kommen auch die Erscheinungen der Gravitation auf Rechnung der Welt-
metrik, und die Gesetze, nach denen die Materie auf die Metrik einwirkt, sind
keine andern als die Gravitationsgesetze; die gy, in (2) bilden die Komponenten
des Gravitationspotentials. — Wihrend so das Gravitationspotential aus einer
invarianten guadratischen Differentialform besteht, werden die elektromagneti-
schen Evscheinungen von einem Viererpotential beherrscht, dessen Komponen-
ten ¢, sich zu einer invarianten linearen Differentialform X ¢, dx, zusammen-
fiigen. Beide Erscheinungsgebiete, Gravitation und Elektrizitit, stehen aber
bisher véllig isoliert nebeneinander.

Aus neueren Darstellungen von LEvI-Crvital), HESSENBERGZ) und des Ver-
fassers®) geht mit voller Deutlichkeit hervor, dass einem naturgemissen Auf-
bau der Riemannschen Geometrie als Grundbegriff der der infinitesimalen
Parallelverschiebung eines Vektors zugrunde zu legen ist. Sind P und P*
irgend zwei durch eine Kurve verbundene Punkte, so kann man einen in P
gegebenen Vektor parallel mit sich lings dieser Kurve von P nach P* schichen.
Diese Vektoriibertragung von P nach P* ist aber, allgemein zu reden, nicht
integrabel, d.h. der Vektor in P*, zu dem man gelangt, hiingt ab von dem
Wege, lings dessen die Verschiebung vollzogen wird. Integrabilitit findet allein
in der Euklidischen («gravitationslosen») Geometrie statt. — In der oben cha-
rakterisierten Riemannschen Geometrie hat sich nun ein letztes ferngeometri-
sches Element erhalten — soviel ich sehe, ohne jeden sachlichen Grund; nur die
zufillige Entstehung dieser Geometrie aus der Flichentheorie scheint daran
schuld zu sein. Die quadratische Form (2) ermdglicht es ndmlich, nicht nur
zwel Vektoren in demselben Punkte, sondern auch in irgend zwei voneinander
entfernten Punkten ihrer Linge nach zu vergleichen. Eine wahvhafte Nakhe-
Geometrie darf jedoch nur ein Pyinzip der Ubertragung einer Linge von einem
Punkt zu einem wnendlich benachbarten kennen, und es ist dann von vornherein
ebensowenig anzunehmen, dass das Problem der Lingeniibertragung von einem
Punkte zu einem endlich entfernten integrabel ist, wie sich das Problem der
Richtungsitbertragung als integrabel herausgestellt hat. Indem man die er-
wihnte Inkonsequenz beseitigt, kommt eine Geometrie zustande, die tiber-
raschenderweise, auf diec Welt angewendet, nicki nur die Gravitationserschei-
nungen, sondern auch die des elekivomagnetischen Feldes evklirt. Beide entsprin-
gen nach der so entstehenden Theorie aus derselben Quelle, ja im allgemeinen
kann man Gravitation wnd Elekirizitat gar wicht in willkiirloser Weise voneinander
irennen. In dieser Theorie haben alle physikalischen Grissen etne weltgeometrische
Bedeutung ; die Wirkungsgrisse tnsbesondere tritt in thr von vornherein als reine
Zakl auf. Sie fiihvt 2u einem im wesentlichen eindentiy bestimmien Wellgesetz;
fa ste gestaitel sogar in einem gewissen Sinne zu begreifen, warum die Welt vier-
dimenstonal 1st. — Ich will den Aufbau der korrigierten Riemannschen Geo-
metrie hier zun4chst ohne jeden physikalischen Hintergedanken skizzieren ; die
physikalische Anwendung ergibt sich dann von selber.

L} T. Levi-Civita, Nozione di parallelismo ..., Rend. Circ. Mat. Palermo 42 (1917).

%) G. HesSENBERG, Vekiorielle Begrimdung der Differentinlgeometrie, Math. Ann. 78 (1917),
% H. WeyL, Raum, Zeil, Materie (Berlin 1918), § 14.

|
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In einem bestimmten Koordinatensystem sind die relativen Koordinaten
dx,; eines dem Punkte P unendlich benachbarten Punktes P’ — siehe (1) — die
Komponenten der sufinitesimalen Verschiebung PP'. Der Ubergang von einem
Koordinatensystem zu einem andern driickt sich durch stetige Transformations-
formeln aus:

*

wp=x{ai x5 (=12 .., %),

welche den Zusammenhang zwischen den Koordinaten desselben Punktes in
dem einen und andern System festlegen. Zwischen den Komponenten dx, bzw.
dx; derselben infinitesimalen Verschiebung des Punktes P bestehen dann die
linearen Transformationsformeln

dx; = 3, oy dxy, {3)
k

in denen o, die Werte der Ableitungen 0x,/0x} in dem Punkte P sind. Ein
(kontravarianter) Vekior x im Punkte P hat mit Bezug auf jedes Koordinaten-
system gewisse # Zahlen & zu Komponenten, die sich beim Ubergang zu einem
andern Koordinatensystem genau in der gleichen Weise (3) transformieren wie
die Komponenten einer infinitesimalen Verschiebung. Die Gesamtheit der Vek-
toren im Punkte P bezeichne ich als den Vektorrawm in P. Er ist 1. linear oder
affin, d.h. durch Multiplikation eines Vektors in P mit einer Zahl, und durch
Addition zweiler solcher Vektoren entsteht immer wieder ein Vektor in P, und
2. metrisch: durch die zu {2) gehorige symmetrische Bilinearform ist je zwei
Vektoren ¥ und 1) mit' den Komponenten &, #¢ in invarianter Weise ein skalares
Produkt

gp=9 1= g. &y
tk

zugeordnet. Nach unserer Auffassung ist diese Form jedoch nur bis auf einen
willkiirlich bleibenden positiven Proportionalitiisfakior bestimmi. Wird die Man-

‘nigfaltigkeit der Raumpunkte durch Koordinaten #, dargestellt, so sind durch

die Metrik im Punkte P die g, nur ihrem Verhiltnis nach festgelegt. Auch
physikalisch hat allein das Verhiltnis der g;; eine unmittelbar anschauliche
Bedeutung. Der Gleichung

X G dxyday =0
ik

geniigen ndmlich bei gegebenem Anfangspunkt P diejenigen unendlich benach-
barten Weltpunkte P’, in denen ein in P aufgegebenes Lichtsignal eintrifft.
Zum Zwecke der analytischen Darstellung haben wir 1. ein bestimmtes Koor-
dinatensystem zu wihlen und 2. in jedem Punkte P den willkiirlichen Pro-
portionalitdtsfaktor, mit welchem die g, behaftet sind, festzulegen. Dic auf-
tretenden Formeln miissen dementsprechend eine doppelte Invarianzeigen-
schaft besitzen: 1. sie miissen {nvariant sein gegeniiber beliebigen stetigen Koov-
dinatentransformationen, 2. sie miissen ungedndert bleiben, wenn man die gy
durch g, ersetzt, wo A eine willklirliche stetige Ortsfunktion ist. Das Hinzu-
treten dieser zweiten Invarianzeigenschaft ist fiir unsere Theorie charakte-
ristisch.
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Sind P, P* irgend zwei Punkte und ist jedem Vektor x in P ein Vektor *
in P* in solcher Weise zugeordnet, dass dabei allgemein ax in «x*, x-}-p in
x*+p* libergeht (x eine beliebige Zahl) und der Vektor 0 in P der einzige ist,
welchem der Vektor 0 in P* entspricht, so ist dadurch eine affine oder lineare
Abbildung des Vektorraumes in P aul den Vektorraum in P* bewerkstelligt.
Diese Abbildung ist insbesondere @hnlich, wenn das skalare Produkt der Bild-
vektoren x*:y* in P* dem von x und y in P fiir alle Vektorpaare %, 1 pro-
portional ist. (Nur dieser Begriff der dhnlichen Abbildung hat nach unserer
Auffassung einen objektiven Sinn; die bisherige Theorie ermdglichte es, den
schirferen der komgruenien Abbildung aufzustellen.) Was unter Parallelver-
schiebung eines Veklors im Punkte P nach einem Nachbarpunkte P’ zu ver-
stehen ist, wird durch die beiden axiomatischen Forderungen festgelegt:

1. Durch Parallelverschiebung der Vektoren im Punkte P nach dem Nach-
barpunkte P’ wird eine dhnliche Abbildung des Vektorraumes in P auf den
Vektorraum in P’ vollzogen;

2. sind Py, P; zwei Nachbarpunkte zu P und geht der infinitesimale Vek-

tor PP, in P durch Parallelverschiebung nach dem Punkte P, in P, P, iiber,

PP, aber durch Parallelverschiebung nach P, in P,P,,, so fallen Pio, Py zu-
sammen {Kommutativitit).

Derjenige Teil der 1. Forderung, welcher besagt, dass die Parallelverschie-
bung eine affine Verpflanzung des Vektorraumes von P nach P’ ist, driickt
sich analytisch folgendermassen aus: der Vektor & in P = (x; %, ... x,) geht
durch Verschiebung in einen Vektor

F+dff in P'=(x +dx,, %3+ d%,, ..., %, + dx,)

iiber, dessen Komponenten linear von & abhingen:

dét = — %’dyfé”. @
Die 2. Forderung lehrt, dass die dy? lineare Differentialformen sind:

dy? 2 ridx,,
deren Koeffizienten die Symmetrieeigenschaft besitzen

Il =ri. G

Gehen zwei Vektoren &%, %7 in P durch die Parallelverschiebung nach P’ in

£ d&t, ni4- dt iber, so b.esagt die unter 1. gestellte, iiber die Affinitit hin-
ausgehende Forderung der Ahnlichkeit, dass

%'(gik +dga) (F+ a8 (f + dnf) wm Yga gyt
i ik
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proportional sein muss. Nennen wir den unendtich wenig von 1 abweichenden
Proportionalititsfaktor 1+ dp und definieren das Herunterziehen eines Index
in iiblicher Weise durch die Formel

_ &
a; =2 En ",
E

so ergibt sich
a8 — ([@yu + yu) = Lo AP. : (6}

Daraus geht hervor, dass de eine lineare Differentialform ist:
d(p :Z‘Pi d%i. (7)
i

Tst sie bekannt, so liefert die Gleichung (6) oder
g,
Ly g+ Lhgr = 75;;;‘ ~ B Pr

zusammen mit der Symmetriebedingung (5) eindeutig die Grossen [, Der innere
Masszusammenhang des Rawmes hingt also ausser von der (nur bis auf einen
willkiirlichen Proportionalititsfaktor bestimmten) quadratischen Form (2) noch
von einer Linearform (7) ab. Ersetzen wir, ohne das Koordinatensystem zu
indern, g, durch 1 g, so dndern sich die Gréssen dyf nicht, dy,; nimmt den

" Faktor A an, dg;; geht iber in A dg;, + gy dA. Die Gleichung (6) lehrt dann,

dass de tibergeht in
dgp+ e dp+ g 2.

In der Linearform X ¢, dzx; bleibt also nicht etwa ein Proportionalititsfaktor
unbestimmt, der durch willkiirliche Wahl einer Masseinheit festgelegt werden
miisste, die ihr anhaftende Willkiir besteht vielmehr in einem additiven totalen
Differential. Fiir die analytische Darstellung der Geometrie sind die Formen

o % A%x, @ dx; (8}
gleichberechtigt mit

Avgpdr, dx, und @ dx,+dlg i, (9

wo A eine beliebige positive Ortsfunktion ist. Invariante Bedeutung hat demnach
der schiefsymmetrische Tensor mit den Komponenten

Fu= O; _ 0oy (10)

Oxg  dxy’

d.i, die Form
F'ik dx,_axk = %Fﬂs Axik,
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welche von zwei willkiirlichen Verschiebungen dx und dx im Punkte P bilinear
— oder besser, von dem durch diese beiden Verschiebungen aufgespannten
Flachenelement mit den Komponenten

Axﬂ: = dx,- axk - dxk 6%;

linear abhingt. Der Sonderfall der bisherigen Theaorie, in welchem sich die in

einem Anfangspunkt willkiirlich gewahlte Lingeneinheit durch Parallelver-

schiebung in einer vom Wege unabhingigen Weise nach allen Raumpunkten .

ibertragen lisst, liegt vor, wenn die g, sich in solcher Weise absolut festlegen
lassen, dass die ¢, verschwinden. Die I}, sind dann nichts anderes als die
CHRISTOFFELschen Drei-Indizes-Symbole. Die notwendige und hinreichende
invariante Bedingung dafiir, dass dieser Fall vorliegt, besteht in dem identischen
Verschwinden des Tensors Fy.

Es ist danach sehr naheliegend, in der Weltgeometrie ¢, als Viererpotential,
den Tenser F mithin als elektromagnetisches Feld zu deuten. Denn das Nicht-
vorhandensein eines elektromagnetischen Feldes ist die notwendige Bedingung

dafiir, dass die bisherige E1nsTEINsche Theorie, aus welcher sich nur die Gravi--

tationserscheinungen ergeben, Giiltigkeit besitzt. Akzeptiert man diese Auf-
fassung, so sieht man, dass die elektrischen Gréssen von solcher Natur sind,
dass ihre Charakterisierung durch Zahlen in einem bestimmten Koordinaten-
system nicht von der willkiirlichen Wahl einer Masseinheit abhiingt. Zur Frage
der Masseinheit und Dimension muss man sich {iberhaupt in dieser Theorie
neu orientieren. Bisher sprach man eine Grdsse z.B. als einen Tensor der
2. Stufe (vom Range 2} an, wenn ein einzelner . Wert derselben nach Wahi einer
willktiviichen Masseinkedt in jedem Koordinatensystem eine Matrix von Zahlen
@, bestimmt, welche die Koeffizienten einer invarianten Bilinearform zweier
willkiirlicher infinitesimaler Verschiebungen

Ay d; 0%y (11)

bilden. Hier sprechen wir von einem Tensor, wenn bei Zugrundelegung eines
Koordinatensystems und nach bestimmier Wahl des in den g, enthaltenen Pro-
portionalititsfakiors die Komponenten a,, eindeutig bestimmt sind, und zwar
so, dass bei Koordinatentransformation die Form (11} invariant bleibt, bei
Ersetzung von g, durch A g, aber die a,;, iibergehen in A%a,;. Wir sagen dann,
der Tensor habe das Gewicht ¢, oder auch, indem wir dem Linienelement ds
die Dimension «Ldnge = I» zuschreiben, er sei von der Dimension 2%, Absolut
invariante Tensoren sind nur die vom Gewichte 0. Von dieser Art ist der Feld-
tensor mit den Komponenten F,,. Er geniigt nach (10) dem ersten System
der MaxweLLschen Gleichungen. '

0F]cl + OFZi + OF‘ik
ox, Dy, 0,

s

= 0.

Liegt einmal der Begriff der Parallelverschiebung fest, so ldsst sich die Geo-
metrie und Tensorrechnung miihelos begriinden. a) Geoddtische Linie. Ist ein
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Punkt P und in ihm ein Vektor gegeben, so entsteht die von P in Richtung
dieses Vektors ausgehende geoditische Linie dadurch, dass man deg Velf:tor
pestindig parallel mit sich in seiner eigenen Richtung verschlfabt. D1t=j Diffe-
rentialgleichung der geodétischen Linie lautet bei Benutzung eines geeigneten
Parameters 7: =
dix; . &%, dxg
R T

(Sie lasst sich hier natiirlich nicht als Linie kiirzester Lange charakterisieren,
da der Begriff der Kurvenlinge ohne Sinn ist.) b) Tmsorfkalkﬁl. Um zB aus
einem kovarianten Tensorfeld 1. Stufe vom Gewichte 0 mit den Komp?ne?ten
f, durch Differentiation ein Tensorfeld 2. Stufe herzuleiten, nehr‘rlen wir einen
\;illkﬁrlichen Vektor £ im Punkte P zu Hilfe, bilden die Invanapte f&% und
ihre unendlich kleine Anderung beim Ubergang vom Punkte P mit Flen Kocu.:-
dinaten %, zum Nachbarpunkte P’ mit den Koordinaten ;- dx;, indem wir
bei diesem Ubergang den Vektor & parallel mit sich verschieben. Es kommt fiir

diese Anderung

S Edny + f, 8 = (3 — 1y ) € d
Die auf der rechten Seite eingeklammerten Gréssen sind also die Komponenten -
eines Tensorfeldes 2. Stufe vom Gewichte 0, das in vollig invariante.r Weise
aus dem Felde / gebildet ist. ¢) Kriimmung. Um das Analogc_m des Riemann-
schen Kriimrungstensors zu konstruieren, kniipfe man an die oben benutzte
unendlich kleine Parallelogrammfigur an, bestehend aus der} Punkten P, Pl.,
P, und P,y = P, . Verschiebt man einen Vektor x = (£) in P parallel mit
sich nach P, und von da nach Py,, ein andermal zunichst nach JI'-"2 upd von
danach Py, so hat es einen Sinn, da Py und Py zusamme'nfallen, flle. Differenz
Az der beiden in diesem Punkte erhaltenen Vektoren zu bilden. Fiir ihre Kom-

ponenten ergibt sich
AE — RIE, (12)

wo die R} unabhéngig sind von dem verschobenen Vektor %, hingeg;n linear
abhingen von dem Flichenelement, das durch die beiden Verschiebungen

pp’l = (dx), PP, = (6x,) aufgespannt wird:
. . 1
R;‘ = R;’kl dxk 5-‘”5 == _E R}kz Axﬁ:l'

Die nur von der Stelle P abhingigen Kriimmungskomponenten R haben
die beiden Symmetrieeigenschaften: 1. sie dndern ihr Vorzeich.en'durcl_l VerT
tauschung der beiden letzten Indizes % und ;2 nimmt_ man mit § &/ die drel
zyklischen Vertauschungen vor und addiert die zugeh&rigen Ko.ml.)onenten, so
ergibt sich 0. Zichen wir den Index 1 herunter, so erhaltep wir in Rgj, die
Komponenten eines kovarianten Tenisors 4. Stufe vom Gewu_:hte 1. Noch chne
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Ausrechnung ergibt sich durch eine einfache Uberlegung, dass R auf natiirliche
invariante Weise in zwei Summanden spaltet:

R;MZP;H_%&;FH 6;=]lég#g' {13)
von denen der erste P,;;; nicht nur in den Indizes %/, sondern auch in ¢ und j
schiefsymmetrisch ist. Wihrend die Gleichungen F,, = 0 unsern Raum als
einen solchen ohne elektromagnetisches Feld charakterisieren, d.h. als einen
solchen, in welchem das Problem der Lingeniibertragung integrabel ist, sind
?;‘- p =0, wie aus (13) hervorgeht, die invarianten Bedingungen dafiir, dass
in ihm kein Gravitationsfeld herrscht, d.h. dass das Problem der Richtungs-
ﬁ.bertragung integrabel ist. Nur der Euklidische Raum ist ein zugleich elektri-
zitdts- und gravitationsleerer,
Die cinfachste Invariante einer linearen Abbildung wie (12), die jedem
Vektor x einen Vektor Ax zuordnet, ist ihre «Spur»

1 .
- R},
Fiir diese ergibt sich hier nach (13) die Form
- %'Fik dx; 6%y,

welche uns schon oben begegnete. Die einfachste Invariante eines Tensors wie
—F;,,/2 ist das Quadrat seines Betrages:

1 .
L= Py %,

L ist. offenbar, da der Tensor F das Gewicht, 0 besitzt, eine Invariante vom
Gewichte — 2. Ist g die negative Determinante der g;,

dow = ]/é dxy dx, dxg dxg = ]/;7 dx

das Volumen eines unendlich kleinen Volumelementes, so wird bekanntlich die
MaxweLLsche Theorie beherrscht von der elektrischen Wirkungsgrosse, welche
gleich dem iiber ein heliebiges Weltgebiet erstreckten Integral [ L dew dieser
einfachsten Invariante ist, und zwar in dem Sinne, dass bei beliebiger Variation

V'der g und g,, die an den Grenzen des Weltgebiets verschwindet,

it wo 5][. dw :f(Si S, + T 8gp) dew

si— 1 oW/ F™

- Ve 0%

die linken S.eiter} der inhomogenen MaxwELLschen Gleichungen sind (auf deren
rechte_r Seite die Komponenten des Viererstroms stehen), und die 7% den
Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes bilden. Da L eine In-

37

variante vom Gewichte — 2 ist, das Volumelement aber in der n-dimensionalen
Geometrie eine solche vom Gewichte »/2, so hat das Integral [ L dw nur
einen Sinn, wenn die Dimensionszahl n = 4 ist. Die Moglichkeit der MAXWELL-
schen Theorie ist also in unserer Deutung an die Dimensionszahl 4 gebunden.
In der vierdimensionalen Welt aber wird die elektromagnetische Wirkungs-
groese eine reine Zahl. Als wie gross sich dabei die Wirkungsgrosse 1 in den
traditionellen Masseinheiten des CGS-Systems herausstellt, kann freilich erst
ermittelt werden, wenn auf Grund unserer Theorie ein an der Beobachtung zu
priifendes physikalisches Problem, z.B. das Elektron, berechnet vorliegt.

Von der Geometrie zur Physik iibergehend, haben wir nach dem Vorbild
der Migschen Theoriel) anzunehmen, dass die gesamte Gesetzmissigkeit der
Natur auf einer bestimmten Integralinvariante, der Wirkungsgrosse

[Wdo—[Wdx (B=W Vg,

beruht, derart, dass die wirkliche Weit unter allen miglichen vierdimensionalen
metrischen Riumen dadurch ausgezeichnet ist, dass figr sie die in jedem Wellgebict
enthaliene Wirkungsgrisse einen extremalen Werl anmimmt gegeniiber solchen
Variationen der Potentiale gy, @, welche an den Grenzen des betreffenden
Weltgebiets verschwinden. W, die Weltdichte der Wirkung, muss eine In-
variante vom Gewichte —2 sein. Die Wirkungsgrosse ist auf jeden Fall eine
yeine Zahl; so gibt unsere Theorie von vornherein Rechenschaft iiber diejenige
atomistische Struktur der Welt, der nach heutiger Auffassung die fundamen-
talste Bedeutung zukommt: das Wirkungsquantom. Der einfachste und natir-
lichste Ansatz, den wir fiir W machen konnen, lautet

W = Rjy, RI* = |R|%. (14)

Nach (13} exgibt sich dafiir auch
W=|P|*+4L.

(Hochstens der Faktor 4, mit welchem der zweite [elektrische] Term L zu dem
ersten hinzutritt, kénnte hier noch zweifelhaft sein.} Aber ohne noch die Wir-
kungsgrosse zu spezialisieren, kénnen wir aus dem Wirkungsprinzip einige
allgemeine Schliisse ziehen. Wir werden nimlich zeigen: in der gleichen Weise,
wie nach Untersuchungen von HILﬁERT, Lorentz, ExnstEiN, KLEIN und dem
Verfasser?) die vier Evhaltungssilze der Materie (des Energie-Impuls-Tensors)
mit der, vier willkiirliche Funktionen enthaltenden Invarianz der Wirkungs-
grisse gegen Koordinatentyansformationen zusammenhingen, ist mit der hiey nen

1y G. Mig, Ann. Physik 37, 39, 40 {1912/18). Vgl. auch H. WEvL, Rawm, Zeit, Materie (Berlin
1918), § 25. :

2y D, HiLsert, Die Grundlagen der Physik, 1. Mitt., Gott. Nachr., 20. Nov. 1915; H. A, Lo-
RENTZ in vier Abhandlungen in den Versl. Xgl. Akad. van Wetensch., Amsterdam 1915/16; A. BEin-
sTEIN, Berl. Ber. 1916, S. 1111-1118; F. Kiev, Gott. Nachr,, 25, Januar 1918; H. WeYL, Ann.
Physik 54, S. 121125 (1917).
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hinzutyetenden, eine finfte willkiirliche Funktion hereinbringenden «Mafstab-

Invarianz» [Ubergang von (8) zu (9)] das Gesetz von der Evhaltung der Elektri--

ztdt verbunden. Die Art und Weise, wie sich so das letztere dem Energie-Impuls-
Prinzip gesellt, erscheint mir als eines der stirksten allgemeinen Argumente
zugunsten der hier vorgetragenen Theorie — soweit im rein Spekulativen tiber-
haupt von einer Bestiitigung die Rede sein kann.

Wir setzen {iir eine beliebige, an den Grenzen des betrachteten Weltgebiets
verschwindende Variation

8 [ Wdx = [ (W* 6g,;, + ' 0g,) dw (W — W), (15)
Die Naturgesetze lauten dann
W* =0, w'=0. (16)

Die ersten konnen wir als die Gesetze des Gravitationsfeldes, die zweiten als
die des elektromagnetischen Feldes ansprechen, Dde durch
B = Ve Wi w'=}guf
eingefithrten Gréssen W3, wt sind die gemischten bzw. kontravarianten Kom-
ponenten eines Tensors 2. bzw. 1. Stufe vom Gewichte —2. In dem System
der Gleichungen (16) sind gemiiss den Invarianzeigenschaften 5 iiberschiissige
enthalten. Das spricht sich aus in den folgenden 5 invarianten Identititen, die
zwischen ihren linken Seiten bestehen:
ami _ i I
6%% 5 P 1 z
WHFkTEBS:—Z-FMm . (18)
Die erste resultiert aus der MaBstab-Invarianz. Nehmen wir nimlich in dem
Ubergang von (8) zu {9) fiir lg A eine unendliche kleine Ortsfunktion dp am,
so erhalten wir die Variation '

0gri = 8 0p, Oy =

o,
Fiir sie muss (15) verschwinden. Indem man zweitens die Invarianz der Wir-
kungsgrisse gegeniiber Koordinatentransformationen durch eine unendlich

kleine Deformation des Weltkontinuums ausnutzt!), gewinnt man die Iden-
titdten

0‘!1?3}; 1 9 ;
_* O8rs gpra 1{ owi i) —
(t)xq; 2 Oxkﬁm)—f—?(dxv; (pngikm%):O’

die sich in (18) verwandeln, wenn nach (17) dw?/dx, durch g,, W™ ersetzt wird,

Aus den Gravitationsgesetzen allein ergibt sich also bereits, dass

i
oxg

=0 (19)

1) H. WEvL, Ane. Physik &4, S.121-125 {1917); F. Kreiv, Gétt. Nachr., Sitzung wvom

25, Januar 1918.
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isf, aus den elektromagnetischen Feldgesetzen allein, dass

ot

ox;

I, =0 (20)
sein muss, In der MaxwegLLschen Theorie hat w? die Form

; og Fik) . ) — .
mz:_ak___sz (S%ZVgS‘L),
wo st den Viererstrom bedeutet. Da hier der erste Teil identisch der Gleichung
(19) geniigt, liefert diese das Erhaltungsgesetz der Elektrizitat:

1 oYz 5% _0
Ve 9%

Ebenso besteht in der EINsTEINschen Gravitationstheorie 38} aus zwei Termen,
von denen der erste der Gleichung (20} identisch geniigt, der zweite gleich den
mit /g multiplizierten gemischten Komponenten T des Energie-Impuls-Ten-
sors ist. So fithren die Gleichungen (20) zu den vier Erhaltungssitzen der
Materie. Ganz analoge Umstinde treffen in unserer Theorie zu, wenn wir fir
die Wirkungsgrosse den Ansatz (14) wihlen. Die fiinf Erhaltungsprinzipe sind
«Eliminanten» der Feldgesetze, d.h. folgen auf doppelte Weise aus ihnen und
setzen dadurch in Evidenz, dass unter ihnen fiinf itberschilssige enthalten sind.

Fiir den Ansatz (14) lauten die MaxwELLschen Gleichungen beispielsweise

= ik
L ?_(J/g%ﬂ_l =%, und der Strom
Ve ® (21)

5, ist-——%(R %*%?;)'

R bezeichnet diejenige Invariante vom Gewichte —1, die aus R}, entsteht,
wenn man zunichst nach ¢, k, darauf nach § und £ verjiingt. Die Rechnung
ergibt, wenn R* die nur aus den g% aufgebaute Riemannsche Krimmungs-
invariante bedeutet:

3 deg) | 3 ;
R=R*~—V—é o, Tz el

Im statischen Falle, wo die Raumkomponenten des elektromagnetischen Po-
tentials verschwinden und alle Gréssen unabhéingig von der Zeit %, sind, muss
nach (21} ‘

RZR*—]—%tPO(pD:COI’lSt

sein. Aber man kann auch ganz allgemein In einem Weltgebiet, in welchem
R + 0 ist, durch geeignete Festlegung der willkiirlichen Langeneinheit R =
const = 41 erzielen. Nur hat man bei zeitlich verdnderlichen Zustinden Fla-
chen R =0 zu erwarten, die offenbar eine gewisse singulire Rolle spielen
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werden. Als Wirkungsdichte (R* tritt als solche in der EINsTEINschen Gravita-
tionstheorie auf) ist R nicht zu gebrauchen, da sie nicht das Gewicht —2
besitzt. Dies hat zur Folge, dass unsere Theorie wohl auf die MAXWELLschen
elektromagnetischen, nicht aber auf die E1nsTEINschen Gravitationsgleichungen
fiihrt: an ihre Stelle treten Differentialgleichungen 4. Ordnung. In der Tat ist
es aber auch sehr unwahrscheinlich, dass die ExvstEinschen Gravitationsglel-
chungen streng richtig sind, vor allem deshalb, weil die in ihnen vorkommende
Gravitationskonstante ganz aus dem Rahmen der tibrigen Naturkonstanten
herausfillt, so dass der Gravitationsradius der Ladung und Masse eines Elek-
trons z. B.von vollig anderer Grossenordnung (ndrmnlich 1020 bzw. 104°mal so
klein) ist wie der Radius des Elektrons selber?).

Es war hier nur meine Absicht, die allgemeinen Grundlagen der Theorie
kurz zu entwickein. Es entsteht natiirlich die Aufgabe, unter Zugrundelegung
des speziellen Ansatzes (14) ibre physikalischen Konsequenzen zu ziehen und

djese mit der Erfahrung zu vergleichen, insbesondere zu untersuchen, ob sich

aus ihr die Existenz des Elektrons und die Besonderheiten der bisher unauf-
geklirten Vorginge im Atom herleiten lassen. Die Aufgabe ist in mathemati-
scher Hinsicht ausserordentlich kompliziert, da es ausgeschlossen ist, durch
Beschrinkung auf die linearen Glieder Néherungslésungen zu erhalten; denn
da die Vernachlissigung der Glieder hoherer Ordnung im Innern des Elektrons
gewiss nicht statthaft ist, so diirfen die durch eine derartige Vernachldssigung
entstehenden linearen Gleichungen im wesentlichen nur die Lésung 0 besitzen.
Ich behalte mir vor, an anderm Ort ausfiithrlicher auf alle diese Dinge zurlick-
zukommen.

Nachivag. Herr A. EINSTEIN bemerkt zu der vorliegenden Arbeit:

«Wenn Lichtstrahlen das einzige Mittel wiren, um die metrischen Verhilt-
nisse in der Umgebung eines Weltpunktes empirisch zu ermitteln, so bliebe in
dem Abstand ds (sowie in den g) allerdings ein Faktor unbestimmt. Diese
Unbestimmtheit ist aber nicht vorhanden, wenn man zur Definition von ds
Messergebnisse heranzieht, die mit (unendlich kleinen) starren Korpern (Mass-
stdben) und Uhren zu gewinnen sind. Ein zeitartiges ds kann dann unmittelbar
gemessen werden durch eine Einheitsuhr; deren Weltlinie ds enthilt.

Eine derartige Definition des clementaren Abstandes ds wiirde nur dann
illusorisch werden, wenn die Begriffe ,EinheitsmaBstab’ und JEinheitsuhr’ auf
einer prinzipiell falschen Voraussetzung beruhten; dies wire dann der Fall,
wenn die Linge cines EinheitsmaBstabes (bzw. die Ganggeschwindigkeit einer
Einheitsuhr) von der Vorgeschichte abhingen. Ware dies in der Natur wirklich
so, dann koénnte es nicht chemische Elemente mit Spektrallinien von bestimm-
ter Frequenz gebén’, sondern es miisste die relative Frequenz zweier {riumlich
benachbarter) Atome der gleichen Art im allgemeinen verschieden sein. Da
dies nicht der Fall ist, scheint mir die Grundhypothese der Theorie leider nicht
annehmbar, deren Tiefe und Kiithnheit aber jeden Leser mit Bewunderung
erfiillen muss.»

1) Vgl H. WEYL, Zur Gravitationstheorie, Ann. Physik 44, S. 133 (1217).
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Erwiderung des Verfassers. Ich danke Herrn EmnsteIN dafiir, dass er mir
Gelegenheit gibt, sogleich dem von ihm erhobenen Einwand zu begegnen._lfl
der Tat glaube ich nicht, dass er berechtigt ist. Nach der speziellen Relativi-
tatstheorie hat ein starrer MafBistab immer wieder die gleiche Ruhlinge, wenn
er in einem tauglichen Bezugsraum zur Ruhe gekommen ist, und e.ine rir?htlg—
gehende Uhr besitzt unter diesen Umstinden immer wieder, in E1genlze1t ge-
messen, dieselbe Periode (MICHELSON—Versuch, DoppLer-Effekt). Es ist aber
gar nicht die Rede davon, dass bei beliebig stiirmischer Bewegung ei'ne Uh'r d.ie
Eigenzeit, [ ds, misst (so wenig wie etwa in der Thermodynam1k ein beliebig
rasch und ungleichmissig erhitztes Gas lauter Gleichgewmhtszust‘cin'de ('1urch-
l5uft) ; das ist erst recht nicht der Fall, wenn die Uhr {das Atom) der Einwirkung
eines starken verdnderlichen elektromagnetischen Feldes ausgesetzt ist. In der
allgemeinen Relativititstheorie kann man also hochstens soviel behaupten:
Eine in einem statischen Gravitationsfeld ruhende Uhy misst bei Abwesenhert
eines elektromagnetischen Feldes das Integral [ ds. Wie sich eine Uhr bei be-
liebiger Bewegung unter der gemeinsamen Einwirkung eines beliebigen elektro-
magnetischen und Gravitationsfeldes verhilt, kann erst die Durchfithrung
einer auf den physikalischen Gesetzen beruhenden Dynamik 1eh1:en. Weg‘?n
dieses problematischen Verhaltens der MaBstibe und Uhren habe ich mich in
meinem Buch Raum, Zeit, Materie zur prinzipiellen Messung der gy allein auf
die Beobachtung der Ankunft von Lichtsignalen gestiitzt (5. 182ff.); dadurch
konnen diese Grossen in der Tat, falls die Einsteivsche Theorie giiliig ist, nicht
nur jhrem Verhiiltnis nach, sondern (nach Wahl einer festen Masseinheit)
absolut bestimmt werden. Auf den gleichen Gedanken ist, unabhingig von mir,
KRETSCHMANN gekommen). _

Nach der hier entwickelten Theorie lautet, ausser im Innersten der Atome,
bei gecigneter Wahl der Koordinaten und des unbestimmten Proportic‘mglit'aits-
faktors, die quadratische Form ds? mit grosser Anndherung so wie in der
speziellen Relativitatstheorie und ist die lineare Form mit der_glemhen An-
niherting = 0. Im Falle der Abwesenheit eines elektromagnetischen Feldes
{Linearform streng = 0) ist durch die in der Klammer ausgesprochene l""orde:-
rung ds* sogar vollig exakt bestimmt (bis auf einen konstanten Propor.tlonah-
tatsfaktor, der ja auch nach FinsTeIN willkiirlich bleibt; das gleiche tritt noch
ein, wenn nur ein elektrostatisches Feld vorhanden ist). Die plausibelste An-
nahme, die man iiber eine im statischen Feld ruhende Uhr machen kanm, i§t
die, dass sie das Integral des so normierten ds misst; es bleibt in meiner wie_m
der Ernsteinschen Theorie die Aufgabe, diese Tatsache?) aus einer expliz_1te
durchgefithrten Dynamik abzuleiten. Auf jeden Fall aber wird sich ein f.;chwm—
gendes Gebilde von bestimmter Konstitution, das dauernd in einem best1mmt.en
statischen Felde ruht, auf eine eindeutig bestimmite Weise verhalten (der E}n—
fluss einer etwaigen stiirmischen Vorgeschichte wird rasch abklingen); ich

1 E. KRE';‘SCHMANN, Uber den physikalischen Sinn der Relativititspostulate, Ann. Phys. §3,

5. 575 (1917). ‘ .
2} Deren experimentelle Priifung zum Teil noch aussteht {Rotverschiebung der Spektrallinien
in der Nihe grosser Massen). -
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glaube nicht, dass mit dieser {durch die Existenz chemischer Elemente fiir die
Atome bestitigten) Erfahrung meine Theorie irgendwie in Widerspruch gerit.
Es ist zu beachten, dass der mathematisch-ideale Prozess der Vektor-Verschie-
bung, welcher dem mathematischen Aufbau der Geometrie zugrunde zu legen
ist, nichts zu schaffen hat mit dem realen Vorgang der Bewegung einer Ubhr,
dessen Verlanf durch die Naturgesetze bestimmt wird.

Die hier entwickelte Geometrie ist, das muss vom mathematischen Stand-
punkt aus betont werden, die wahre Nahegeometrie. Es wiire merkwiirdig,
wenn in der Natur statt dieser wahren eine halbe und inkonsequente Nahe-
geometrie mit einem angeklebten clektromagnetischen Felde realisiert ware.
Aber natiirlich kann ich mit meiner ganzen Auffassung auf dem Holzwege sein;
es handelt sich hier wirklich um reine Spekulation; der Vergleich mit der Er-
fahrung ist selbstverstindliches Erfordernis. Dazu miissen aber die Konsequen-
zen der Theorie gezogen werden; bei dieser schwierigen Aufgabe hoffe ich auf
Mithilfe.

Nachirag Juni 1955

Diese Arbeit steht am Anfang der Versuche, eine «einheitliche Feldtheorie»
aufzubauen, die spiter von vielen anderen — wie mir scheint, bisher ohne durch-
schlagenden Erfolg — fortgesetzt wurden; das Problem hat insbesondere EIn-
STEIN selbst, wie bekannt, bis zu seinem Ende unablissig beschaftigt.

Den Ausbau meiner Theorie vollzog ich in zwei Arbeiten (34), (46), ferner
in der 4. und vor allem 5. Auflage meines Buches «Raum, Zeit, Materie», Dabei
gab ich — zunichst aus formalen Griinden, dann aber bestdrkt durch eine
Untersuchung von W. Paurt (Verh. dtsch. phys. Ges. 27, 1919) — einem andern
Wirkungsprinzip den Vorzug.

Das stirkste Argument fiir meine Theorie schien dies zu sein, dass die Eich-
invarianz dem Prinzip von der Erhaltung der elektrischen Ladung so entspricht
wie die Koordinaten-Invarianz dem Erhaltungssatz von Energie-Impuls. Spéter
filhrte die Quantentheorie die ScHRODINGER-DIRACschen Potentiale u des
FElektron-Positron-Feldes ein ; in ihr trat ein aus der Erfahrung gewonnenes und
die Erhaltung der Ladung garantierendes Prinzip der Eichinvarianz auf, das
die  mit den elektromagnetischen Potentialen g, in dhnlicher Weise verkniipft
wie meine spekulative Theorie die Gravitationspotentiale g, mit den ¢, wobel
zudem die @, in einer bekannten atomaren statt in einer unbekannten kosmolo-
gischen Einheit gemessen werden. Es scheint mir kein Zweifel, dass das Prinzip
der Fichinvarianz hier seine richtige Stelle hat, und nicht, wie ich 1918 geglaubt
hatte, im Zusammenspiel von Gravitation und Elektrizitit. Man vergleiche
dariiber meinen Aufsatz (93): Geometrie und Physik.

32.

Der circulus vitiosus in der heutigen Begriindung der Analysis
Jahreshericht der Deutschen Mathematikervereinignng 28, 85—92 (1919)

Aus einem Briefe an Q. Hslder.

Mit den folgenden Zeilen mdchte ich Ihrem Wunsche (entige zu
leisten versuchen: Thnen den cirenlus vitiosus, den ich in meiner Schrift
a8 Kontinuum®?) der Analysis vorwerfe, anf moglichst direkte Weise
vor Augen zu stellen.

Durch den Sinn eines klar und eindeutig festgelegten (regenstands-
begriffs mag wohl stets den Gegenstinden, welche des im Begr?ﬁe aus-
gesprochenen Wesens sind, ihre Emistenzsphiire angewiesen sein; aber
es ist darum keineswegs ausgemacht, dall dieser Begriff ein umfongs-

definiter ist, daB es eiven Sinn hat, von den unter ihn fallenden existic-

renden OGegenstinden als einem an sich bestimmten und begrenzten,
ideal geschlossenen Inbegriff zu sprechen. Ist & eine ihrem Sinne.na.ch
Klar und eindeutig gegebene Eigenschaft der unter einen Begrlﬁ' B
fallenden Gegenstiinde, s0 behauptet fiir einen beliebigen derar.tigen
Gregenstand a der Satz: e hat die Eigenschaft €« einen ganz bestlm-m—
ton Sachverhalt, der besteht oder nicht besteht; dies Urteil ist an gich
wahr oder nicht wahr — ohme Wandel und Wank und ohne Moglich-
keit irgendeines zwischen diesen beiden entgegengesetzten vermi.tteln-
den Standpunkies. Ist der Begriff B insbesondere umfangs-definit, so
hat aber micht nur die Frage: »Hat a die Ejgensehaft €« filr einen
beliebigen unter B fallenden Gegenstand @ einen in sich klaren Sinm,
sondern auch die Existenzfrage: »Gibt es einen unter B fallenden Gegen-
stand, welcher die Eigenschaft € besitzi?« Entsprechendes ist itber
Relationen zu bemerken; es ist dabei gleichgtiltig, ob der Sinn dieser
Eigenschaft oder Relation wnmittelbar in der Anschauung aufgewiesen
wird oder ob sie durch logische Operationen aus solchen Eigenschaften
und Relationen zusammengesetzt ist, deren Sinn anschaulich gegeben
ist. (Nattirlich wire hier eine eingehende phiinomenologische Analyse
des Egistendbegriffs erforderlich; das Vorstehende mag aber zur Ver-
stindigung geniigen.)

Gestiitzt auf die Anschauung der Iteration gind wir Uberzeugt, daf
der Begriff der natiirlichen Zahl wmfangs-definit ist (dies Fundament

1) Leipzig 1918, pamentlich Kap. I, § 6.




